Chapitre 2

La droite réelle, le plan complexe
et ’espace euclidien

2.1 Champs

2.1.1 Définition d’un champs

Définition 2.1.1 Un ensemble K muni d’une application addition et d’une application
multiplication :
4+ KxK— K, X KxK—=K

(pour la multiplication, on écrit xy plutot que z x y) est un champ s’il vérifie les relations
suivantes pour tous éléments x,y et z de K :
axiomes de ’addition :
— 4y =y + x (commutativité)
~ (x+y) +2z=2x+ (y+ 2) (associativité)
— il existe un élément 0 € K tel que z + 0 = x (élément neutre)
— il existe un élément —z € K tel que x + (—z) = 0 (inverse additif, opposé)
axiomes de la multiplication :
— zy = yx (commutativité)
(zy)z = x(yz) (associativité)
— il existe un élément 1 € K, avec 1 # 0 tel que x1 = z (élément neutre)
— six # 0, il existe un élément 27! € K tel que zz~! = 1 (inverse multiplicatif)
axiome de distributivité :
— z(y + 2z) = xy + xz (distributivité).

On remarque immédiatement que les éléments neutres sont uniques; par exemple si 0 et
0" sont deux éléments neutres pour I’addition, on a

0=0+0=0+0=0"

Dans un champs, les notations suivantes sont licites :
—z4+y+z=(r+y)+z
- wyz = (zy)z,
—z—y=z+(-y),
~ 2?2 =gz, 2" =2"r (n €N, n >2).
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Exemple 2.1.2 L’ensemble Q muni des opérations

,
p T _pstaer o op T _pr
q s qs q s gs
est un champs, acec —g = _7” et (%)_1 = 1%.

Exemple 2.1.3 L’ensemble K = {0, 1} muni des opérations

+
0
1

= OO

1
1 et
0

— O X

0 1
00
0 1
est un champs avec —0 =0, —1 =1et 171 = 1.

Proposition 2.1.4 Soient K un champs; pour tous x,y,z € K, on a

(a) z4+y=c+z=>y=z, (b) z+y=z=y=0,

() r4y=0=y= (@) —(-2) =2,

(e) 0z =0, (f) zy=zz— (x=0ouy=2),
(g) zy=2=(x=00uy=1), (h) ay=1=y=a!

(i) (@YY l=zsiz#0 (G) zy=0=(x=0 ouy=0),
() (~z)y=—(y), ) (—2)(—y) = 2.

Preuve. Pour le premier point, on a

r+y=x+z = —z+@xt+y=—2+@+2)=>(—r+z)+y=(—x+z)+=2
= 0+y=0+2=y=2

Le point (b) s’obtient & partir du point (a) en posant z = 0. Le point (c) s’obtient
également a partir du point (a) en posant z = —z. Pour le point (d), il suffit d’utiliser
le point (c) avec x = —z et y = x. Le point (e) s’obtient comme suit : on a 0z + 0z =
(04 0)z = 0z et donc 0z = 0.

Les points (f)—(i) se démontrent de méme. Pour (j), il suffit de poser z = 0 dans (f).
Pour (k), on a

(—2)y+zy= (-2 +2)y=0= —(2y) = (—2)y.

Enfin, (1) s’obtient comme suit :

ce qui suffit. O

2.1.2 Ensembles ordonnés

Définition 2.1.5 Soit F un ensemble; une relation binaire < sur F est une relation
d’ordre si pour tous éléments x,y et z de F¥ on a :

— x < x (réflexivité),

- (z<yety<z)= 2=y (antisymétrie),

— (r<yety<z) =z < 2z (transitivité).
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Définition 2.1.6 Un ensemble ordonné est un ensemble muni d’une relation d’ordre. Si
FE est un ensemble et < une relation d’ordre sur F, ’ensemble ordonné correspondant est
noté (E,<).

Exemple 2.1.7 Si F est un ensemble, p(E) muni de la relation inclusion C est un en-
semble ordonné.

Définition 2.1.8 Un ensemble totalement ordonné (E, <) est un ensemble ordonné (E, <
) dans lequel deux éléments peuvent toujours étre comparés : pour tous z,y € F, on a
r<youy <.

Si (E, <) est un ensemble ordonné, on écrit z < ysiz <yetx#yetxz>ysiy< .
On peut introduire la notion d’intervalle sur un ensemble ordonné.

Définition 2.1.9 Soit (F, <) un ensemble ordonné ; pour tous a,b € E, on pose

[a,b) ={x € E:a<zetxz<b}, |la,bj={r € E:a<uxetx<b},
la,b] ={z € EF:a<zetz<b}, [a,b={r € FE:a<zetxr<b}.

On trouve parfois la notation (a,b) (notation anglo-saxone) au lieu de |a, b|.

Exemples 2.1.10 Les ensembles N et Z munis de 'ordre naturel (i.e. n < m s’il existe
k € N tel que n 4+ k = m) sont des ensembles (totalement) ordonnés. L’ensemble Q avec

lordre £ < % si ps < rq lorsque ¢, s € Ny (il faut considérer les dénominateurs positifs)

q
est aussi un ensemble totalement ordonné.

Définition 2.1.11 Soit (F, <) un ensemble totalement ordonné ; une partie E de E est
magorée (dans F) s’il existe un élément z de F tel que y € E/ = y < x (i.e. z est supérieur
ou égal & tous les éléments de E’). L’élément z est appelé un majorant de E' (dans E).

Définition 2.1.12 Soient (E,<) un ensemble totalement ordonné et E' une partie de
E; une borne supérieure ou supremum de E’ est un majorant x de E’ tel que pour tout
majorant y de E’, on aie z < y (i.e. c’est le plus petit des majorants). Si elle existe, on
note sup £’ la borne supérieure de F’.

On remarque immédiatement que, si elle existe, la borne supérieure d’'un ensemble est
unique : supposons que x et x’ soient deux borne supérieures de E’. Puisque x est un
majorant et que z’ est une borne supérieure, on a 2’ < z. En inversant les roles de = et
2’, on obtient z < 2’. On total, Pantisymétrie implique x = 2.

Vu ce qui précede, x = sup E’ est équivalent a

yeF =>y<ux
Vy:y<z,JzeF :y<z

De fait, supposons qu’il existe y < z tel que, pour tout z € E’, on aie z < y. Il en résulte
que y est un majorant de E’ tel que y < x, ce qui est absurde.

Définition 2.1.13 Soit (F, <) un ensemble totalement ordonné ; une partie E de E est
minorée (dans F) s’il existe un élément = de F tel que y € E' = z < y (i.e. x est inférieur
ou égal & tous les éléments de E’). L’élément z est appelé un minorant de E’ (dans E).
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Définition 2.1.14 Soient (E,<) un ensemble totalement ordonné et E' une partie de
E; une borne inférieure ou infimum de E’' est un minorant x de E’ tel que pour tout
minorant y de E’, on aie y < w (i.e. ¢’est le plus grand des minorants). Si elle existe, on
note inf E’ la borne inférieure de E’.

Donnons un exemple fondamental.

Exemple 2.1.15 Considérons I’ensemble totalement ordonné Q et F = {qg € Q : ¢*> < 2}.
Cet ensemble est trivialement majoré (le nombre 10 est par exemple un majorant), mais
il n’admet pas de borne inférieure dans Q. Supposons que s soit la borne supérieure de F
et posons

-2 2542
1757 %%2 ~ sye
On a
2 o As+1)2 2(s+2)?  2(s2-2)
(5422  (s+2°  (s+27
De 13, si 82 < 2, alors ¢ > s et ¢> —2 < 0. Ainsi, ¢ est un élément de E, ce qui est

contradictoire, car s est un majorant de E. Si s2 > 2, alors ¢ < s et ¢° —2 > 0, ce qui
implique que ¢ est un majorant de F inférieur & s. Il s’ensuit que s? = 2, ce qui contredit
le théoreme 1.1.2.

La borne supérieure peut exister mais ne pas appartenir a ’ensemble.

Exemple 2.1.16 L’ensemble {¢ € Q : ¢ < 0} admet 0 comme borne supérieure, mais 0
n’est pas un élément de I'ensemble.

Notation 2.1.17 Si la borne supérieure d’un ensemble E existe et appartient & F, on la
note max E plutot que sup F et on I'appelle le mazimum de E. De la méme maniere, on
note min F l'infimum de F si cet élément appartient a E'; il est alors appelé le minimum
de F.

Si (E, <) est un ensemble ordonné, 'ensemble {z1,z2} admet trivialement un maximum
et un minimum. Par récurrence, tout ensemble fini {x1, ..., z,} admet un minimum et un
maximum. On les notes max{x1, ..., 2z, } et min{z1, ..., z,} respectivement ou x1V- - -V,
et z1 AN ANxy,.

2.1.3 Champs ordonnés

Définition 2.1.18 Un champs K tel que K soit un ensemble totalement ordonné est un
champs ordonné si ’ordre est compatible avec la structure du champs, c’est-a-dire si, pour
tous x,y,z € K, on a

—rx<y=(r+z<y-+2),

—(z>0ety>0)=axy>0.

Exemples 2.1.19 Voici quelques exemples fondamentaux
— On vérifie directement que QQ est un champs ordonné.
— Considérons 'ensemble K = {0, 1} muni des opérations de I’exemple 2.1.3. Il n’existe
pas d’ordre sur K tel que K soit un champs ordonné. En effet, si 0 < 1, alors 0+ 1 <
1+ 1, c’est-a-dire 1 < 0, ce qui est absurde car la transitivité implique alors 0 < 0.
De méme, si1l <0,onal+1<0+1etdonc0<1,cequiimplique 1 < 1.
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Définition 2.1.20 Soit K un champs ordonné; un élément = de K est positif (resp.
négatif) si x > 0 (resp. z < 0). Il est strictement positif (resp. strictement négatif) si
x >0 (resp. = < 0).

Proposition 2.1.21 Soit K un champs ordonné; pour tous x,y,z € K, on a

(@) 2>0& —x <0, () (x>0ety<z)=uay<uzxz,
() (x<0ety<z)=azy>mxz, (d 22>0,
() 0<x<y=0<yl<al (f) 1>0.

Preuve. Pour (a), il suffit de noter que
O<z=0-z<z—-—2=-2<0
et

—x<0=—-—ar+zz<0+z=0<ux.

Pour (),
z2>y=>z—y>0=z(z—y)>0=>zz—2y > 0= 22> Y.
Démontrons (¢); on a

r<0=-2>0=—2(z—y)>0= —zz+zy > 0=y > z=2.

2 = gz > 0. Enfin, si

En ce qui concerne le point (d), si # = 0, 22 = 0; si > 0, alors
r <0, alors —z > 0et (—2)? = (—z)(—z) = 2z = 22 > 0. Pour (e), puisque 1 = !,

onaz ' > 0;le méme raisonnement implique 3! > 0. Ainsi,

1

eyt > 0= (a7 ly ! !

<z ly Ty >y t<al
Le dernier point résulte du point (d) avec = 1, puisque 1 # 0. O

Nous pouvons maintenant introduire les nombres réels. Ce résultat sera démontré en
annexe.

Théoreme 2.1.22 [l existe un champs ordonné R tel que
- Q C R et les restrictions des opérations de R a Q coincident avec les opérations
usuelles de Q,
— toute partie non-vide majorée de R admet une borne supérieure.

De ce résultat, on obtient que toute partie non-vide minorée de R admet une borne
inférieure.

Définition 2.1.23 Un élément de R est appelé un nombre réel.
L’ensemble R définit un corps archimédien.

Théoréme 2.1.24 Soient x et y deux nombres réels ;
- st x >0, alors il existe n € N tel que nx >y,
- six <y, il eriste ¢ € Q tel que x < q < y.
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Preuve. Montrons le premier point par ’absurde, en supposant que pour tout n € N, on
aie nx < y. L’ensemble E = {nz : n € N} est majoré par y et par le théoreme 2.1.22, il
admet une bonne supérieure s = sup E. Puisque x > 0, on a s —z < s et, puisque s est la
borne supérieure de E, il existe n € N tel que s — x < nz. On obtient donc s < (n + 1)z,
ce qui est absurde car s ne peut alors étre un majorant de FE.

Pour le second point, puisque y — x > 0, le premier point implique Iexistence d’un
nombre naturel n tel que n(y — z) > 1. Puisque 1 > 0, ce méme point implique, en
prenant x = 1 et y = —nx, l'existence d’un nombre j € N tel que j > —nz et, en prenant
x =1 et y = nx, existence d’'un nombre k € N tel que £ > nz. On a donc trouvé deux
nombres naturels j et k tels que —j < nx < k. Soit m le plus petit entier appartenant a
{=J,...,k} tel que nz < m. Il s’ensuit que m — 1 < nz < m. En remarquant que

nr <m <14+ nx <ny,

on obtient
m
r < — <,
n

ce qui suffit. O

Le théoreme 1.1.2 nous permet d’affirmer que I'équation 22 = 2 n’a pas de solution
dans Q. Dans R, ce probleme trouve une solution.

Proposition 2.1.25 (Racine) Pour tout nombre réel r > 0, il existe un seul nombre

réel x > 0 tel que x° = r.

Preuve. Soit E = {x > 0: 22 < r}; cette partie est non-vide et majorée. Montrons que

le nombre s = sup E est tel que s = 7.

Si 52 < r, alors il existe un nombre réel € > 0 tel que (s + )% = 52 +£(2s5 +¢) < 7 (il

suffit de prendre e < s+ 1 et ¢ < g;ji) Il s’ensuit que s + ¢ € F, ce qui est absurde.
Si 52 > r, alors il existe € > 0 tel que (s — €)% = s2 —£(25 —¢) > r, ce qui implique que
s — € est un majorant de F, ce qui est absurde. ]

2.1.4 Les nombres complexes

Dans R, il nous est toujours impossible de résoudre des équations telles que 22 = —1.

Définition 2.1.26 Le champs des complexes C est I’ensemble R? muni de I'addition et
de la multiplication définies comme suit :

(z,y) + (u,v) = (r 4+ u,y +v) (z,y)(u,v) = (zu — yv, zv + Yu).

On vérifie directement qu’il s’agit d’un champs ou
— (0,0) est I’élément neutre pour 'addition,
— (—x,—y) est l'opposé de (z,y),
— (1,0) est le neutre pour la multiplication,
- (332 —T—yQ’ = +yy2) est l'inverse de (x,y) si (z,y) # (0,0).
La fonction f définie par

f:R=>C zw (2,0
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est une injection telle que, pour tous z,y € R, f(x+y) = f(x)+ f(y) et f(xy) = f(z)f(y).
Elle nous permet d’identifier R a un sous-ensemble de C; nous écrirons toujours = au lieu
de (z,0) pour désigner f(x).

On pose également ¢ = (0,1). Ce nombre complexe vérifie

i =(0,1)(0,1) = (0 — 1,0 + 0) = —1,

ce qui implique que z = i est solution de I’équation 22 = —1. Si z = (x,%) est un nombre
complexe, on a z = (x,0)4(0,1)(y, 0), c’est-a-dire z = x+iy. Cette mise en forme simplifie
grandement les calculs.

Définition 2.1.27 Si z = (x,y) est un nombre complexe, la partie réelle de z est le
nombre réel Rz = x et la partie imaginaire de z est le nombre réel Sz = y.

Deux nombres complexes z1 et zo sont égaux si et seulement si Rz = Nz et Fz1 = Sz

Définition 2.1.28 Si z = (x,y) est un nombre complexe, le conjugué de z est le nombre
complexe z = (x, —y).

Siz=ax+1iy,on adonc zZ=x—iy.
Proposition 2.1.29 Soient z et 2’ deux nombres complezes; on a

(a) Rz=3(242), (b) Sz=L(z-2),
() z+2=2+7, (d) =z =27,

(e) zz>=0, (f) siz#0,zz>0.

Preuve. Pour le point (¢), on trouve R(z + 2') = Rz + N et I(z + /) = Iz + 7.
Le point (d) se traite de maniére identique, puisque R(z2') = RzR2’ — 3232 = N(272/),
F(27)) = R2T2 4+ F2R2 et F(2Z) = —N2T2 — J2R2.

Pour (a), on vérifie directement que R(z + z) = 2Rz et (2 4+ Z) = 0. On procede de
méme pour (b) : R(z —2) =0 et I(z — 2) = 28z.

Si le nombre complexe z s’écrit z = x + iy, avec z,y € R, on a 2z = (x + iy)(x — iy) =
2 + 92 ]

2.2 Compléments concernant les nombres réels

La droite R peut étre équipée d’une structure relativement riche.

2.2.1 Module d’un nombre réel

Définition 2.2.1 Le module sur R est la fonction | - | définie comme suit,
ir >
I -]:R > R* TH|T|:{ rosir20
-r sir<o0

Remarquons que pour tout nombre réel r, |r| = Vr2.

Remarque 2.2.2 La fonction | - ] se prolonge sur C en posant, pour tout z € C,

2| = V22 = /(R2)2 + (32)2.
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Proposition 2.2.3 Soient r et s deux nombres réels. Les relations suivantes sont toujours
vérifiées :

~ =0

—|rl=0<r=0,

= rsl = Irllsl,

= r s <|r|+ s,

= Il = sl < r = s].

Ces propriétés peuvent se démontrer directement mais seront obtenues dans un cadre plus
général par la suite.

2.2.2 Intervalles de R

Les notations qui suivent ont déja été présentées dans le cadre d'un champs ordonné.

Soient a et b deux nombres réels. On définit les ensembles suivants :

— [a,b] ={z €R:a <z <b},

— Ja, bl ={z e R: a<:v<b}

— [a,b[={z € R:a <z < b},

— Ja,bl={z e R: a<x<b}
— a,+o[={z € R:a < x},
-
-
-
-]

a,+oo[={r €R:a <z},
—o00,b] ={z e R:z < b},
—00,b[={r € R:z < b},
— 00, +0o[=R.

Définition 2.2.4 Un intervalle de R est un ensemble qui s’écrit sous I'une des formes
précédentes. Les intervalles |a,b], | — 00,b], Ja,+oo] et | — oo, +00[ sont aussi appelés
des semi-intervalles. Si le nombre a intervient dans la définition de l'intervalle, il est
appelé l'origine de l'intervalle. Si le nombre b intervient dans la définition de I'intervalle,
il est appelé 'extrémité de l'intervalle. S’ils interviennent tous les deux, la longueur de
Iintervalle est le nombre b — a. Si le signe infini « oo » intervient dans la définition, on
dit que l'intervalle est de longueur infinie.

Parfois, le signe « + » devant le symbole infini n’est pas stipulé : on écrit par exemple
[a,0] & la place de [a, +00[. Dans la notation anglo-saxonne, les crochets ouverts sont
remplacés par des parentheses; on écrit ainsi (a, b] au lieu de |a, b].

2.2.3 Signature et partie négative

Définition 2.2.5 La signature sur R, est la fonction

sign: R, — {—1,1} 7+ sign(r) = { _} :1 :: z 8

La partie positive sur R est la fonction

r sir>0

+. + + _
‘R—R T {0 sir <0
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La partie négative sur R est la fonction

0 sir>0

TR RT r|—>r_:{ .
—r sir<0

Proposition 2.2.6 Soientr et s deux nombres réels. Les relations suivantes sont toujours
vérifiées,

—rt=(-r)" etr = (-r)t,

—r=rt—r"etlr|=rt+r",

—rt=(r[+r)/2 et rm =(|r[-1)/2,

—rt —sT| < |r—s|letr™—s7| <|r—s|.

Preuve. Les trois premiers points sont immeédiats. Pour le dernier, on a

r|£r |s|E£s, 1
=t = P B sl £ (- 9)
1
< Sl = lsl] + 1 = sy < Ir = sl
ce qui suffit pour conclure. O

Ces notions de parties positive et négative peuvent étre généralisées au cas d’un nombre
fini de nombres réels.

Définition 2.2.7 Soient J € Ny et J nombres réels 71,79, ...,7r;. La borne supérieure de
ces nombres est le plus grand d’entre eux; il est noté

sup{ri,...,r7} = sup r; = max r;.
1<5<J 1<<d

La borne inférieure de ces nombres est le plus petit d’entre eux; il est noté

inf{r{,...,ry} = inf 7, = min r;.
{ry,eorsk = It jry = min,
Remarquons directement que les bornes supérieure et inférieure d’un ensemble fini de
nombre réels ont un sens, on dit qu’elles existent et sont réalisées, c’est-a-dire qu’il s’agit
de nombres appartenant a ’ensemble {ry,...,7}.

Proposition 2.2.8 Soit r un nombre réel. On a
- r* =sup{r,0},
- r~ =sup{-r,0},
|| = sup{r+, "},
- 0=inf{rt,r 1},
~sup{r,s}=r+(r—s)"=r+(s—r)t.

Preuve. Seul le dernier point n’est pas trivial. On a sup{r,s} = r si r > s et sup{r, s} =

s=r+(s—r)sir<s. Autrement dit, sup{r,s} =r+(r—s)" =r+(s—1r)". O
Proposition 2.2.9 Soient J € Ny et J nombres réels ri,...,ry. On a
sup{ri,...,ry} = —inf{—ry,...,—7r;}
et
inf{ry,...,r;} = —sup{—r1,...,—rs}.
On obtient sup{ry,...,ry} et inf{ry,...,r;} au moyen d’un nombre fini de combinaisons

linéaires et de passage aux parties positives, aux parties négatives ou aux modules.
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Preuve. Démontrons la derniere assertion. Pour deux éléments, cela résulte du dernier
point de la proposition 2.2.8. Pour plus de deux nombres, on procede par récurrence, en
notant que

sup{ri,...,r;} =sup{- - -sup{sup{ri,ro},r3},--- ,rs}

et
inf{ry,...,ry} =inf{ - -inf{inf{ry, ro}, 73}, -+ ,75}.

La conclusion s’ensuit aussitot. O

2.2.4 Parties majorées et minorées de R

Définition 2.2.10 Une partie E de R est majorée s'il existe M € R tel que E C|—o0, M],
c’est-a-dire tel que © < M pour tout x € E. Un tel nombre M est appelé un majorant de
E. Une partie E de R est minorée s'il existe m € R tel que E C [m, +00], c’est-a-dire tel
que x = m pour tout x € E. Un tel nombre m est appelé un minorant de £

Remarquons que dans R, seuls les intervalles du type [a,b], ]a,b], [a,b], |a,b], | — oo, b]
et | — oo, b[ sont majorés.

Si M (resp. m) est un majorant (resp. minorant) de F, il en est de méme pour tout
nombre M’ > M (resp. m’ < m). On est donc amené au concept suivant.

Définition 2.2.11 Un nombre réel M est une borne supérieure de F si M est un majorant

de F tel que pour tout majorant M’ de E on a M < M’. Un nombre réel m est une borne

inférieure de E si m est un minorant de F tel que pour tout minorant m’ de E on a
/

m <m.

Si M et M’ sont deux bornes supérieures d’'une méme partie de R, puisque M est une
borne supérieure et M’ un majorant, on a M < M’. En inversant les roles de M et M/,
on obtient M’ < M, ce qui implique M = M’. Autrement dit, la borne supérieure d’un
ensemble est nécessairement unique. Bien entendu, le méme raisonnement s’applique a la
borne inférieure. On peut donc parler de la borne supérieure d’une partie majorée et de
la borne inférieure d’une partie minorée.

Rappelons encore une fois le résultat fondamental suivant.

Théoreme 2.2.12 Toute partie majorée de R admet une borne supérieure. Toute partie
minorée de R admet une borne inférieure.

Définition 2.2.13 La borne supérieure d’une partie majorée E de R est notée sup £ ou
supp x si P est une propriété définissant E (par exemple sup,cp x). La partie inférieure
d’une partie minorée de R est notée inf E' ou infp x si P est une propriété définissant FE.

Le résultat suivant fournit un puissant critere pour obtenir les bornes supérieure et
inférieure d’une partie de R.

Proposition 2.2.14 Une majorant M d’une partie E de R est la borne supérieure de E
si et seulement si, pour tout € > 0, il existe x € E tel que M — e < x. Un minorant m
d’une partie E de R est la borne inférieure de E si et seulement si, pour tout € > 0, il
eviste v € E tel que x < m + €.
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Preuve. Considérons le cas de la borne supérieure, les mémes considérations permettant
de conclure quant au cas de la borne inférieure. La condition est nécessaire. De fait,
puisque M — ¢ est strictement inférieur a M, il ne peut étre un majorant de £. On a donc
M — & < x pour un x € E. La condition est suffisante, sinon, il existe un majorant M’ de
E tel que M’' < M. Cela étant, il existe alors x € E tel que M — (M — M') = M' < z, ce
qui est absurde, puisque M’ est un majorant de E. Ainsi, M est la borne supérieure de
E. O

Corollaire 2.2.15 Si M € E est un majorant de E, alors M est la borne supérieure de
E. Sim € E est un minorant de E, alors m est la borne inférieure de E.

Preuve. De fait, on a alors M —e < M et m < m + € pour tout € > 0. O

Définition 2.2.16 Soient M (resp. m) la borne supérieure (resp. inférieure) d’une partie
majorée (resp. minorée) E de R. Si M (resp. m) appartient a E, on dit que la borne
supérieure (resp. inférieure) est réalisée ou atteinte et que M (resp. m) est un mazimum
(resp. minimum) de E. C’est toujours le cas si E est fini, comme nous l'avons vu au
paragraphe précédent. Si M (resp. m) n’est pas un élément de E, on dit que la borne
supérieure (resp. inférieure) n’est pas réalisée ou n’est pas atteinte. Si la borne supérieure
(resp. inférieure) de E est atteinte, on écrit parfois max E (resp. min F) en lieu et place
de sup E' (resp. inf F).

Toutes les possibilités existent quant & la réalisation ou non des bornes supérieures et
inférieures, comme le montre la considération des ensembles [a,b], [a,b[, |a,b] et ]a,b[
(a,b e R, a<b).

2.3 L’espace euclidien R’

2.3.1 Définition

Définition 2.3.1 Etant donné d € Ny, on appelle un point de R tout ensemble ordonné
de d nombres réels. Si 1,7y, ...,7rq sont de tels nombres, on désigne le point = correspon-
dant comme suit, = (11,72,...,74). Le nombre r; est appelé la j-ieme composante de x
et est notée [x]; ou méme x; si aucune ambiguité n’est possible.

Définition 2.3.2 L’origine de R? est le point 0 = (0,...,0). Le j-itme point unité de
RY (j € {0,...,d}) est le point e; = (0,...,0,1,0,...,0) ot le nombre 1 est la j-ieme
composante de e;.

Définition 2.3.3 L’espace euclidien de dimension d R est I'ensemble des points de R?
muni des notions d’égalité, de combinaison linéaire et de produit scalaire que nous allons
introduire. L’espace euclidien de dimension 1 est noté R.

Nous dirons que deux points z,y de R? sont égaux si pour tout j € {1,...,d}, on a
xj = y;j. Si x et y sont égaux, on écrit x = y. L’égalité entre deux points de R? est donc
ramenée a d égalités dans R. En particulier, les points unités e; et e, sont égaux si et
seulement si j = k.

Etant donné un point z de R? et r € R, le point rz est le point de R? dont les
composantes sont les suivantes, [rz]; = r[z]; (j € {0,...,d}). Si y est également un point
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de R, le point z+y est le point de R? dont les composantes sont [z +y]; = [z];+[yl; (j €
{0,...,d}). Plus généralement, si N € Ny, x1,...,zy sont N points de R? et 71,... 7y
sont N nombres réels, la combinaison linéaire correspondante est le point ZZ«LV:1 Ty, de
R¢ dont la j-itme composante est le nombre SN 7, [x,,];. Les nombres r1,...,ry sont
appelés les coefficients de cette combinaison linéaire.

Le produit scalaire de deux points z,y de R? est le nombre réel

d
(T, y) =211+ +Taya = »_ ;.
j=1

Le produit scalaire dans R? est donc défini comme une somme de produits dans R. Pour
tout point € R%, on a [z]; = (x,¢;) et donc z = Z;l:l<a:,ej>ej. Voici les propriétés
fondamentales du produit scalaire.

Proposition 2.3.4 Pour tous x,y,z € R? et tout r € R, on a
— (z,z) >0,

rT,Y) = 1(T,Y),

(
- gxay> - (y,w),
(x+y,z)=(x,2)+ (y,2).

Faisons maintenant quelques remarques obtenues via la notion de champs. L’ensemble
R est équipé d’une structure beaucoup plus riche que R%, puisqu’il est notamment équipé
de la notion de comparaison <, « strictement inférieur »; le produit de deux nombres
réels possede également plus de propriétés. On peut, dans une certaine mesure, identifier

R? & C; C est équipé de la notion de « produit de deux nombres complexes ». Dans les
autres cas (d > 2), R? n’est pas assimilé & un champs .

Remarque 2.3.5 On peut aussi introduire la combinaison linéaire de parties de R?. Si
N € Ny, si Aj,..., Ay sont des parties non-vides de R? et si 71, ..., ry sont des nombres
réels, la combinaison linéaire correspondante est I’ensemble

N N
ZrnAn = {Zrnxn txp € Ap,Vn e {1,...,N}}.
n=1 n=1

En particulier, si A est une partie non vide de R?, un translaté de A est une partie B de
R? pour laquelle il existe un point = de R tel que B = A+ {z}; on la note plutét A + x.
Un homothétique de A est une partie B de R pour laquelle il existe r € R tel que B = rA.

2.3.2 Intervalles de R¢

Définition 2.3.6 Un intervalle I de R? est un ensemble qui s’écrit I = H;lzl I;, ou

I,...,15 sont des intervalles de R, I; étant appelé le j-ieme intervalle constitutif de I.
Un cube (ou carré) de R? est un intervalle de R? dont tous les intervalles constitutifs sont

1. Il est cependant possible d’étendre la notion de nombre complexe de maniére similaire & celle qui
permet d’obtenir les nombres complexes a partir des nombres réels. On parle des quaternions, que 1’on
peut assimiler & R*, mais le corps ainsi obtenu n’est pas commutatif, i.e. le produit de deux éléments de
cet ensemble ne commutent pas toujours.
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majorés, minorés et de méme longueur; cette longueur est appelée la longueur du coté
du cube. Un semi-intervalle de R% est un intervalle de R? dont les intervalles constitutifs
sont des semi-intervalles de R.

Définition 2.3.7 Un réseau de R? est une partition de R? constituée par des semi-
intervalles de R?. Si ces semi-intervalles sont en nombre fini, on parle de réseau fini,
dans le cas contraire on dit que le réseau est infini. Les éléments du réseau sont appelés
les mailles du réseau.

Soient d éléments Ji,. .., Jq de Ny et pour tous j € {1,...,d} et k; € {1,...,J;}, soit
7jk; un nombre réel tel que rj1 <12 < --- <7j . Sion note [; les semi-intervalles de
R du type |rjx, mjk+1], | — 00,751], [rj.0;, +00[ ou | — 0o, +00], on vérifie de suite que les
semi-intervalles I de R? du type H;lzl I constituent un réseau fini de R,

Définition 2.3.8 Soient b et [ deux nombres strictement positifs fixés. Considérons les
semi-intervalles de R? dont les semi-intervalles constitutifs sont du type Jkb~, (k + 1)b71],
avec k € Z. L’ensemble de ces intervalles est appelé le quadrillage d’équidistance b= de
R?. Si b = 10, on parle de quadrillage décimal et si b = 2, on parle de quadrillage dyadique.
Il s’agit d'un réseau infini de R% dont les éléments sont des semi-cubes de c6té de longueur
b=, appelés mailles du quadrillage d’équidistance b~".

2.3.3 Réseaux finis et quadrillages décimaux

Définition 2.3.9 Un réseau de R? est une partition de R? constituée par des semi-
intervalles de RY. Si ces semi-intervalles sont en nombre fini, on parle de réseau fini,
dans le cas contraire on dit que le réseau est infini. Les éléments du réseau sont appelés
les mailles du réseau.

Soient d éléments Ji,...,Jq de Ny et pour tous j € {1,...,d} et k; € {1,...,J;}, soit
Tjk; ULl nombre réel tel que r;1 <712 < - < Tj.J; Si on note I; les semi-intervalles de
R du type |7k, 7j k1], | — 00, 751], |75,0;, +00[ ou | — 0o, 400, on vérifie de suite que les
semi-intervalles I de R? du type H?:l I constituent un réseau fini de R,

Définition 2.3.10 Soient b et [ deux nombres strictement positifs fixés. Considérons les
semi-intervalles de R? dont les semi-intervalles constitutifs sont du type Jkb~, (k+ 1)b71],
avec k € Z. L’ensemble de ces intervalles est appelé le quadrillage d’équidistance b~! de
R?. Si b = 10, on parle de quadrillage décimal et si b = 2, on parle de quadrillage dyadique.
Il s’agit d’un réseau infini de R% dont les éléments sont des semi-cubes de c6té de longueur
b=, appelés mailles du quadrillage d’équidistance b~".

2.3.4 Module d’un point de R

Définition 2.3.11 Le module d’un point = de R? est le nombre réel

On a notamment [0 = 0 et |e;| = 1 pour tout j € {1,...,d}. Pour d = 1, on ré-
obtient la définition 2.2.1. Pour d = 2, il s’agit du module d’un nombre complexe z,
|z] = v/ (R2)? 4+ (32)2. Passons maintenant aux premieres propriétés du module.
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Théoréme 2.3.12 Pour tous points x,y de R? et tout r € R, on a

- |z[ >0,
— |z| =0 si et seulement si x =0,
= |raf = [r|lz],

— (inégalité de Cauchy-Schwarz) |(z,y)| < |z||y|, ["égalité ayant lieu si et seulement si
x =0 ou y = sx pour un nombre réel s.

Preuve. Seul le dernier point n’est pas trivial. Si x = 0, 'inégalité est clairement vérifiée.
Sinon, pour tout r € R, on a

0< [ra+yl® = (ra,y) = |2[*r? + 2(z, y)r + y[*.

Puisque P(r) = |z|?r? + 2(z, y)r + |y|> est un trindme du second degré en la variable r
dont le signe est constant, son réalisant est négatif. On a ainsi 4(x,y)? — 4|z|?|y|?> < 0 et
done [(z,y)| < |z(|yl.

Envisageons maintenant 1’égalité. Si x = 0, c’est trivial. Si y = sz, on obtient |(z,y)| =
|s||z|?> = |z||y|. Inversement, si 1'égalité est vérifiée et si x differe de 0, P(r) est un
trindome du second degré dont le réalisant est nul. Il admet donc un zéro double ry. Des
lors, |rox + y| = 0, ce qui implique y = —ryx. O

Remarquons que dans C, |z2/| = |z||2/| (pour tous z, 2’ € C).
Les propriétés du module qui suivent sont de premiere importance.

Proposition 2.3.13 Pour tous points x,y de R%, on a
-Vje€ {17" : ,d}, |x]| < |x’ < ZZ:I |xk|7
— (inégalité de Minkowski) |x + y| < |x| + |y|, [’égalité ayant liew si et seulement si
x=0 ouy=sx, avec s > 0,
—N|z| = ly|| < |x—1yl|, l’égalité ayant lieu si et seulement si x =0 ouy = sz, avec s > 0.

Preuve. Le premier point est immédiat.

Pour le deuxieme point, on a
e+l = (w+yz+y) = [a +2(z,y) + [y
<o+ 20 y)] + Jyl?
< e 2felly] + [yl = (2] + |y

L’égalité est vérifiée si et seulement si (x,y) est positif et vaut |z||y|; ces dernieres condi-
tions peuvent se réécrire (x,y) > 0 et x = 0 ou y = sz, avec s € R. La conclusion est
alors immédiate.

Pour le troisiéme point, I'inégalité de Minkowsky implique |z| < |z — y| + |y| et donc

|z| — |y| < |x — y|. En permutant les roles de z et y, on obtient de la méme maniere
ly| — |z] < |y — x| = |x — y|, d’out la conclusion en ce qui concerne 'inégalité. 1.’égalité
a lieu si et seulement si 'une des deux égalités |z| = |z — y| + |y| ou |y| = |y — =| + |z|

est vérifiée. La premiere de ces inégalités a lieu si et seulement si on a © —y = 0 ou
y = s(x —y), avec s > 0, ce qui peut se réécrire y = sx, avec 0 < s < 1. Des lors, la
seconde égalité est vérifiée si et seulement si x = 0 ou y = sz, avec s > 1. U

L’inégalité de Minkowski s’écrit comme suit pour les combinaisons linéaires : étant donnés
J € Np, J points 2, ..., 2(/) de R? et .J nombres réels rq,...,ry, on a

J J
> D < |2V,
p =1



Chapitre 3

Espaces métriques

Nous allons maintenant étudier les ensembles munis d’une structure permettant de parler
de proximité entre deux éléments.

3.1 Distance

3.1.1 Distance
Définition 3.1.1 Une distance sur un ensemble non-vide X est une application
dist : X2 - RT  (z,y) — dist(z,y)

telle que, pour tous z,y,z € X,
— dist(z,y) = dist(y, z) (symétrie),
— dist(x,y) = 0 si et seulement si x = y (séparation),
— dist(z,y) < dist(x, z) 4 dist(z,y) (inégalité triangulaire).
Un ensemble non-vide X muni d’une distance d est appelé un espace métrique et est noté
(X, dist).
L’exemple qui suit est fondamental.

Exemple 3.1.2 La loi dist qui, & tout couple formé de deux points z,y € R¢, associe le
nombre dist(z,y) = |z — y| est une distance sur R

Proposition 3.1.3 Pour tous points z,y, z,t de l’espace métrique (X, dist), on a
— |dist(z, z) — dist(y, )| < dist(z,y),
— |dist(z,y) — dist(z,t)| < dist(z, z) + dist(y, t).

Preuve. Pour le premier point, il suffit d’utiliser les propriétés inhérentes aux distances
pour obtenir

dist(z, z) < dist(z,y) + dist(y, z) et dist(y, z) < dist(y, ) + dist(z, 2).
La seconde inégalité se démontre selon le méme principe, puisque
dist(z, y) < dist(z, z) + dist(z, t) + dist(¢, y)

et
dist(z,t) < dist(z, x) + dist(x, y) + dist(y, t),

ce qui suffit. O

37
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Exemple 3.1.4 Si X est un ensemble non-vide, ’application

. 1 sixzx
dlst(x,y):{ 0 sixiz

est une distance sur X. L’espace (X, dist) ainsi défini est appelé I'espace discret associé a
X.

Dans la suite, sauf mention contraire, nous supposerons implicitement travailler dans
I'espace métrique (X, dist).
3.1.2 Boules associées a une distance

Définition 3.1.5 Soient (X, dist) un espace métrique, x € X et r > 0; la boule ou boule
ouverte de centre x et de rayon r associée a la distance dist est 'ensemble

Byist(x, 1) = {y € X : dist(z,y) < r}.

Lorsque la distance est implicite, la boule s’écrit B(x,r). La boule fermée de centre z et
de rayon r > 0 est ’ensemble

Bdist(xar) = Bdist(xa < 7") = {y €X: diSt(l’,y) < T}'

Remarque 3.1.6 Soit (X, dist) un espace métrique; si y € B(z,r) et s > 0 satisfait
s < r —dist(z,y), alors B(y,s) C B(x,r). En effet, pour tout z € B(y, s), on a

dist(z, z) < dist(z, y) + dist(y, x) < s + dist(z,y) < r.

3.1.3 Ouverts et fermés

Définition 3.1.7 Une partie U de (X, dist) est ouverte (on dit aussi « est un ouvert de
(X, dist) ») si tout point de U est le centre d'une boule incluse dans U : Vo € U,3r > 0:
B(z,r) CU.

Bien sir X et @ sont des ouverts de (X, dist).

Exemple 3.1.8 Toute boule B(x,r) est ouverte : si y € B(x,r), on vérifie directement
Iinclusion B(y,r — dist(x,y)) C B(x,r).

Définition 3.1.9 Soit (X, dist) un espace métrique; une partie de (X, dist) est fermée
(on dit aussi « est un fermé de (X, dist) ») si son complémentaire dans (X, dist) est ouvert.

Bien str, X et @ sont des fermés de (X, dist).

Exemple 3.1.10 Toute boule B(z,< r) est fermée. De fait, son complémentaire dans
X est I'ensemble E = {y € X : dist(z,y) > r}, qui est un ensemble ouvert. De fait, si
y € E, on a B(y,dist(xz,y) —r) C E, puisque z € B(y,dist(x,y) —r) implique dist(zx, z) >
dist(z,y) — dist(y, z) > 7.

Exemple 3.1.11 Pour tout z € X, {z} est un fermé. De fait, le complémentaire de
cet ensemble dans X est I'ensemble £ = {y € X : dist(x,y) > 0}. On conclut comme
précédemment.
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Passons maintenant aux propriétés fondamentales des ouverts et des fermés.

Théoréme 3.1.12 Toute union d’ouverts est ouverte. Toute intersection de fermés est
fermée.

Preuve. De fait, si x est un point appartenant a une union d’ouverts, il appartient a I'un
d’entre eux. Le point x est donc le centre d’une boule incluse dans cet ouvert, donc dans
I'union des ouverts.

Pour la seconde assertion, soient J un ensemble quelconque et F; des ensemble fermés
pour tout j € J. On a (NjesF})® = Ujes Fy, ce qui suffit pour conclure, vu la premiere
partie. [l

Théoréme 3.1.13 Toute intersection finie d’ouverts est ouverte. Toute union finie de
fermés est fermée.

Preuve. Soient J € Ny et J parties ouvertes Uy,...,U;. Si un point = appartient a
I'intersection de ces ensembles, il appartient a chacun d’entre eux et, pour tout j €
{1,...,J}, il existe r; > 0 tel que B(z,7;) C Uj. Deés lors, la boule B(x,infi<;<;7;) est
incluse dans chacun des Uj, avec j € {1,...,J}, et donc dans 'intersection.

La seconde partie s’obtient par passage aux complémentaires. ]

Corollaire 3.1.14 Toute partie finie est fermée.

3.1.4 Distances équivalentes

Définition 3.1.15 Deux distances d et d’ sur un ensemble X sont équivalentes s’il existe
deux constantes strictement positives C’ et C’ telles que

Cd(z,y) < d'(z,y) < C'd(,y),
pour tous x,y € X.

Proposition 3.1.16 Si deux distances d et d' sur un ensemble X sont équivalentes, alors
U est un ouwvert de (X,d) si et seulement si U est un ouvert de (X,d').

Preuve. Supposons avoir Cd(x,y) < d'(x,y) < C'd(z,y) pour deux constantes strictement
positives C et C’. Soit ¢,z € X et r > 0; on a donc d(c¢,z) < r implique d'(¢,z) < r/C
et d'(c,z) < r implique d(¢, X) < C'r. De 14, By(c,Cr) C Bg/(c,r) C By(e,C'r), ce qui
suffit. 0

3.1.5 Voisinages
Définition 3.1.17 Etant donné un point x de (X, dist), un voisinage de = est une partie
de (X, dist) contenant une boule centrée en x.

Une partie U de (X, dist) est donc un ouvert si U est un voisinage de chacun de ses points.

Proposition 3.1.18 Dans (X, dist), on a les propriétés suivantes :
— Tout voisinage de x € X contient x,
— Toute partie de X contenant un voisinage de x € X est un voisinage de x,
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~ Tout voisinage v, de x € X contient un voisinage v, de x tel que v, soit un voisinage
de tout y € V),

Preuve. Ces résultats sont évidents. Pour le dernier point par exemple, il existe r > 0 tel
que B(z,r) C v,. Pour tout y € B(z,r), B(y,r — dist(z,y)) est inclus dans B(z,r) et
donc v, est un voisinage de y. O

Exercice 3.1.19 Montrer que tout espace métrique est séparé, i.e. pour tous =,y € X
tels que = # v, il existe des voisinages v, et v, de = et y respectivement d’intersection
vide.

Suggestion. En posant r = dist(x,y), on a r > 0 et il suffit de poser v, = B(x,r) et
vy = B(y,r).

3.1.6 Intérieur, adhérence, frontiere

Une partie de (X, dist) n’est pas nécessairement ouverte ou fermée. Nous allons ici associer,
a une partie quelconque de X, un ouvert et un fermé particuliers.

Définition 3.1.20 Un point z est un point intérieur d’une partie E de (X, dist) s’il est le
centre d’une boule incluse dans E. L’intérieur d'une partie E de (X, dist) est ’ensemble
des points intérieurs a F'; il est noté E°.

D’une certaine maniere, le résultat suivant stipule que l'intérieur d’un ensemble est « le
plus grand ouvert inclus dans cet ensemble ».

Proposition 3.1.21 L’intérieur de E est un ouvert inclus dans E contenant tout ouvert
inclus dans E. En particulier, E = E° si et seulement si E est ouvert.

Preuve. 11 est clair que E° est inclus dans E et qu’il contient tout ouvert inclus dans
E. Montrons que E° est ouvert. Pour tout z appartenant a E°, il existe r > 0 tel que
B(x,r) C E. Puisque B(z,r) est ouvert, on a B(z,r) C E°, ce qui suffit. O

Définition 3.1.22 Un point x est un point adhérent d'une partie E de (X, dist) si toute
boule de centre x est d’intersection non-vide avec E. L’adhérence d'une partie E de
(X, dist) est ’ensemble des points adhérents a E'; il est noté E.

Exercice 3.1.23 Montrer que dans l'espace euclidien R? (muni de la distance usuelle
d(x,y) = ’.CE - y|)7 on a B($, < ’I”) = B(xﬁr)'
Suggestion. On a B(x,r) C B(z, < r) et puisque B(z, < r) est fermé, ceci prouve I'inclu-
sion B(z,r) C B(z, < r).

Montrons que l'inclusion inverse est également vérifiée. Soient y € B(z,< r), € > 0 et
montrons que B(x,r) N B(y,e) n'est pas vide. Soient § = £/(e + r) ; remarquons qu’on a
0<d<1letd<e/r. Considérons le point z =z + (1 —0)(y — ). On a

=zl =]-(1=0)(y—2)=0-0)y—=zl<r

et
ly—zl=|(y—2)—(1-0)(y—z) =6y —z| <r <¢,

ce qui implique z € B(x,r) N B(y, ).
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Remarque 3.1.24 Quelque soit espace métrique (X,dist) considéré, on a bien sir
B(z,r) C B(z,< 1), mais 1’égalité n’est en général pas vérifiée. Ainsi, pour I'ensemble
X équipé de la métrique discrete, on a B(x,1) = {z} et donc B(z,1) = {z}, alors que
B(z,<1)=X.

Voici une relation de premiere importance :

(B = {ze€eX:(Fr>0:B(zx,r)NE=2)}
= {ze€X:(3Fr>0:B(z,r) C E}
(E°)°

De méme, on montre que (E°) = E°¢. Le résultat suivant stipule que, d’une certaine
maniere, 'adhérence d’un ensemble est « le plus petit fermé contenant cet ensemble ».

Proposition 3.1.25 L’adhérence de E est un fermé contenant E et inclus dans tout
fermé contenant E. En particulier, on a E = FE si et seulement si E est fermé.

Preuve. 1l est clair que E est inclus dans E. Le reste découle de Iidentité E = ((E¢)°).
En effet, (E°)° étant le plus grand ouvert contenu dans E¢, ((E¢)°)¢ est le plus petit fermé
contenant F O

Pour toute partie E de R%, nous venons donc d’introduire le plus grand ouvert E° et
le plus petit fermé E tels que E° C E C E. Pour savoir a quel point ces inclusions sont
fines, il suffit de considérer I’ensemble E \ E°.

Définition 3.1.26 Un point x est un point frontiére d’'une partie E de (X, dist) si toute
boule de centre = est d’intersection non-vide avec E et E€. La frontiére de E est I’ensemble
des points frontieres de F; il est noté E® ou OF.

Il est clair que E* = E \ E°.

Exemple 3.1.27 On a Q° = @, Q = R et donc Q®* = R. En effet, pour tout z € Q,
il n’existe pas de nombre r > 0 tel que B(x,r) C Q, sinon, en choisissant un nombre
naturel n tel que v2/n < r, on aurait  + v2/n € B(z,r) C Q, ce qui impliquerait que
le nombre /2 est rationnel. Qui plus est, vu le principe d’archimede, pour tout = € R et
tout r > 0, il existe un nombre rationnel g appartenant a Uintervalle |z — r,x + r[. On a
donc ¢ € QN B(x,7), ce qui montre que Q = R.

Proposition 3.1.28 On a E* = E N E°. En particulier, la frontiére de E est fermée et
E. — (EC).'

Preuve. C’est trivial, puisque ENE¢ = EN(E°)=E\ E°. O

Proposition 3.1.29 La frontiére d’une partie ouverte ou fermée de (X,dist) est un en-
semble d’intérieur vide.

Preuve. Puisque E® = (E€)®, il suffit d’établir la proposition dans le cas d’un ouvert U.
Procédons par I’absurde en supposant que = est un point intérieur a U®. Il existe alors
r > 0 tel que B(x,r) C U®. Puisque x € U, il existe également un point y de U tel que
dist(x, y) < r/2. Puisque U est ouvert, il existe ' > 0 tel que B(y,r") C U = U°. Le point
y appartient donc a U®* N U®°, ce qui est absurde. ]
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Il existe de nombreuses relations entre les ensembles F/, E°, E et E°®. Nous n’allons en
citer que quelques unes, laissées comme exercices.

Exercice 3.1.30 Pour toute partie E de (X, dist), établir que E° et E*® sont disjoints et
d’union égale a E. En particulier, on a E®* C E si et seulement si E est fermé. De méme,
on a E® C E° si et seulement si E est ouvert.

Exercice 3.1.31 Pour toute partie E et tout ouvert U de (X, dist),onaUNE =U N E.
Suggestion. Bien str, U N E est un fermé contenant UNE, donc UNE C UNE.
Inversement, soit x un élément de U N E. Pour tout r > 0, B(x,r) est d’intersection
non-vide avec U N E'; soit z, un point de l'intersection. Puisque U est ouvert, il existe
s = s(r) > 0 tel que B(z,,s) C U; on peut supposer s < r/2. De plus, z,, € E implique
B(z,,s) N E # @; soit ys un point de cet ensemble. Pour tout ¢ > 0, soit r = 2t/3; nous
avons montré qu'il existe un point ys € B(x,t) tel que ys € U et ys € E, ce qui suffit.

3.1.7 Bornés

Définition 3.1.32 Une partie £ d'un espace métrique (X,dist) est bornée s’il existe
ce Xetr>0telsque E C B(c,r), c’est-a-dire sl existe C' > 0 tel que, pour tout = € E,
dist(c,z) < C.

Par l'inégalité triangulaire, le point ¢ n’a aucune importance. De fait soit ¢/ un point de
X ; ¢'il existe r > 0 tel que E C B(e,r), alors E C B(c,r + dist(c, ¢')).

Proposition 3.1.33 Toute partie d’un borné est bornée ; en particulier, toute intersection
de bornés est bornée. Toute union finie de bornés est bornée; en particulier, toute partie
finie est bornée.

Preuve. Montrons que toute union finie de bornés est bornée. Soient J € Ny et J parties
bornées de (X, dist), Eq,..., E;. Pour tout j € {1,...,J}, il existe donc ¢; € X et r; > 0
tels que E; C B(cj,7;). Quitte & augmenter le rayon, on peut supposer ¢; = ¢; pour tous
j€{2,...,d}. Cela étant, on a szlEj C B(ey,max{ry,...,rj}). O

3.1.8 Diametre d’une partie

Définition 3.1.34 Soit E une partie non-vide de (Xdist). Si {dist(x,y) : x,y € E} est
une partie majorée de R, on appelle diamétre de E le nombre

diam(F) = sup{dist(z,y) : x,y € E}.

La description des parties non-vides de (X, dist) admettant un diametre est donnée par
la propriété suivante.

Proposition 3.1.35 Une partie non-vide de (X, dist) admet un diamétre si et seulement
si elle est bornée.

Preuve. La condition est nécessaire. De fait, si F est une partie non-vide de (X, dist) qui
admet un diametre, soit = un élément de E. On a alors, pour tout y € F, dist(z,y) <
diam(E) et donc E C B(z,diam(E) + 1).

La condition est suffisante. Si E est une partie non-vide bornée de (X, dist), il existe
ce X et r >0 tels que E C B(c,r). Des lors, pour tous z,y € A, dist(z,y) < dist(z,c) +
dist(c,y) < 2r, ce qui suffit. O
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3.1.9 Distance de deux parties

Définition 3.1.36 Etant données deux parties non-vides A et B de (X, dist), la distance
de A & B est le nombre d(A, B) = inf{dist(a,b) : a € A,b € B}.

Proposition 3.1.37 Si A, B et C sont des parties non-vides de (X, dist), alors
- d(A,B) >0,
- d(A,B) =d(B,A),
— si B est borné, d(A,C) < d(A, B) + diam(B) + d(B,C).

Preuve. Seul le dernier point n’est pas évident. Soient a € A, b,b’ € Bet c€ C. On a
d(A,C) < dist(a, ¢) < dist(a, b) +dist(|b, b) + dist(V, ¢) < dist(a, b) + diam(B) +dist (', ¢).

Pour tous a € A et b € B, le nombre d(A, C') — diam(B) — dist(a, b) est donc un minorant
de {dist(¥',c) : b/ € B,c € C}. De la sorte, on obtient

d(A,C) — diam(B) — dist(a — b) < d(B, (),

pour tous a € A et b € B. Cela étant, le nombre d(A,C) — d(B,C) — diam(B) est un
minorant de I’ensemble {dist(a —b) : a € A,b € B}; on a donc

d(A,C) —d(B,C) —diam(B) < d(A, B),
ce qui suffit. O

Remarquons que la distance de deux parties non-vides peut valoir zéro sans que ces parties
soient égales. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer deux parties d’intersection non-
vide de R? ou les ensembles ]a,b] et |b,c] (a,b,c € R). Dés lors, la distance entre deux
parties n’est pas une distance sur ’ensemble des parties non-vides de R%. Il s’agit d’un abus
de langage consacré par 1'usage. Dans la derniere relation de la proposition précédente,
légalité peut étre satisfaite. Il suffit par exemple de considérer A = [0,1], B = [2,3] et
C =15,6].

Proposition 3.1.38 Pour tous x,y € (X,dist) et toute partie non-vide A de X, on a
[d({z}, A) — d({y}, 4)| < dist(z — y).

Preuve. Cela résulte des majorations d({z}, A) < d({z},{y}) + diam({y}) + d({y}, A) et
d({y}, A) < d({y}, {z}) + diam({z}) + d({z}, A), puisque diam({z}) = diam({y}) = 0. O

En général, on écrit d(x, A) plutot que d({z}, A). Passons maintenant aux propriétés des
ouverts et des fermés.

Proposition 3.1.39 Si, dans (X,dist), le point x n’appartient pas au fermé F, alors
il existe deux ouverts disjoints contenant respectivement x et F'; on dit qu’un espace
métrique est réqulier.

Preuve. Puisque x appartient a Pouvert F€, il existe r > 0 tel que B(z,r) C F€. Les
ensembles ouverts U, = B(z,r/4) et Ur = F, /4 contiennent = et F respectivement.
De plus, il sont disjoints. En effet, s’il existait un point appartenant a I'intersection, on
obtiendrait

d(z, F) < dist(z, y) + diam({y}) + d(y, F) < r/2,

ce qui est absurde ]
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Corollaire 3.1.40 Si x et y sont deux points distincts de (X, dist), alors il existe deux
ouverts disjoints contenant respectivement x et y; on dit que qu’un espace mélrique est
un espace de Hausdorff ou un espace séparé.

Preuve. Cela découle du résultat précédent, puisque {y} est un ensemble fermé. ]

Exemple 3.1.41 Pour toute partie non-vide E de (X, dist) et tout r» > 0, 'ensemble
E.={x:d(z,F) <r}

est un ouvert contenant .
Suggestion. Bien sur, E, contient E. De plus, il s’agit d’un ouvert, car pour tout x € E,.,
il existe r; > 0 tel que d(z, E) = r, < r et donc B(z,r —ry) C E,.

Exemple 3.1.42 Pour toute partie F de (X, dist) différente de X et tout » > 0, l'en-
semble

E_,={x:d(z,E°) >}

est un fermé inclus dans E.
Suggestion. De fait, il suffit de remarquer que (E_,)¢ = (E), est un ouvert de (X, dist).

3.2 Suites dans un espace métrique

3.2.1 Définitions

Définition 3.2.1 Une suite de I’ensemble non-vide X est une application de Ny dans X,
$.2N0—>E ]'—)3}]

L’élément z; est appelé le j-ieme élément de la suite. La suite est notée (z;)jen,, (24);,
xj ou meéme z lorsque le contexte est clair.

Bien str, nous dirons que deux suites (z;); et (y;); sont égales si, pour tout j € Ny, on a
Tj=1Yj.
Une suite peut étre obtenue au moyen des trois procédés suivants :
— en donnant explicitement I'application qui, a tout j € Ny, associe un élément z; de
X. 1l en est ainsi de la suite (z;); définie par z; = j% + j + 1, quelque soit j € Ny,
— en donnant explicitement une relation de récurrence. Ainsi, on donne J € Ny points
z1,...,2y de X et une application qui a tout entier j > J et aux points 1,...,2;_1
associe un point z; de X. Il en est ainsi de la suite définie par 1 = 1, 9 = 2 et
xj = ,/Tj—1T;j—2 pour tout j > 3,
— si, pour tout j € Ny, E; est une partie non-vide de X, il existe une suite (x;); telle
que, pour tout j € No, x; appartiennne a Ej;.
Il convient de différencier les deux premiers moyens d’obtention, qui fournissent explici-
tement une suite, et le dernier, qui postule I'existence d’une suite et fait appel a ’axiome
du choix dénombrable.

1. Une suite est parfois aussi notée {x;};.
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Définition 3.2.2 Etant donné une suite (xj); de X et une application k de Ny dans
Ny strictement croissante, i.e. telle que k(1) > 1 et k(j + 1) > k(j) pour tout j € No,
I’application

Th(y No—- X jm— Tk(5)

est appelée une sous-suite de la suite (z;);. On note parfois le j-ieme élément de cette
sous-suite z; a la place de zy ;).

Remarquons déja que l'on a toujours k(j) > j, quelque soit j € Ny.

Exemples 3.2.3 Etant donné une suite (zj); de E, on peut considérer les sous-suites
(w25)j, (w2j-1); et (z;2); correspondant respectivement a k(j) = 2j, k(j) = 2j — 1 et
k(j) = j2, quelque soit j € Np.

3.2.2 Suites convergentes

Le concept de « suite convergente » est fondamental en analyse.

Définition 3.2.4 Une suite (z;); de (X, dist) converge vers x € X (on dit aussi tend vers
x € X) si, pour tout € > 0, il existe un nombre réel J tel que, pour tout indice j € Ny
vérifiant j > J, on a dist(zj,x) < €. Le point z est applelé limite de la suite (x;); et on
éerit x; — @, limj_,oo x; = 2 ou lim; x; = .

On peut se représenter la notion de convergence de maniere imagée comme suit. Une suite
(x7); converge vers z si, quelque soit le rayon ¢ donné, les éléments x; appartiennent tous
a la boule centrée en x de rayon € pour un indice j « suffisamment grand », i.e. plus grand
que J.

Définition 3.2.5 Une suite (x;); de (X, dist) converge ou est convergente s’il existe un
point x € X vers lequel la suite converge. Dans le cas contraire, on dit que la suite diverge
ou est divergente.

Donnons quelques exemples simples.

Exemples 3.2.6 Si z est un point de X, la suite (z; = x); converge vers z.

La suite (z; = 1/7); de R converge vers 0. De fait, pout tout nombre réele > 0, J = 1/¢
est un nombre réel tel que, pour tout nombre entier j > J+ 1, on a [1/j — 0| < e.

Si E est une partie non-vide de R majorée, il existe une suite qui converge vers la borne
supérieure M de E. De fait, pour tout j € Ny, 'ensemble E; = EN{z : |z — M| < 1/j}
n’est pas vide, en vertu de la proposition 2.2.14. Cela étant, le troisieme moyen d’obtention
d’une suite appliqué aux ensembles E; (j € Ny) nous procure une suite (z;); telle que
xj € Aj pour tout j € Ny. On a tot fait de constater que x; — M. Le méme raisonnement
peut s’appliquer aux parties non-vides minorées de R.

Etablissons des a présent quelques propriétés fondamentales de la convergence.

Théoréme 3.2.7 (unicité de la limite) Si une suite de (X,dist) converge, alors sa
limite est unique.
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Preuve. Supposons que la suite (z;); converge vers a et b, avec a différent de b. Il existe
alors deux nombres réels J; et Jo tels que dist(zj,a) < dist(a,b)/3 pour tout j > J; et
dist(z;,b) < dist(a,b)/3 pour tout j > Jo. En posant J = sup{Ji, Jo}, on obtient, pour
tout j = J,

2
dist(a, b) = dist(a, ;) + dist(z;,b) < gdist(a, b),
ce qui est contradictoire. O

Théoréme 3.2.8 Toute sous-suite d’une suite convergente de (X,dist) converge vers la
meéme limite.

Preuve. Soient (r;); une suite qui converge vers x et (zy(;)); une sous-suite de cette suite.
Pour tout € > 0, il existe un nombre réel J tel que j > J implique dist(x, z) < e. Puisque
k(j) = j pour tout j € Ny, j > J implique également dist(x;), ) < &, ce qui suffit pour
conclure. O

Définition 3.2.9 Une suite (z;); de (X, dist) est bornée si 'ensemble {z; : j € No} est
borné, i.e. s’il existe une constante r > 0 telle que, pour tout j € Ny, x; € B(x1,7).

Théoréme 3.2.10 Toute suite convergente de (X,dist) est bornée.

Preuve. Si la suite (x;); converge vers z, il existe un nombre J tel que j > J implique
dist(z, ) < 1. De la, pour un tel j, on a

dist(z;, 1) < dist(zj, ) + dist(x, z1) < 1 + dist(z1, z).

En posant

r=1+dist(zy,2) + sup  dist(xj,z1),
jef2,,J-1}

on a z; € B(zy,r) pour tout j € Ny. O

Enfin, introduisons une maniere particuliere de converger dans (X, dist).

Définition 3.2.11 Soient E une partie de X et  un point de X. La suite (z;); converge
vers x dans I si elle converge vers x et s’il existe un nombre réel J tel que x; € E pour
tout indice j > J. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire que = appartienne a E.

3.2.3 Suites d’applications

La notion de suite peut s’adapter aux applications.

Définition 3.2.12 Une suite d’applications définies sur E a valeurs dans Y est une suite
(fj); qui & tout j € Ny associe une application f; : E =Y.

Définition 3.2.13 Soit (Y, dy) un espace métriques, (f;); une suite d’applications dé-
finies sur E a valeur dans Y et f : E — Y une application. La suite (f;); converge
ponctuellement sur E vers f si, pour tout € E, on a lim;_, fj(xz) = f(z). On dit que
f est la limite ponctuelle de la suite (f;); sur E et on écrit f; — f sur E.
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3.2.4 Retour a la topologie

De nombreuses propriétés relatives a la topologie peuvent se démontrer en recourant a la
notion de suite convergente. Le principe est basé sur le résultat suivant, qui caractérise la
notion de fermé dans les espaces métriques.

Théoréme 3.2.14 Une partie F' de (X, dist) est fermée si et seulement si elle contient
la limite de toutes ses suites convergentes.

Preuve. La condition est nécessaire. Soit (x;); une suite de F' qui converge vers x. Si le
point x n’appartient pas a F', il appartient a F'¢, qui est ouvert. Il existe alors r > 0 tel
que B(z,r) C F°. Puisque la suite x; converge vers z, il existe un nombre réel J tel que
J = J implique dist(z;,z) < r, donc tel que x; € F° quelque soit j > J. On obtient une
contradiction, puisque x; € F' pour tout j € Np.

La condition est suffisante. Si F'¢ n’est pas ouvert, il existe un point = de F¢ tel qu’au-
cune boule centrée en x ne soit incluse dans F°. Ainsi, pour tout j € Ny, ’ensemble
E; = B(z,1/j) N F n’est pas vide; il existe ainsi une suite z; telle que, pour tout j € N,
xj € Ej. Cette suite étant une suite de F' qui converge vers = (puisque dist(zj, ) < 1/j
pour tout j € Np), on obtient une contradiction. O

Proposition 3.2.15 Dans (X,dist), un point appartient a l’adhérence d’une partie E de
X si et seulement s’il existe une suite de E qui converge vers ce point.

Preuve. La condition est nécessaire. De fait si x est adhérent a E, pour tout j € Ny,
I'ensemble E; = E N B(z,1/j) n’est pas vide. Il existe alors une suite (z;); telle que
xj € Ij pour tout j € Ny. Cette suite est bien une suite de £ qui converge vers x.

La condition est évidemment suffisante. O

L’exercice 3.1.31 peut par exemple étre démontré en utilisant la notion de suite.

Exercice 3.2.16 Pour toute partie E et tout ouvert U de R, ona UNE =UNE.
Suggestion. Bien stir, U N E est un fermé contenant U N E, donc UNE C UNE.

Inversement, soit z un élément de U N E. 1l existe donc une suite (z;); de U N E qui
converge vers x. Maintenant, pour tout j € Ny, il existe 7; > 0 tel que B(xj,r;) C U;
nous pouvons supposer que la suite (1;); tend vers zéro. Cela étant, pour tout j € N,
E; = EN B(zj,r;) n'est pas vide et il existe donc une suite (y;); telle que y; € E; pour
tout j € Ng. Des lors, € UN E car la suite (y;); est une suite de U N E qui converge
vers x.

3.2.5 Suites de Cauchy

Définition 3.2.17 Une suite (z;); est de Cauchy si pour tout € > 0, il existe J € Ny tel
que p,q > J implique dist(zp, z4) < €.

Proposition 3.2.18 Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve. Soit (z;); une suite de Cauchy. Il existe J € Ny tel que p,¢ > J implique
dist(zp, z4) < 1. En posant

r = max{dist(z1,xy),...dist(x;_1,275), 1},

on a z; € B(zy,r) pour tout j € Ny. O
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Proposition 3.2.19 Toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve. Soient (x;); une suite qui converge vers le point zg et € > 0. Il existe un indice
J € Ny tel que j > J implique dist(zo,x;) < €/2. Des lors, pour tous p,q > J, on a donc

dist(zp, z4) < dist(zp, o) + dist(zo, z4) < €,
ce qui suffit. O

Ce résultat n’admet pas de réciproque.

Remarque 3.2.20 Considérons 'espace métrique (R, dist), ou dist est la distance eucli-
dienne. Si on pose, pour z € R, |z] = sup{n € N : n < z}, la suite (x;); définie par
T; = 1077]107y/2| pour tout j € Ny est une suite de Cauchy de Q qui converge vers
V2 € R\ Q. I en résulte que (z;); est une suite de Cauchy de (Q, dist) qui ne converge

pas (dans Q).
Plus simplement, la suite (z; = v/2/4); est une suite de R\ Q qui converge vers 0 € Q.

On a toutefois le résultat suivant.

Proposition 3.2.21 Si une suite de Cauchy admet une sous-suite convergente, elle converge.

Preuve. Soient (z;); une suite de Cauchy telle que la sous-suite (w;)); converge vers le
point zg et € > 0. Il existe un indice J; tel que p,q > J; implique dist(zp, z4) < €/2 et
un indice Jz tel que j > Jo implique dist(zo, 74(;)) < /2. On peut donc écrire, pour tout
J = max{Jy, J2},

diSt(x(),xj) < dist(mo,xk(j)) + diSt(xk(j),xj) <e,
puisque k(j) > j. O

Définition 3.2.22 Un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy converge.

3.3 Applications continues

3.3.1 Définitions

Définition 3.3.1 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques; une application f
de X dans Y est continue en o € X (par rapport a dx et dy) si, pour tout £ > 0, il
existe n > 0 tel que x € B(xo,n) implique f(x) € B(f(zo),¢), c’est-a-dire f(B(xg,n)) C
B(f(z0),e). Autrement dit, f est continu en x si

Ve >0,3n > 0: (dx(zo,z) <n = dy(f(zo), f(z)) <e).
Si f n’est pas continu en g, on dit que f est discontinu en x.

Définition 3.3.2 Soient (X, dy), (Y, dy) deux espaces métriques et X’ une partie de X ;
une application f de X dans Y est continue sur X' si f est continu en tout point de X’.
Si X’ = X on dit que f est continu.

Exemples 3.3.3 Voici quelques exemples simples d’applications continues :
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— Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et yo un point de Y ; I'application
constante
f:X=Y -y

est bien stir continue, puisque dy (f(z), f(z’)) = 0 pour tous z,2’ € X.
— Soit (X, d) un espace métrique ; 'application identité

f: X=X z—=x

est continue; il suffit de prendre = ¢ dans la définition de la continuité.
— Considérons la droite R (implicitement munie de la distance euclidienne) ; pour tous
a,b € R, la fonction
fTR—-R z—ax+b

est continue.

3.3.2 Critere par les suites

Le résultat qui suit fournit un puissant critére pour déterminer si une application est
continue en un point.

Théoréme 3.3.4 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques; une application f
de X dans Y est continue en xg € X si et seulement si, pour toute suite (x;); de X qui
converge vers xg, la suite (f(x;)); de'Y converge vers f(xg).

Preuve. La condition est nécessaire. Si f est une application continue en xy € X, soit
(x); une suite de (X, dx) qui converge vers zg. Soit € > 0; puisque f est continu en z, il
existe n > 0 tel que dx(zg,z) < n implique dy (f(zo), f(x)) < n. Qui plus est, puisque la
suite (z;); converge vers o, il existe un entier J tel que j > J implique dx (xo,z;) < 7.
De la, pour tout j > J, on a dy (f(xo), f(x;)) < €, ce qui suffit.

La condition est suffisante. Supposonse que pour toute suite (z;); de X qui converge
vers g € X, la suite (f(z;)); converge vers f(zg). Si f est discontinu en zo, il existe
e > 0 tel que pour tout n > 0, il existe un point z, € X vérifiant dx (xo,z,) < 7 tel
que dy (f(xo), f(zy)) = €. Ainsi, pour tout j € Ny, il existe un point x; € X pour lequel
dx(zo,xj) < 1/j et dy(f(xo), f(x;)) > €. La suite (z;); ainsi construite converge vers o,
alors que la suite (f(x;)); ne converge pas vers f(xg), ce qui fournit une contradiction. [J

Exemple 3.3.5 Si (X,dx) est un espace métrique et X’ une partie de X, application

1 sizeX’
xx X —{0,1} a:»—>{ 0 size X'

est continue en x si et seulement si x € X'®. De fait, si x € X'®, il existe deux suites
(xj); et (yj); de X’ et X' respectivement qui convergent vers z. On a yx/(z;) = 1 et
xx'(y;) = 0, ce qui montre que cette application ne peut étre continue en z. Dans les
autres cas, z € X'\ X’® ou x € X'\ X’ et pour toute suite de (z;); qui converge vers ,
on a xx/(xj) = xx/(x) pour j suffisamment grand.

La continuité est stable par composition.
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Théoréme 3.3.6 Soient (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, f: X =Y,
g Y — Z deux applications et xo un point de X. Si f est continu en xqg et si g est
continu en f(xo), alors Uapplication go f : X — Z est continue en xg.

Preuve. Soit (x;); une suite de X qui converge vers zg et posons y; = f(z;). Puisque f
est continu en zy, la suite (y;); converge vers y = f(z¢). La continuité de g implique,
quant a elle, que la suite ((g(y;)); converge vers g(y). Nous avons donc montré que la
suite (g(f(x;))); converge vers g(f(zo)), ce qui suffit. O

3.3.3 Définitions équivalentes de la continuité

Proposition 3.3.7 Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzr espaces métriques; si f est une ap-
plication de X dans 'Y, les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f est continu,
(b) limage inverse par f~H(U) de tout ouvert U de (Y,dy) est ouverte (dans (X,dx)),
(c) limage inverse par f~1(F) de tout fermé de (Y,dy) est fermée (dans (X,dx)),
(d) pour toute partie E de X, on a f(E) C f(E).

Preuve. Montrons que (a) implique (b). Soit U un ouvert de (Y,dy). Pour tout xy €
FHU), on a f(zo) € U et il existe r > 0 tel que B(f(xg),r) C U. Cela étant, vu la conti-
nuité de f, il existe n > 0 tel que si x € X vérifie dx (zo,x) < n, on a dy (f(zo), f(x)) < r.
Des lors, si 2 € B(xg,7), on a f(z) € B(f(xo),r) C U et donc x € f~1(U). On a ainsi
montré B(zg,n) C f~H(U), ce qui permet de conclure.

Montrons que le deuxieme point implique le premier. Pour tout xyp € X et tout € > 0,
soit U = B(f(xg),e). Par hypothese, son image inverse par f est un ouvert contenant
zo. 1l existe donc 7 > 0 tel que B(zg,n) C f~Y(U). Autrement dit, si z € X vérifie
dx(xo,z) <n, on ady(f(xg), f(x)) <e.

Le point (b) est équivalent au point (c), puisque f~1(E) = (f~1(E°))¢, pour tout
ECY.

Montrons que le (c¢) implique (d). On a bien sir

Ec fTHf(B) C fTHFB).

Puisque f(E) est fermé, on a E C f~(f(E)) et donc f(E) C f(E).
Enfin, (d) 1mphque (a). Soient xg € X, € > 0 et supposons que, quelque soit n > 0,
f(B (a:o, n)) ¢ B(f(xo),€). Ainsi, pour tout j € Np, il existe un point z; de B(zo,1/j) tel
que f(z;) ¢ B(f(x ) ¢). L’ensemble E = {z; : j € Ny} satisfait f(E) C B(f(xo),e)° et,
puisque B(f(zg),e)¢ est fermé, on a

f(zo) € f(E) C f(E) C B(f(x0),2)° = B(f(0),e)",

ce qui est absurde. O

Remarquons que nous ne pouvons rien déduire de 'image continue d’un ouvert (resp.
fermé).

Remarque 3.3.8 Le résultat précédent permet de définir une application continue entre
deux espaces topologiques quelconques.
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3.3.4 Continuité uniforme

Définition 3.3.9 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques; une application f
de X dans Y est uniformément continue sur une partie £ de X (par rapport a dx et
dy) si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que f(B(x,n)) C B(f(x),e) pour tout x € E.
Autrement dit, f est uniformément continu sur £ C X si

Ve >0,9n > 0:Va,y € B, (dx(z,y) <n=dy(f(z), f(y)) <e).

Bien entendu, si f est uniformément continu sur £ alors f est continu sur E. L’inverse
n’est généralement pas vrai, comme le montre la remarque suivante. En effet, pour la
continuité uniforme, le nombre 1 doit pouvoir étre choisi indépendamment de .

Remarque 3.3.10 Soit f 'application
f:R=>RY 222

On montre aisément que f est continu. Supposons que f soit également uniformément
continu sur R. Il existe donc 7 > 0 tel que (z +71/2)? — 2% < 1 pour tout nombre x réel.
On obtient zn +n?/4 < 1; en x = 1/7, cette relation est absurde.

Il existe également un critere par les suites.

Théoréme 3.3.11 Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques; une application f
de X dans Y est uniformément continue sur 2 C X si et seulement si pour toutes suites

(x); et (yj); de E telles que dx(xj,y;) = 0, on a dy(f(z;), f(y;)) = 0.

Preuve. La condition est nécessaire. Soient (z;); et (y;); deux suites de E telles que
dx(zj,y;) — 0 et € > 0. Puisque f est uniformément continu sur E, il existe n > 0 tel
que, pout tous z,y € E, dx(z,y) < n implique dy (f(x), f(y)) < e. Soit alors un indice J
tel que j > J implique dx(z;,y;) < n. Pour un tel j, on a dy(f(z;), f(y;)) < €, ce qui
suffit.

La condition est suffisante. Si f n’est pas uniformément continu sur F, il existe € > 0
tel que, pour tout n > 0, il existe deux points x, et y, de E tels que dx (xy,y,) < n et
dy (f(zy), f(yy)) = €. Pour tout j € Ny, il existe donc deux points x; et y; de E tels que
dx(zj,y;) < 1/j et dy(f(z;), f(y;)) > €. Les deux suites (x;); et (y;); ainsi définies sont
telles que dx(z;,y;) — 0, alors que dy(f(z;), f(y;)) ne converge pas vers 0, ce qui est
absurde. O

Théoréeme 3.3.12 (principe d’extension) Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces mé-
triques tels que le second soit complet. Si f : E — Y, ou E est une partie de X, est une
application uniformément continue sur E, il existe une seule application g continue sur
E telle que g|g = f. Cette application est méme uniformément continue sur E.

Preuve. Pour e > 0, soit 1. tel que, pour tous z,y € E, dx(z,y) < ne implique dy (f(x), f(y)) <
€.
Soit xg un point de E et (z;); une suite de E qui converge vers z¢. La suite (z;); étant
de Cauchy, la suite (f(z;)); 'est également et converge donc, puisque (Y, dy') est complet.
Soient maintenant zg et yo deux points de E tels que dx (2, y0) < 7. Si (z5); et (y;);
sont deux suites de £ qui convergent vers zg et yo respectivement, posons u = lim; f(z;)
et v = lim; f(y;). Pour j suffisamment grand, on a

dx(zj,y5) < dx(xj,20) + dx(zo,y0) + dx (Y0, yj) < 7.
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Par conséquent, on a dy (f(x;), f(y;)) < € pour un tel j et donc, pour tout § > 0,

dy (u,v) < dy (u, f(z;)) + dy (f(25,), f(y;)) + dy (f(y;),v) <e+6

pour j suffisamment grand, ce qui implique dy (u,v) < €.

Pour tout ¢ € F, posons g(z¢) = lim; f(x;), ou (x;); est une suite de E qui converge
vers . Vu ce qui vient d’étre montré (en prenant yp = xp), la fonction g ne dépend
pas de la suite (z;); choisie. Si zp € E, on a donc, en prenant la suite (z; = xo);,
g(z0) = f(z0). Qui plus est, si z¢ et yo sont deux points de E tels que dx (zo,yo) < Ne/25
on a dy(g(zo),9(y0)) < /2 < &, ce qui prouve que g est uniformément continu.

Supposons maintenant que h : £ — Y soit une autre extension continue de f. Si zg est
un point de E, il existe une suite (xj); de E qui converge vers xo et on obtient

h(xo) = li]m h(z;) = h?ﬂ f(x5) = g(z0),
ce qui prouve 'unicité. O

3.3.5 Convergence uniforme

Définition 3.3.13 Soit (Y, dy ) un espace métrique, (f;); une suite d’applications définies
sur EJ a valeurs dans Y et f : E'— Y une application. La suite (f;); converge uniformément
vers f sur F/, ce que 'on note f; = f sur I si, pour tout € > 0, il existe un indice J tel
que j > J implique dy (f(z), fj(x)) < € pour tout x € E.

Autrement dit, f = f sur E si la suite (sup{dy(f(z), fj(z)) : « € E}); converge vers
zéro.

La convergence uniforme implique trivialement la convergence ponctuelle, mais la réci-
proque est fausse.

Remarque 3.3.14 Pour tout j € Ny, soit
fi0,1[= R 2w 2.

Il est aisé de montrer que pour tout  €]0,1[, 27 — 0 (il s’agit d’une suite décroissante et
minorée par zéro). Cependant, sup{z? : z €]0,1[} = 1 pour tout j (puisque (1 —1/52) >
1 —1/j vu I'inégalité de Bernouilli), ce qui implique que la suite (f;); ne converge pas
uniformément vers zéro.

Si (fj); converge ponctuellement vers f et si f; est continu pour tout j € Ny, la limite
f n’est pas nécessairement continue.

Remarque 3.3.15 Pour tout j € Ny, soit la fonction
fi : R—=R 2z~ max{0,1— jlz|}.

Nous verrons que le maximum de deux fonctions continues est continu; des lors, chaque
fj est continu. Bien entendu, si  # 0, j > 1/|z| implique f;(z) = 0 et on a donc f; — f,

avec
1 siz=0

fTR—=R x»—>{ 0 siz0

Il est évident que f n’est pas continu en 0.
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Pour la convergence uniforme, la situation est tout autre.

Théoréme 3.3.16 Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzr espaces métriques, (f;); une suite
d’applications de X dans Y et f une application de X dans Y. Si f; est continu en
xo € X pour tout j € Ng et st fj = f sur un ouvert contenant xqo, alors f est continu en
Q.

Preuve. Supposons d’abord avoir f; = f sur X et soit € > 0. Il existe un indice J tel
que j > J implique dy (f(z), fj(x)) < €/3 pour tout z € X. Par continuité, il existe
d > 0 tel que dx(zo,x) < ¢ implique dy (fs(zo), f7(x)) < £/3. En appliquant l'inégalité
triangulaire, on obtient

dy (f(w0), f(x)) < dy(f(x0), f1(x0)) +dy (fs(20), fs(2)) + dy (fs(x), f(2)) <e,

pour tout z € B(xg,d), ce qui suffit.
Siona fj = f sur B(zo,r), il suffit de remplacer § par min{d, r}. O

3.4 Produit fini d’espaces métriques

Nous allons définir le produit fini d’espaces métriques de maniere a ce que les notions
ici introduites soient compatibles avec le produit d’espaces topologiques, qui releve d'un
cours de topologie générale.

3.4.1 Définitions

Définition 3.4.1 Soient (Xy,d1),...,(Xs,ds) des espaces métriques (o J est un entier
strictement supérieur a un) est posons X = H;-Izl Xj. Une partie U de X est ouverte
(relativement aux distances dy, ..., dy) si pour tout z € U, il existe des ouverts Uy, ..., Uy
de X1,..., X respectivement tels que x € H}]:l Uj et szl U;cU.

Un ouvert de X est donc une union de produits d’ouverts des Xj.

Proposition 3.4.2 Soient (Xi,d1),...,(Xs,dy) des espaces métriques (ou J est un en-
tier strictement supérieur a un) est posons X = H;Izl X;j. L’application

doo : X? = RT (z,y) = sup d;([2]}, [y];)
1<5<J

est une distance sur X.

Preuve. Puisque d; est symétrique pour tout j € {1,...,J}, do l'est également. Si
doo(z,y) = 0, alors d;([z];,[y];) = 0 pour tout j, donc [z]; = [y]; quelque soit j €
{1,...,J}, ce qui implique = = y.

Finalement, si x,y et z sont des éléments de X, on a d;(z,y) < d;(z, z) +d;j(z,y) pour
tout j et donc dj(z,y) < doo(®,2) + doo(z,y) pour tout j € {1,...,J}. Ainsi doo(z, 2) +
doo(2,y) est un majorant de {d;(z,y) : 1 < j < J}, ce qui implique do (2, y) < doo(2, 2) +
doo(2,Y). O

Définition 3.4.3 La distance d., ainsi définie est appelée la distance de Tchebychev.



54 CHAPITRE 3. ESPACES METRIQUES

Proposition 3.4.4 Soient (X1,d1),...,(Xs,dy) des espaces métriques (ou J est un en-
tier strictement supérieur a un) est posons X = H}]ﬂ Xj. Pour tousx € X et r >0, on
a

J
H Ba,([z]j,7) = Ba (1)
j=1

Preuve. Siy € szl By, ([x]j,7), alors d;([z];, [y];) < r pour tout j € {1,...,J} et donc
doo(z,y) < r, cest-a-dire y € By (x,7).

Maintenant, si y € Bq_(x,r), alors doo(x,y) < 7, ce qui implique d;([z];, [y];) < r pour
tout j € {1,...,J}. On a donc [y]; € By, ([z];,7) pour tout j et y € H}]:1 By, ([z]j,r). O
Corollaire 3.4.5 Soient (X1,d1),...,(Xs,dy) des espaces métriques (ou J est un entier

strictement supérieur 4 un) et posons X = HFl X;. Une partie U de X est ouverte
relativement aux distances dy,...,dy si et seulement si U est un ouvert de (X, ds).

Preuve. I’ensemble U de X est ouvert (relativement aux distances dy, ..., dy) si et seule-
ment si pour tout x € U, il existe J nombres strictement positifs r1,...,r; tels que
x € szl By, ([7]j,mj) C U. Clest le cas si et seulement s'il existe r > 0 tel que z €
By (z,r) CU :siz € H;-Izl By, ([7]j,75), on pose r = minjcjcyrj et si v € By (z,7),
on pose r; = r pour tout j. ]

Dans cette section, nous travaillerons avec les espaces métriques (X1,dy),..., (X, dy) et
I’espace produit X = H;-le X associé a I'espace métrique (X, dx).

3.4.2 Produit d’ensembles

Proposition 3.4.6 SiUy,...,U; sont des ouverts de X1, ..., X respectivement, H}]:l Uj
est un ouvert de X.

Preuve. Cela découle directement de la définition. O

Proposition 3.4.7 Si I, ..., Fj sont des fermés de X1, ..., X respectivement, H;-Izl F;
est un fermé de X.

Prewve. Pour tout j € {1,...,J}, soit U; = [T}_ Qu, ol Q = Xy si k # j et Q; = F¥.
Un tel ensemble est un ouvert de X et (1—[3]:1 Fj)¢ = UszlUj, ce qui suffit. O

Le résultat suivant affirme que le projeté d’un ouvert est ouvert.

Proposition 3.4.8 Si U est un ouvert de X, pour tout j € {1,...,J}, U; = {[z]; : x €
U} est un ouvert de X;.

Preuve. Soient x un point de U et jo € {1,...,J}. Il existe des ouverts €y,...,Q; de
X1,..., X respectivement tels que z € H;]:l Q; et H;le Q; C U. 1l existe r > 0 tel que
B([x]j,, 1) C Qj,. Pour tout u € B([x]j,,7), soit y le point de X tel que [y|; = [z]; si
J# joet[yljp =u. Onay e U et donc B([z]j,,) C Uj,, ce qui suffit. O

Par contre, le projeté d'un fermé n’est pas toujours un fermé.

Remarque 3.4.9 On vérifie que 'ensemble {(x,y) € R? : xy = 1} est un fermé de R?
(on peut par exemple vérifier que son complémentaire est ouvert), mais sa projection sur
axe des abscisses est I’ensemble R,.
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3.4.3 Propriétés

Théoréme 3.4.10 Une suite (xy) de (X, ds) converge vers un point xq si et seulement
si pour tout j € {1,...,J}, la suite ([zx];)r de (Xj,d;) converge vers [xo);.

Preuve. La condition est nécessaire. Soient (zy)x une suite de (X, d) qui converge vers
xo, j €4{1,...,J} et € > 0. Il existe un indice K tel que k > K implique doo(zg, o) < €.
Par définition, ceci implique la relation d;([z];, [zo];) < €, ce qui suffit.

La condition est suffisante. Soient () une suite de (X, dw) telle que la suite ([x];)k
de (Xj,d;) converge vers [zg]; pour tout j € {1,...,J}. Soient € > 0 et j € {1,...,J};
il existe un indice K; tel que k > K; implique d;([z];, [®0];) < €. En posant K =
sup; <<y Kj, on obtient que k > K implique doo(zk,70) = sup;< <y dj([zrlj, [To];) < &,
ce qui suffit. O

Le résultat suivant montre que la définition du produit fini d’espaces métriques concorde
avec la définition générale.

Proposition 3.4.11 Pour tout jo € {1,...,J}, Uapplication

J
Pjo + HXj — Xj, = [z]5
j=1

est continue.

Preuve. Soit jo € {1,...,J} et Uj, un ouvert de Xj,. On a pj_ol(UjO) = szl Uj, ol
U; = X si j # jo, ce qui montre que pj_ol(UjO) est ouvert comme un produit d’ouverts. [

Une seconde démonstration utilise le critere par les suites.

Preuve. Soit xg un point de szl X, et (x)r est une suite qui converge vers zp. On
conclut directement, puisque la suite (pj,(zx))r = ([xr]jo)r converge vers [xo]j,, par le
théoreme 3.4.10. O

Le critere suivant permet de déterminer si un ensemble de X est borné

Proposition 3.4.12 Une partie E de H}I:l X est bornée si et seulement si, pour tout
Jje{l,...,J}, Uensemble {[z]; : x € E} est borné.

Preuve. Soit ¢ € H‘.]zl Xj et 7> 0; on a, par définition, z € By_(c,r) si et seulement si
[z]; € Ba,([c]j,) pour tout j € {1,...,J}. De la, la condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. Pour j € {1,...,J}, posons E; = {[z]; : # € E}. Si, pour
tout j € {1,...,J}, il existe ¢ € X et @) > 0 tels que Ej C By, (c9), (), soit ¢ le point
de H}]:1 X; tel que [c]; = ¢ pour tout j € {1,...,J} et r = SUpPj<jcy rU). Pour tout
r € E, on a [r]; € By, ([c];,r) pour tout j € {1,...,J}, ce qui implique ' C By (c,r). O
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3.5 Ensembles compacts

3.5.1 Définitions

Etant donné un ensemble J , si pour tout j € J, U; est une partie ouverte de (X, dist),
I'ensemble {U; : j € J} est appelé une famille d’ouverts de (X, dist) et est plutot noté

(Uj)je-

Définition 3.5.1 Soit (X, dist) un espace métrique? ; une partie K de X est un compact
ou un ensemble compact si de tout recouvrement ouvert de K, on peut extraire un recou-
vrement fini : pour toute famille d’ouverts (Uj);cs de (X, dist) telle que K C U;ec Uy, il
existe une partie finie J' de J pour laquelle K C Ujc yU;.

On dit qu'un ensemble compact vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.
La définition peut étre réexprimée en termes de fermés en passant aux complémentaires.

Proposition 3.5.2 Une partie K de X est compacte si et seulement si de toute famille
dont Uintersection est incluse dans le complémentaire de K, on peut extraire une famille
finie dont lintersection est incluse dans le complémentaire de K.

Preuve. Soit F; avec j € J une famille de fermés. On a
(FEcK eKc(\F)=]F
JjeJ jeJ jeJ
et, si J' est une partie finie de .J,
Kc|JF« ()FckK",
jeJ’ jeJ’
ce qui suffit. O

Proposition 3.5.3 Un ensemble K est compact si et seulement si pour toute famille de
fermés dont toute intersection finie est d’intersection non-vide avec K, l'intersection de
toute la famille est d’intersection non-vide avec K, i.e. Njcy F;NK # @ pour toute partie
finde J' de J implique Nje F; N K # @.

Preuve. Par contraposition, la condition peut étre exprimée comme suit : NjesF; C K¢
implique I’existence d’une partie finie J' de J telle que Njc ;7 F; C K. La proposition 3.5.2
permet de conclure. O

3.5.2 Propriétés

Proposition 3.5.4 Deux compacts disjoints sont inclus dans deuxr ouverts disjoints.

Preuve. Montrons d’abord le cas particulier ou le second compact est un singleton. Soient
donc K un compact et g un point de K°. Pour tout point x de K, il existe deux ouverts
disjoints €2, et U, contenant x et xg respectivement. La famille €, avec x € K est
un recouvrement ouvert de K. Il existe donc une partie finie £ de K telle que K C

2. 11 est suffisant de demander que 'espace topologique soit séparé.
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Uzep$s. Soient Q = Uep, et U = NeepU,; il s’agit de deux ouverts contenant K et
xo respectivement. Qui plus est, ces ensembles sont disjoints car

QnU=J@nU)c |J@nl,) =2.
el zeFE

Passons maintenant au cas général ; soient donc K et K’ deux compacts disjoints. Pour
tout 29 € K’, nous avons vu qu’il existe deux ouverts disjoints Q, et U, contenant
K et xg respectivement. La famille U,, avec xy € K’ est un recouvrement de K'; il
existe donc une partie finie £’ de K’ telle que K’ C Uy epUyg,. Soient Q = Nyycpry, €t
U = Uyzyer Uy, ; il s’agit de deux ouverts contenant K et K’ respectivement tels que

QNU= | QNUs) C | (QunUs) =2,

zToER’ ToER'

ce qui suffit. O
Proposition 3.5.5 Tout compact est fermé.

Preuve. Si K est un ensemble compact, montrons que K¢ est ouvert. Si z est un point de
K¢, il existe deux ouverts disjoints € et U contenant = et K respectivement. Ainsi, {2 est
un ouvert inclus dans K¢, ce qui suffit. ]

Proposition 3.5.6 Toute partie fermée d’un compact est compacte.

Preuve. Soient K un ensemble compact et I’ une partie fermée de K. Si F; avec j € J
est une famille de fermés de F' telle que Njc 7 Fj N F est non-vide pour toute partie finie
J' de J, on a, en considérant F' comme faisant partie de la famille Fj,

(FNK +#o
jeJ’
et donc, grace a la proposition 3.5.3,
(ENF=()FEnFNK #2,
jeJ jeJ

ce qui suffit. O

Théoreme 3.5.7 (compacts emboités) Si (K;); est une suite décroissante de com-
pacts non-vides, i.e. une suite de compacts telle que K;11 C Kj et K; # @ pour tout
J € No, alors Njen, K est un compact non-vide.

Preuve. Soit K = Njen, K ; puisque K est fermé, que K7 est compact et que K C K7, on
déduit des propriétés qui précedent que K est compact. Qui plus est, pour toute partie
finie N de Np, on a NjenK; N K1 = NjenK; # &. Puisque K7 est compact, on obtient
KNK, =K # @, ce qui suffit. O
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3.5.3 Ensembles extractables

Avant d’aborder le théoreme de Bolzano-Weierstraf}, il nous faut préciser quelques points
théoriques.

Définition 3.5.8 Une partie K de X est extractable ou séquentiellement compacte si de
toute suite de K on peut extraire une sous-suite qui converge vers un point de K.

Exercice 3.5.9 Montrer qu'un ensemble extractable est borné.

Suggestion. Soit x un point de 'extractable non-vide K et supposons que pour tout j € Ny,
K ¢ B(z,j). On peut alors construire une suite (z;); de K telle que dist(z,z;) > j.
Puisque K est extractable, il existe une sous-suite (zy(;)); qui converge vers un point g
de K. Soit J tel que j > J implique dist(mo,mk(j)) < 1. Pour un tel indice j, on a

k(j) < dist(x, zp(;)) < dist(z, z0) + 1,
ce qui est absurde, puisque k(j) > j.

Exercice 3.5.10 Montrer qu’un ensemble extractable est fermé.

Suggestion. Soit K un ensemble extractable non-vide et (x;); une suite de K qui converge
vers un point xg. Puisque K est extractable, il existe une sous-suite (IL‘k(j)) j qui converge
vers un point zf, de K. Par unicité de la limite, on a x{, = zo et donc zg € K.

Proposition 3.5.11 (nombres de Lebesgue d’un recouvrement) Soit K un ensemble
extractable; si (Uj)jey est une famille d’ouverts qui recouvre K, il existe v > 0 tel que
toute boule ouverte de rayon r soit incluse dans l'un de ces ouverts U; :

Ve e K, 3jo € J: B(x,r) C Uj,

Preuve. Supposons le contraire, ¢’est-a-dire que pour tout r > 0, il existe x, € K tel que
B(z,,7) ¢ Uj quel que soit j € J. Ainsi, pour tout £ € Ny, il existe un point z; € K
tel que B(wk,Z*k) ¢ Uj quel que soit j € J. L'ensemble K étant extractable, la suite
(7k)k ainsi définie admet une sous-suite (7y))x qui converge vers un point o de K. Cela
étant, il existe un indice jo € J tel que xg € Uj, et donc, Uj, étant ouvert, e > 0 tel que
B(zo,e) C Uj,. Puisque la suite (z;())r converge, il existe un indice ko tel que k > ko
implique dist(xo, 7)) < & — 271%) Pour un tel k, on a alors

B(aya), 27" ™) € B(ao,£) € Uy,

ce qui est absurde. O

3.5.4 Ensembles précompacts

Définition 3.5.12 Une partie K de X est précompacte ou est un précompact si, pour
tout r > 0, il existe une partie finie {z1,...,z;} de K telle que K C}I:l B(zj, ).

Proposition 3.5.13 Toute partie précompacte est bornée.

Preuve. Soient K un précompact et {z1,...,zs} une partie finie de K telle que K C
U}IZIB(azj, 1). Puisque toute union de bornés est bornée, il existe > 0 tel que K est
inclus dans B(z1,r). O
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Proposition 3.5.14 (précompacité) Toute partie extractable est précompacte.

Preuve. Procédons pas ’absurde en supposant ’existence d’'un nombre r > 0 pour lequel
aucune union finie de boule de rayon r ne contienne la partie extractable K. Bien sur
K peut étre supposé non-vide; soit 1 un point de K. Puisque K ¢ B(x,7), il existe
un point xo de K tel que zo ¢ B(x1,7). Supposons maintenant avoir construit les points
Z1,...xj_1 et construisons le point x;; puisque K ¢ Uj:_fB(:cj,r), il existe un point
xy de K n’appartenant pas a Uj;llB(a:j,r). Pour tous j,k € Ny avec j # k, on a, par
construction, dist(x;,x) > r; la suite (x;); ainsi construite n’admet donc pas de sous-
suite convergente, ce qui contredit le fait que K est extractable. O

3.5.5 Théoréme de Bolzano-Weierstrafl

Le théoreme de Bolzano-Weierstral fournit une caractérisation de premiere importance
des ensembles compacts en termes de suites.

Théoréme 3.5.15 (Bolzano-Weierstrafl) Un ensemble est compact si et seulement sl
est extractable.

Preuve. Soient K un ensemble compact et (z;); une suite de K. Pour k € Ny, définissons
l'ensemble B, = {z; : j > k} et posons Fy = Ej. Pour toute partie finie N de N,
NkenFl = Fy, avec m = min N, car Fjy 1 C Fj, pour tout k € Ny. Puisque z,, 11 € Fip,
toute intersection finie d’ensembles F}, est non-vide et donc Nien, Fi est non-vide. Soit zg
un point de I'intersection ; pour tout € > 0, B(xg, &) N E}) est non-vide quelque soit k € Np.
Une telle intersection contient donc une infinité de points et ces points sont de la forme
xj. Soit ;1) un point de B(xo, 1) N E1. Si xy(y, ..., 7y—1) ont été définis, soit I(J) un
indice tel que () soit un élément de B(xo, 2-7) N Ejj—1y; on adonc [(J) > I(J—1). La
suite (xl(j)) ;j est une sous-suite de la suite x; qui converge vers le point xg, ce qui prouve
que K est extractable.

Supposons maintenant que K est extractable et soit U; avec j € J des ensembles
ouverts qui recouvrent K. Par la proposition 3.5.11, il existe un nombre r > 0 tel que

Vo e K, 3jo € J : B(z,r) C Uj,.

Puisque K est précompact, il existe une partie finie {x1,...,zxy} de K telle que K C
UN_ B(xp, 7). Pour tout n € Ny, soit j(n) € J lindice tel que B(zn,7) C Uj(m). On a
K C UnNle j(n)» C€ qui prouve que K est compact. ]

3.5.6 Espaces complets

Proposition 3.5.16 Une partie K est précompacte si et seulement si de toute suite de
K on peut extraire une sous-suite de Cauchy.

Preuve. La condition est nécessaire. Soit (x;); une suite du précompact K. Pour tout
k € Np, il existe une partie finie X}, de X telle que K C Uqcx, B(c, 1/k). Il existe ¢; € X
tel que

E = {] € Np: Tj € B(Cl, 1)}

soit infini. Si ¢1,...,cj_1 et Eq,..., Ej_1 ont été construits, soit ¢y € X tel que

EJ:{jEEJ_1 1T EB(CJ,l/J)}
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soit infini. On vérifie directement que la suite dont le j-ieme élément est 1’élément de la
suite de départ d’indice égal au j-ieme élément de IV; est une sous-suite de Cauchy de
(5);-

La condition est suffisante. Si K n’est pas précompact, il existe ¢ > 0 tel que de
{B(z,e: x € K}, on ne puisse extraire de partie finie dont I'union contient K. On peut
donc construire une suite (z;); de K telle que dist(z,,z,) > € pour tous p,q € Ny tels
que p # q. De cette suite, on ne peut extraire une sous-suite de Cauchy. ]

Théoréeme 3.5.17 Si (K, dist) est un espace métrique, K est extractable si et seulement
st K est précompact et complet.

Preuve. Nous savons déja que si K est extractable, alors K est précompact. Puisque de
toute suite de Cauchy, on peut extraire une sous-suite convergente, la complétion est
triviale.

Si K est précompact, de toute suite, on peut extraire une sous-suite de Cauchy. Si de
plus, K est complet, cette sous-suite converge. O

3.5.7 Applications et ensembles compacts

Théoréme 3.5.18 Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y wune
application continue. L’image par f de tout compact K de (X,dx) est compacte dans
(Y7 dY)

Une premiere démonstration repose sur la notion d’extractable.

Preuve. Soit (y;); une suite de f(K); il existe donc une suite (z;); de K telle que y; =
f(z;) pour tout j € Ng. Puisque K est extractable, il existe une sous-suite (zj;)); qui
converge vers un point zg de K. La continuité de f implique

Yk() = [ (@r(y)) — f(zo) € f(K),
ce qui prouve que f(K) est extractable. O
Voici une seconde démonstration, faisant intervenir la propriété de Borel-Lebesgue.

Preuve. Soit U; avec j € J des parties ouvertes de Y qui recouvrent f(K). Posons Q; =
f~Y(U;) pour tout j € J. Les ensembles Q; avec j € J constituent un recouvrement de
K par des ouverts. Il existe donc une partie finie J' de J telle que K C Ujc 82, ce qui
implique f(K) C UjeU; et prouve que f(K) est compact. O

Définition 3.5.19 Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques ; une application de
X dans Y est un homéomorphisme si elle est bijective, continue et d’inverse continu. S’il
existe un homéomorphisme entre deux espaces métriques (X, dx) et (Y, dy), ces derniers
sont dits homéomorphes.

Proposition 3.5.20 Si f : X — Y est une application bijective et continue entre deux
espaces métriques et si X est compact alors f~' 1Y — X est continu, i.e. f est un
homéomorphisme.

Preuve. 11 suffit de montrer que I'image inverse par f~! de tout fermé F de X est fermé.
Or (f~Y)~Y(F) = f(F) est compact donc fermé. O
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Proposition 3.5.21 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, K un compact de
X. 5 f: K=Y estune application continue sur K, alors f est uniformément continu.

Preuve. Si ce n’est pas le cas, il existe € > 0 tel que, pour tous n > 0, il existe z,),y, € K
pour lesquels dx (xy,yn) < 1 et d(f(zy), f(yy)) = €. Ainsi, pour tout j € Ny, il existe
xj,y; € K tels que dx(xj,y;) < 1/j et dy(f(x;), f(y;)) = €. Puisque K est compact, il
existe une sous-suite (xk(j)) j qui converge vers un point zo de K. Puisque

dx (0, Yr(j)) < dx (20, Tr(j)) + dx (T Yn())s

la suite (yg(;)); tend également vers xg. On obtient finalement

dy (f(@re)s fWr())) < dy (f (@), f(20)) + dy (f(20), f(Yr())) — 0,

puisque f est continu en xg, ce qui est absurde. ]

Le théoreme de Tychonoff stipule qu'un produit de compacts est un ensemble compact ;
il est considéré comme un des résultats les plus importants de topologie (peut-étre avec
le lemme d’Urysohn). Ici nous n’utiliserons qu’une version faible de ce théoreme, qui ne
nécessite pas 'axiome du choix.

Théoréme 3.5.22 Tout produit fini de compacts est compact.

Preuve. 11 suffit de prouver que si K et K’ sont deux compacts, K x K’ est compact, le
résultat se déduisant alors par récurrence.

Soit (U;)jes une famille d’ouverts de X x Y recouvrant K x K’. On peut supposer que
K est non-vide ; soit x un de ses points. L’application

fo: KM= {a} x K"y (2,y)

est un homéomorphisme, ce qui implique que K, = {z} x K’ est une partie compacte
de K x K'. Puisque K, est un compact, il existe une partie finie J'(z) de J telle que
K, C UjEJ’(z)Uj-

Pour tout j € J, on peut supposer avoir U; = ); x Q;-, ou ; et Q; sont des ouverts
de X et Y respectivement. Posons U(z) = Mjcr(2)§2; par construction, U(x) x K’ est
inclus dans Uje y/(,)U;. Les ensembles (U(7))zex constituant un recouvrement ouvert de
K, on peut en extraire un recouvrement fini. Soit donc X’ une partie finie de K telle que
K C Ugex'U(x).

Nous avons ainsi montré que K x K’ est inclus dans Ugex/U(x) x K’, ot 'union est
finie, et que chaque ensemble du type U(z) x K’ est inclus dans I'union finie Ujes(z)Uj-
Au total, K x K’ est inclus dans une union finie d’ensembles du type Uj, ce qui prouve
que K x K’ est compact. O

3.5.8 Topologie

Le théoreme de Bolzano-Weierstral permet d’obtenir une intéressante propriété topolo-
gique des ensembles compacts.

Proposition 3.5.23 Le diamétre de tout compact non-vide est réalisé : si K est un
compact non-vide de (X, dist), il existe deuz points x,y € K tels que diam(K) = dist(z, y).
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Preuve. Puisque K est borné et non-vide, il admet un diametre :
diam(K) = sup{dist(z,y) : z,y € K}.
Pour tout j € Ny, il existe deux points z; et y; de K tels que
diam(K) — 1/j5 < dist(z;,y;) < diam(K),

sinon, diam(K’) — 1/j serait un majorant de I'ensemble {dist(x,y) : z,y € K}. Puisque K
est extractable, il existe une sous-suite (x;)); de la suite (x;); qui converge vers un point
r de K. La suite (yx(;)); étant aussi une suite de K, il existe une sous-suite (y;(x(;))); de
cette suite qui converge vers un point y de K. Bien entendu, la suite (z;((;))); converge
vers x. Puisque

|dist(zr(5)) Yir(s))) — dist(z, )|
< |dist(@yr(s)), ) + dist(z,y) + dist(y, yyr(s))) — dist(z, y)],

on a diSt(Il(k(j))ayl(k(j))) — dist(z,y). Puisqu'on a également diSt(xl(k(j))ayl(k(j))) —
diam(K), on obtient le résultat annoncé, par unicité de la limite.

3.6 Espaces connexes

3.6.1 Définition et premieres propriétés

Définition 3.6.1 Une partie C de (X, dist) est conneze (on dit aussi que C' est un conneze
de X) si elle n’admet pas de disconnexion, c’est-a-dire s’il n’existe pas deux ouverts Uy et
Us non-vides de X tels que C'N U N U; est vide et dont 'union contient C.

Proposition 3.6.2 Un espace métrique est conneze si et seulement si cet espace n’admet
d’autres parties a la fois ouvertes et fermées que l’espace lui-méme et le vide.

Preuve. La condition est nécessaire. Si F est une partie non-vide différente de X a la fois
ouverte et fermée, F et ¢ constituent une disconnexion de X . L’espace ne peut donc étre
connexe.

La condition est suffisante. L’espace est nécessairement connexe, sinon, il existerait
deux parties Fy et Ey formant une disconnexion de X. Des lors, on aurait Ey = EY, ce
qui implique que F1p est a la fois ouvert et fermé. O

Théoréme 3.6.3 L’image continue d’une partie conneze est conneze : si (X,dx), (Y,dy)
sont deux espaces métriques, si f : X — Y est une application continue et si C est une
partie connexe de X, alors f(C) est une partie connexe de Y .

Preuve. Supposons que Uj et Uy forment une disconnexion de f(C). On vérifie que
f71(Uy) et f71(Usy) forment une disconnexion de C. O

3.6.2 Connexes par arc

La connexité par arc fournit un critére tres utile pour vérifier si un espace est connexe.
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Définition 3.6.4 Soit (X, dist) un espace métrique; une partie C' de X est connexe par
arc (on dit aussi que C' est un connexe par arc) si pour tous z1, z9 € X, il existe un chemin
de lintervalle unité dans C' d’origine x1 et d’extrémité xo, c’est-a-dire une application
continue 7 : [0, 1] — C telle que v(0) = 21 et y(1) = x2.

Théoreme 3.6.5 Toute partie d’un espace métrique connexe par arc est conneze.

Preuve. Procédons par ’absurde en supposant qu'une partie C' est connexe par arc et
n’est pas connexe. Il existe donc une disconnexion de C' constituée par Uy et Us. Si x
et xo sont deux points de U; et Us respectivement, il existe une application continue
v :[0,1] — C telle que v(0) = 1 et y(1) = xo. Puisque l'image continue d’une partie
connexe est connexe et que [0, 1] est une partie connexe de [0, 1], 'ensemble I' = ([0, 1])
est une partie connexe de X. On obtient une contradiction, puisque U; et Us forment une
disconnexion de I'. O

Exemples 3.6.6 Les applications de ce critere sont nombreuses. Voici quelques exemples :
— Toute partie convexe de R? ou C? est connexe par arc donc connexe.
— Toute boule et tout intervalle de R? ou C¢ est connexe par arc donc connexe.
— Pour tout entier d > 2, toute sphere S(zg,7) = {z € R? : |zg — | = r} (z9 € RY,
r > 0) est connexe par arc donc connexe.

Proposition 3.6.7 Un espace métrique est connexe par arc si et seulement s’il est connexe
et tel que tout point ait un voisinage connexre par arc.

Preuve. La condition est nécessaire, par le théoreme 3.6.5.

La condition est suffisante. Si Uy et Us sont deux ouverts connexes par arc d’intersection
non-vide, soit xg un point de l'intersection. Si x; et xo sont deux points appartenant
respectivement a U; et Uy, il existe une application continue ~; : [0,1] — U telle que
71(0) = 21 et 71(1) = x¢ et une application continue 72 : [0, 1] — Uz telle que 12(0) = x
et v1(1) = zo. L’application

1(2t sitel0,1/2
v [0,1] s U UU, ¢ { %Ezt)_ D) site %1/27/1}
est une application continue telle que v(0) = 21 et y(1) = x2. Ainsi U; U Uz est connexe
par arc si Uy NUy # @. A partir de ces deux ouverts connexes par arc, on construit
donc un ouvert connexe par arc contenant les deux premiers. On peut ensuite réitérer le
processus a partir de U; U Uy et d'un ouvert connexe par arc d’intersection non-vide avec
U, UUs,.

De cette maniere, on finit par obtenir I'espace X tout entier. Sinon, il existerait des
ouverts non-vides connexes par arc d’intersection vide dont I'union serait égale a X. Soit
U I'un de ces ensemble et U’ I'union des autres. On constate directement que U et U’
constituent une disconnexion de X, ce qui est absurde. ]

3.6.3 Propriétés

Théoréme 3.6.8 (passage des douanes) SiC' est une partie conneze, alors pour toute
partie E de X telle que C N E et C'\ E sont non-vides, C' N E* est non-vide.
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Preuve. Si ce n’était pas le cas, on aurait C N E° = C' N E et les ensembles E° et (E)°
formeraient une disconnexion de C. U

Théoréeme 3.6.9 Si C; est une partie connexe de (X,dist) pour tout j € J, ou J est
un ensemble et si les C; sont d’intersections deur a deux non-vides (j # j' implique
C;NCy # @), alors Ujc;C; est une partie conneze de (X, dist).

Preuve. Sicen’est pas le cas, il existe deux parties U; et Us de X formant une disconnexion
de Ujc;Cj. 11 existe deux indices ji et ja tels que Cj NUy # @ et Cj, N Uz # @. Ceci
implique C;, C Uy et C}, C Us. De fait, si, par exemple, C;, n’était pas inclus dans Uy, les
parties Uy et U formeraient une disconnexion de C,. On a donc j1 # j2 et Cj, NC}, = 2,
ce qui est absurde. O]

Théoréme 3.6.10 Soit C' une partie conneze de (X, dist) ; toute partie E de X telle que
C C E C C est conneze.

Preuve. De fait, si Uy et Uy forment une disconnexion de FE, ils forment également une
disconnexion de C, car E C C implique que U; N C et Uy N C' ne sont pas vides. ]

3.6.4 Composantes connexes

Définition 3.6.11 Deux points = et y de (X, dist) sont connectés s'il existe une partie
connexe de (X, dist) contenant x et y.

Dans cette section, nous écrirons z ~ y si z et y sont connectés. Le théoreme 3.6.9 permet
d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 3.6.12 La relation ~ est une relation d’équivalence.
La propriété qui suit est immédiate.

Proposition 3.6.13 La composante connexe de x est l'union des parties connexes qui
contiennent x.



Chapitre 4

Suites de ’espace euclidien

Nous allons ici considérer les suites de I’espace R? muni de la distance euclidienne d(z, ) =
|z — y| pour tous z,y € RY.

4.1 Distances

4.1.1 Distance euclidienne

Rappelons le résultat suivant, aisé a démontrer.

Proposition 4.1.1 La loi d qui, & tout couple formé de deux points z,y € R?, associe le
nombre d(z,y) = |x — y| est une distance sur R

Définition 4.1.2 La distance d définie par la proposition 4.1.1 est appelée la distance
euclidienne sur R%.

Proposition 4.1.3 Pour tous points x,y, z de R? et tout nombre réel r, on a
—d(rz,ry) = |r|d(x,y),
—dx+z,y+ z) =d(z,y),
— pour tout j € {1,...,d}, d(zj,y;) < d(z,y).

Preuve. Cela résulte aussitot des propriétés du module. O
En guise de complément, signalons les résultats suivants.
Exercice 4.1.4 Etant donné trois points z, y, z de RY, établir que I’égalité
d(z,y) = d(z, 2) + d(z,y)
a lieu si et seulement s’il existe un nombre réel r tel que 0 < r < 1 pour lequel z =
re+ (1 —r)y.

Suggestion. Pour 2/ = x — z et y/ = z — y, I'égalité s’écrit |2’ + /| = |2/| + || et a donc
lieu si et seulement si x = z ou z —y = r(x — 2), avec r > 0.

65
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Exercice 4.1.5 Etant donnés trois points z, y, z de RY, établir que I’égalité

|d(z, ) — d(y, 2)| = d(z, y)

a lieu si et seulement si x = y ou g’il existe un nombre réel r tel que soit r < 0, soit r > 1,
pour lequel z = rz + (1 —1)y.

Suggestion. L’égalité a lieu si et seulement si une des deux égalités suivantes a lieu :
d(z,z) = d(z,y) + d(y,z) ou d(z,y) = d(z,z) + d(x,y). Or, la premiere de ces égalités a
lieu si et seulement si y peut s’écrire y = rx + (1 — )z, avec 0 < r < 1, c’est-a-dire si et
seulement si x = y ou z = rx + (1 — r)y, avec r < 0. De la méme maniere, la seconde
égalité a lieu si et seulement si x =y ou z =rz + (1 — )y, avec r > 1.

4.1.2 Autres distances sur R¢

Il est possible de définir d’autres distances sur R,

Exemple 4.1.6 La loi d; qui aux points = et y de R? associe le nombre dy(z,y) =
Z?:l |z — y;| est une distance L sur R?, appelée distance de Manhattan. De méme, la loi
doo explicitement définie par doo(z,y) = supjcy,. ay |7j — y;| est une distance, appelée
distance de Tchebychev. Ces deux distances permettent la définition de la sphére cubique.
La distance suivante sur R2, appelée distance du métro francais permet bien souvent de
montrer que des propriétés sur les distances sont fausses :

. [ |z —y| Sl existe r € R tel que x =1y
aie.n) = { 10 o

Proposition 4.1.7 SurR?, Les distances euclidienne et de Tchebychev sont équivalentes.

Preuve. C’est trivial, puisque, pour tous z,y € R%, on a doo(x,y) < d(z,y) < d-doo(, 7).
U

Le résultat précédent est de premiere importance, puisqu’il permet d’affirmer, grace a
la proposition 3.1.16, que Pespace R, équippé de la distance euclidienne, est équivalent
a 'espace métrique (Rd, dx). On peut donc appliquer l'intégralité des résultats relatifs
au produit fini d’espaces métriques & l'espace R?, équippé de la distance euclidienne. En
particulier, une suite de R¢ converge pour la distance d si et seulement si elle converge
pour la distance do, (vers la méme limite).

Dans R?, le centre de 'intervalle H;.lzl]aj, b;[ (aj,b; € R pour tout j € {1,...,d}) est
le point ¢ tel que [c]; = (aj +bj)/2 pour j € {1,...,d}. On a le résultat suivant.

Corollaire 4.1.8 Une partie U de R? est ouverte si et seulement si tout point de U est
le centre d’un intervalle inclus dans RY.

Preuve. Dans (R%, dy), une boule de centre ¢ et de rayon r > 0 s’écrit H?Zl][c]j -
r/2,[c]; + r/2[. Puisque les distances d et ds sont équivalentes, on conclut aussitot. [J

1. En fait, la loi d, explicitement définie par d,(z,y) = {/ijl |z; — y;|P est une distance sur R?,

appelée distance de Minkowski, voir exemple 7.2.9.
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4.2 Rappels

4.2.1 Suites de R?

Rappelons les notions fondamentales concernant les suites.

Rappel 4.2.1 Une suite de I'ensemble non-vide £ C R? est une application de Ny dans
E,
z.:No = E j+—xj.

L’élément x; est appelé le j-ieme élément de la suite. La suite est notée () en,, (25);
ou meéme x; lorsque le contexte est clair.

Bien sir, nous dirons que deux suites (z;); et (y;); sont égales si, pour tout j € Ny, on a
Tj=1Yj.
Une suite peut étre obtenue au moyen des trois procédés suivants :
— en donnant explicitement I'application qui, a tout j € Ny, associe un ¢lément z; de
R9. 11 en est ainsi de la suite (z;); définie par z; = j2 + j + 1, quelque soit j € Ny,
— en donnant explicitement une relation de récurrence. Ainsi, on donne J € Ny points
x1,...,x; de R? et une application qui & tout entier j > J et aux points 1, . . . ST
associe un point x; de R?. 1l en est ainsi de la suite définie par z; = 1, z9 = 2 et
xj = ,/Tj—1T;—2 pour tout j > 3,
— si, pour tout j € Ng, E; est une partie non-vide de R?, il existe une suite (x;); telle
que, pour tout j € Np, z; appartiennne a F;.
Il convient de différencier les deux premiers moyens d’obtention, qui fournissent explici-
tement une suite, et le dernier, qui postule I'existence d’une suite.

Rappel 4.2.2 Etant donné une suite (x); de R? et une application k de Ny dans Ny
strictement croissante, i.e. telle que k(1) > 1 et k(j + 1) > k(j) pour tout j € Ny,
I’application

Th(y No—- X j+— Tk(5)

est appelée une sous-suite de la suite (z;);. On note parfois le j-ieme élément de cette
sous-suite zy; a la place de zy;).

Remarquons déja que l'on a toujours k(j) = j, quelque soit j € Ny.

4.2.2 Suites convergentes de R?

us l'introdui ici ui vergen n rendr Stu
Nous 'introduisons ici le concept de suite convergente dans R%, afin de rendre son étude
plus concrete. Il s’agit simplement d’une réécriture des notions introduites pour les espaces
métriques.

Rappel 4.2.3 Une suite (z;); de R? converge vers zy € R? (on dit aussi tend vers xq €
R%) si, pour tout & > 0, il existe un nombre réel J tel que, pour tout indice j € Ny
vérifiant j > J, on a |z; — x¢| < €. Le point xq est applelé limite de la suite (z;); et on
écrit x; — w0, lim;j_o x; = 2o ou lim; x; = 0.

Ainsi, une suite (x;); converge vers xg si, quelque soit le rayon € donné, les éléments z;
appartiennent tous a la boule centrée en xy de rayon € pour un indice j « suffisamment
grand », i.e. plus grand que J.
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Rappel 4.2.4 Une suite (z;); de R? converge ou est convergente s’il existe un point
zo € R? vers lequel la suite converge. Dans le cas contraire, on dit que la suite diverge ou
est divergente.

Exemples 4.2.5 Si z( est un point de R?, la suite (x; = x0); converge vers xo.
La suite (z; = 1/7); de R converge vers 0. De fait, pout tout nombre réele > 0, J =1/¢
est un nombre réel tel que, pour tout nombre entier j > J + 1, on a |1/j — 0| < e.

Rappel 4.2.6 Une suite (z;); de R? est bornée si 'ensemble {z; : j € Ng} est borné, i.e.
s'il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout j € Ny, |z;| < C.

On remarque que cette définition est bien équivalente a la définition relative aux espaces
métriques dans le cas de 'espace euclidien : on impose la relation z; € B(0,C') pour tout
j € Ny. Enfin, introduisons une manieére particuliere de converger dans R¢.

Rappel 4.2.7 Soient E une partie de R¢ et zg un point de R%. La suite (xj); converge
vers xg dans I si elle converge vers zg et sil existe un nombre réel J tel que z; € E pour
tout indice j > J. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire que xg appartienne a E.

4.2.3 Résultats fondamentaux

Les résultats qui suivent ont déja été démontrés dans le cadre plus général des espaces
métriques.

Exemple 4.2.8 Si E est une partie non-vide de R majorée (resp. minorée), il existe une
suite qui converge vers la borne supérieure (resp. inférieure) de E. De fait, supposons que
E + & est une partie majorée de R et soit M la borne supérieure de E'; le cas ou E
est une partie minorée se traite de méme. Pour tout j € Ny, I'ensemble E; = E N {x :
|x — M| < 1/j} n’est pas vide, en vertu de la proposition 2.2.14. Cela étant, le troisiéme
moyen d’obtention d’une suite appliqué aux ensembles E; (j € Ng) nous procure une suite
(x); telle que z; € A; pour tout j € Ng. On a t6t fait de constater que z; — .

Théoreme 4.2.9 Si une suite de R converge, alors sa limite est unique.

Preuve. Supposons que la suite (z;); converge vers xg et (), avec xq différent de xj,. Il
existe alors deux nombres réels Ji et Ja tels que |x; — xo| < |20 — 2(|/3 pour tout j > J;
et |z; — x| < |zo — xp|/3 pour tout j > Jo. En posant J = sup{.Ji, Jo}, on obtient, pour
tout j = J,

/

9
|20 — xp| = |wo — x5 + x5 — 2| < |wo — 25| + |2j — 2] < g\fﬂo -zl

ce qui est contradictoire. ]

Théoréme 4.2.10 Toute sous-suite d’une suite convergente de R% converge vers la méme
limite.

Preuve. Soient (z;); une suite qui converge vers zg et (ry(;)); une sous-suite de cette
suite. Pour tout € > 0, il existe un nombre réel J tel que j > J implique |z; — zo| < €.
Puisque k(j) > j pour tout j € No, j > J implique également |zy;) — zo| < €, ce qui
suffit pour conclure. O
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Théoréme 4.2.11 Toute suite convergente de R¢ est bornée.

Preuve. Si la suite (x); converge vers xy, il existe un nombre J tel que j > J implique
|z; — 20| < 1. On a donc, pour tout j > J,

|zj| < |2j — 20| + |@0| < |T0| + 1.

De la,
’xj’ < Sup{|x1‘¢ R} |xJ—1|7 |.%'0| + 1})

pour tout j € Np. O

4.3 Propriétés spécifiques des suites de R?

4.3.1 Suites divergentes

Bien str, une suite (z;); de R? ne converge pas vers un point zg € R? si et seulement
s’il existe un nombre € > 0 tel que, pour tout nombre réel J, il existe un nombre j € Ny
vérifiant j > J pour lequel |x; —xg| > . Pour montrer qu'une série ne converge pas, il faut
donc a priori montrer qu’elle ne converge pour aucun point de R¢. Cependant, en niant une
des propriétés relatives aux suites convergentes, on obtient un critere de divergence. Par
exemple, si une suite admet deux sous-suites qui convergent vers des limites différentes,
elle ne peut converger. De méme, une suite non-bornée ne converge pas.

Introduisons maintenant une maniere de diverger dans R¢ de premiere importance.

Définition 4.3.1 Une suite (z;); de R? converge vers Uinfini ou tend vers Uinfini si
pour tout nombre N > 0, il existe un nombre réel J tel que, pour tout indice j € Ny
vérifiant j > J, on a |z;| > N. Si une suite (x;); converge vers I'infini, on écrit |z ;| — oo,
im0 || = 00 ou lim; |z;] = oo.

Une telle suite n’étant pas bornée, elle ne converge pas. Ainsi, dire qu’une suite converge
vers l'infini est un abus de langage. La raison de cet abus est que la formulation des
propriétés des suites qui convergent vers l'infini est souvent tres proche de celle des suites
convergentes.

On peut se représenter la notion de convergence vers I'infini de maniere imagée comme
suit. Une suite (x;); converge vers 'infini si, quelque soit le rayon N donné, les éléments
x; n’appartiennent pas a la boule centrée a l'origine de rayon N quelque soit l'indice j
« suffisamment grand », i.e. plus grand que J.

Le résultat suivant possede son équivalent pour les suites convergentes.

Proposition 4.3.2 Toute sous-suite d’une suite qui converge vers l'infini converge éga-
lement vers l'infini.

Preuve. Soient (z;); une suite qui converge vers l'infini et (r;)); une sous-suite de cette
suite. Pour tout N > 0, il existe un nombre réel J tel que j > J implique |z;| > N.
Puisque k(j) > j pour tout j € Ny, j > J implique également |zj;)| = N, ce qui suffit
pour conclure. O
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4.3.2 Suites numériques, suites réelles

Définition 4.3.3 Une suite numérique est une suite de C. Une suite réelle est une suite
de R.

En recourant aux signes d’inégalité sur R, on peut introduire les définitions suivantes.

Définition 4.3.4 Une suite numérique réelle (z;); est
— croissante si, pour tout j € Ny, ; < 41 ; on écrit x; /,
— strictement croissante si, pour tout j € Ny, x; < ;41 ; on écrit x; //,
— décroissante si, pour tout j € Ny, ;41 < xj; on écrit z;\,
— strictement décroissante si, pour tout j € No, 41 < x;; on écrit x;\\,
— monotone si elle est croissante ou décroissante,
— strictement monotone si elle strictement croissante ou strictement décroissante.

Les signes d’inégalité (i.e. le fait que R soit un champs) permettent aussi de préciser la
maniere de converger de certaines suites.

Définition 4.3.5 Soit (x,); une suite numérique réelle qui converge vers zg € R. On dit
3l 0
qu’elle converge
— a droite vers xg s’il existe un nombre réel J tel que j > J implique z; > x¢; on écrit
. +
Tj — g,
— a gauche vers xq s’il existe un nombre réel J tel que j > J implique x; < xo; on
écrit x; — xg,
— en croissant vers g, ou qu'elle croit vers xg, si elle est croissante; on écrit x; /' o,
— en croissant strictement vers g, ou qu’elle croit strictement vers xg, si elle est stric-
tement croissante; on écrit x; // o,
— en décroissant vers xg, ou qu’elle décroit vers xg, si elle est décroissante; on écrit
xj\ T,
— en décroissant strictement vers xq, ou qu’elle décroit strictement vers xg, si elle est
strictement décroissante; on écrit x;\\ zg.

Une suite qui converge a droite vers x est une suite qui converge vers xg dans [zg, +o0o|.
De méme, une suite qui converge a gauche vers x( est une suite qui converge vers xg dans
] — 00, f)’jo]-

Exemples 4.3.6 Si I est une partie majorée de R, il existe une suite monotone de F qui
converge vers la borne supérieure. Si la borne supérieure de F n’est pas réalisée, on peut
en outre exiger que la suite soit strictement monotone. De fait, soit M la borne supérieure
de E. Si M € E, la suite (x; = M); convient. Sinon, pour tout j € Ny, 'ensemble |M —
1/4, M| contient au moins un point de E. Ainsi, il existe une suite strictement croissante
(k(j)); de Ny telle que, pour tout j € Ny, I'ensemble E; = ENJM —1/k(j), M —1/k(j+1)]
ne soit pas vide. Il existe alors une suite (x;); de R telle que, pour tout j € No, z; € Ej.
On vérifie aisément que cette suite convient.

Si ’ensemble E est minoré, il existe une suite monotone qui converge vers la borne
inférieure de F'; si la borne inférieure n’est pas réalisée on peut en outre exiger que la
suite soit strictement monotone. Pour le montrer, il suffit d’adapter la démonstration
précédente ou de considérer I'ensemble majoré E' = {z : —z € E}. Si la suite (z;);
convient pour la borne supérieure de E’, la suite (—z;); convient pour la borne inférieure

de F.
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On peut aussi étre plus précis quant aux suites qui convergent vers I'infini.

Définition 4.3.7 La suite numérique réelle (z;);

— converge vers +00 si, pour tout N > 0, il existe un nombre réel J tel que j > J
implique z; > N ; on écrit x; — +o00,

— converge vers —oo si, pour tout N > 0, il existe un nombre réel J tel que j > J
implique z; < —NN ; on écrit x; — —o0,

— converge en croissant vers +00 ou croit vers +oo si elle est croissante et converge
vers 400 ; on écrit x; /' 400,

— converge en croissant strictement vers 400 ou croit strictement vers +0o si elle est
strictement croissante et converge vers +oo; on écrit x; // +o0,

— converge en décroissant vers —oo ou décroit vers —oo si elle est décroissante et
converge vers —oo ; on écrit x;\, —oo,

— converge en décroissant strictement vers —oo ou décroit strictement vers —oo si elle
est strictement décroissante et converge vers —oo; on écrit x;\\ —o0.

Dans R, une suite qui converge vers 400 est une suite qui converge vers l'infini dans
10, +00[; une suite qui converge vers —oo est une suite qui converge vers l'infini dans
] —00,0[.

4.3.3 Suites convergentes et combinaisons linéaires

Etudions & présent les propriétés des suites convergentes de R? et de leurs limites vis-a-vis
des opérations que nous avons introduites entre les points de R?.

Définition 4.3.8 Soient K € Ny, K suites de R? (resp. de C) (xg-l))j, e (JJS-K))J' et K
nombres réels (resp. complexes) r1,..., 7k ; la combinaison linéaire (resp. combinaison li-
(k)
e
(k)
J

néaire complexe) correspondante est la suite dont le j-ieme élément est égal & Zle TET

(%)

Elle est naturellement notée (35, rk:cgk))jeNO, (K, TRT;);j ou meéme SN

aucune ambiguité n’est possible.

Dans cette définition, nous pouvons bien str supposer que les coefficients different de zéro.

Théoréme 4.3.9 Soient (z;); et (y;); deux suites de R? et (r;); une suite de R.
— Si les suites (x;); et (y;); convergent vers les points x et y de R? respectivement,
alors la suite (xj +y;); converge vers x +y.
— Si la suite (z); converge vers x € R? et la suite (r;); vers v € R, la suite (rjz;);
converge vers r.

Preuve. Démontrons le premier point. Pour tout € > 0, il existe deux nombres réels J;
et Jy tels que j > Jp implique |z; — x| < €/2 et j > Jy implique |y; — y| < &/2. Si
J = sup{Jy, J2}, on obtient, pour tout j > J,

2 +y; — (e +y)| <oy — x|+ |y —y| <e,

ce qui suffit.
Démontrons le second point. Puisque la suite (r;); est convergente, il existe une constante
C > 0 telle que |rj| < C pour tout j € Ny. Cela étant, pour tout € > 0, il existe deux



72 CHAPITRE 4. SUITES DE L’ESPACE EUCLIDIEN

nombres réels Jy et Jo tels que j > J; implique |z; — z| < ¢/(2C) et j > Jo implique
|rj —r| < e/(2]x| +2). Des lors, on a, pour tout j > sup{Ji, Jo},

rjag —re| = |rje; —rje 4+ rje —re] < |rjlle; — 2| + | —rflz] <e,
ce qui permet de conclure. O

Nous venons donc de montrer que toute combinaison linéaire de suites convergentes
converge vers la combinaison linéaire correspondante des limites. Des résultats analogues
existent pour les suites qui convergent vers ’infini.

Théoréme 4.3.10 Soient (z;); et (y;); deux suites de R? et (r;); une suite de R.
— Si la suite (xj); converge vers l'infini et si la suite (y;); est bornée, alors la suite
(xj +yj); converge vers l'infini.
~ Si la suite (x;); converge vers Uinfini et s’il existe r > 0 tel que |rj| > r pour tout
J € Ny, alors la suite (rjz;); converge vers l'infini.

Preuve. Pour le premier point, la suite (y;); étant bornée, il existe une constante C' > 0
telle que |y;| < C pour tout j € Ny. Cela étant, pour tout N > 0, il existe un nombre réel
J tel que j > J implique |z;| > N + C. Ainsi, j > J implique |z; + y;| > |z;] — |y;| = N,
ce qui suffit.

Démontrons le second point. Pour tout N > 0, il existe un nombre réel J tel que 7 > J
implique |z;| > N/r. Des lors, j > J implique |rjx;| > r|z;| > N, ce qui permet de
conclure. O

Dans C, ces résultats peuvent étre précisés de la maniere suivante.

Proposition 4.3.11 Les deux résultats précédents restent valides si on remplace « R% »
et « R » par « C », ainsi que combinaison linéaire par combinaison linéaire compleze.

Preuve. Les mémes démonstrations conviennent, puisque |z+2'| < |z|+]2/| et |22/| = |z]|7/]
pour tous z, 2’ € C. O

4.3.4 Suites convergentes et produit scalaire

Définition 4.3.12 Le produit scalaire (resp. produit) des suites (x;); et (y;); de R? (resp.
C) est la suite numérique réelle (resp. complexe) dont le j-ieme élément est égal au produit
scalaire (z;,y;) (resp. au produit z;y;).

Elle est naturellement notée ((z;,y;))jen, (resp. (x;y;)jen, ), ({(z5,y;)); (resp. (x;y;);) ou
méme (z;,y;) (resp. £;y;) si aucune ambiguité n’est possible.

Théoréme 4.3.13 Le produite scalaire de deux suites convergentes de R% converge vers
le produit scalaire de leurs limites.

Si les suites (x;); et (y;); de RY sont respectivement convergente vers zéro et bornée,
alors la suite ((xj,y;)); converge vers zéro.

Preuve. Soient (z;); et (y;); deux suites convergentes de R, de limites respectives = et
y. Toute suite convergente étant bornée, il existe une constante C' > 0 telle que |y;| < C
pour tout j € Ny. Cela étant, pour tout € > 0, il existe deux nombres réels J; et Jo tels
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que, d'une part j > J; implique |z; — z| < ¢/(2C) et, d’autre part, j > Jy implique
lyj —y| <e/(2+ 2|z|). Des lors, j > sup{Ji, Jo} implique

[z, y5) — (@, y)| = [y —2,y5) + (2,5 — )| < |z — 2lly| + |=||ly; —y| <e,

ce qui démontre la premiere partie.

Pour la seconde partie, la suite (y;); étant bornée, il existe C' > 0 tel que |y;| < C,
pour tout j € Ny. Cela étant, pour tout € > 0, il existe un nombre réel J tel que j > J
implique |z;| < e/C, donc tel que |(x;,y;)| < |z;||lyj| < €, ce qui suffit. O

Remarquons que dans R? avec d > 2, il n’existe pas de propriété analogue lorsque la
suite (z;); tend vers linfini. Ainsi, dans R?, on vérifie sans peine les résultats suivants :
aj = (j,0) converge vers 'infini, b; = (5712,0), ¢j = (1/4,0), d; = (j72,0) et f; =
((=1)7/4,0) convergent vers zéro, g; = (0,7), h; = ((—1)7/4,j) et i; = (1,5) convergent
vers I'infini. On a cependant (aj,b;) = v/ / +00, (aj,¢;) =1 — 1, (a;,d;) =1/j — 0,
(aj, f;) = (=1)7 #, (aj,9;) = 0= 0, (aj, hj) = (=1)7 # et (a;,i;) = j ] +o0.

4.3.5 Composantes d’une suite convergente

Passons maintenant aux composantes. Le résultat suivant ramene ’étude de la conver-
gence d’une suite dans R? a celle de d suites dans R. Ce résultat a déja été obtenu dans le
cadre des espaces métriques ; la démonstration qui suit utilise spécifiquement la distance
euclidienne.

Proposition 4.3.14 Dans R%, la suite (x); converge vers x si et seulement si, pour tout
ke{l1,...,d}, la suite ([z;]5); converge vers la k-iéme composante de x.

Preuve. Sila suite (x;); de R? converge vers x, pour tout ¢ > 0, il existe .J tel que j > J

implique |z; — z| < e. Des lors, j > J implique, pour tout k € {1,...,d}, |[z;]r — [z]x| =
I[z; — z]| < |z — 2| <e.
Supposons maintenant que pour tout k € {1,...,d}, [z;]x — [z];. Pour chacun de ces

nombres k, il existe alors Jj, tel que j > Jj, implique |[x;]; — [z]x| < €/d. Ainsi, pour tout
J = Supicpeq s |25 — 2| < Zizl |[x; — z]x| < €, ce qui permet de conclure. O

Nous avons ainsi montré que la suite numérique (z;); converge vers z dans C si et seule-
ment si les suites (Rz;); et (3z;); convergent vers Rz et Iz respectivement. Ainsi, une
suite numérique (z;); converge vers une limite z si et seulement si la suite (Z;); converge
vers Z. Remarquons qu’il n’existe pas de propriété générale de ce type pour une suite de
R? qui converge vers I'infini. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer, dans R?, la suite
(zj = (4,0)); et la suite (y;); définie par yo; = (24,0) et y2j—1 = (0,25 — 1), pour tout
7 € Np.

4.3.6 Module d’une suite convergente

Proposition 4.3.15 Soit (x;); une suite de RZ.
— Si cette suite converge vers un point x € RY, alors la suite (|x;]); converge vers |x|.
— La suite (x;); converge vers zéro si et seulement si la suite (|z;|); converge vers zéro.

— La suite (xj); converge vers l'infini si et seulement si la suite (|xj|); converge vers
Uinfini.
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Preuve. Seul le premier point n’est pas trivial. Il résulte en fait de I'inégalité Hx]] — ]a:H <
|z; — x|, valable pour tout j € Np. O

Si la suite numérique réelle (|z;|); tend vers une limite non-nulle z, on ne peut bien
str rien conclure au sujet de la suite (x;);. Pour le voir, il suffit de considérer la suite

(z; = (=1)7);.

4.3.7 Théoreme de Césaro

Théoréme 4.3.16 (Césaro) Si la suite (z;); de R? converge vers x € RY, alors la suite
(y;); définie par y; = (1/§) > 5., T converge également vers .

Preuve. Pour tout € > 0, il existe J; tel que |x; —x| < /2 pour tout j > J;. Il existe alors
Jy tel que (1/7) 2#:1 |z — x| < £/2 pour tout j > Jo. Ainsi, pour tout j > max{.Jy, Ja},

on a
1< 1 1
= we = < =D lme—al+ - > |-l <,

ce qui suffit. O

Remarque 4.3.17 La suite (x; = (—1)7); ne converge pas, mais on vérifie de suite que
lon a (1/5) > 7, xr — 0.

4.3.8 Suites numériques convergentes

Proposition 4.3.18 Le théoréeme 4.3.13 s’applique aux suites numériques si on remplace
« produit scalaire » par « produit », « R » par « C » et « (xj,y5) » par « x;y; ».

Preuve. La méme démonstration convient si on remarque que, pour tous 2,2’ € C, on a

22" = |2]] /). O
Proposition 4.3.19 Si K € Ny et les suites numériques (z](-l))j, ce (zj(-K))j convergent
respectivement vers 2V, ... 25 glors la suite numérique dont le j-ieme élément est égal
a z](-l) e Z](K) converge vers z() ... z(K).

Preuve. Pour K = 2, cela résulte de la proposition 4.3.18. Un raisonnement par récurrence
permet de conclure. O

Proposition 4.3.20 Si la suite numérique (2;); converge vers un nombre complexe non-
nul z et si on a z; # 0 pour tout j € Ny, alors la suite (1/z;); converge vers 1/z.

Preuve. 1l existe un nombre réel J; tel que j > J; implique |z; — 2| < |2]/2. Des lors, pour
tout j = Ji,
1, |z—z 1 1 2

< |z =z <|Z—Zj|w-

1
o e
5 2 EIERIERE]

Maintenant, pour tout ¢ > 0, il existe un nombre réel J, tel que j > Jo implique |z; — 2| <
g|z|?/2. Pour tout j = sup{Jy, Jo}, on a alors |1/z; — 1/z| < &, ce qui suffit. O
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Proposition 4.3.21 Sila suite numérique (2;); n’a aucun élément nul, alors elle converge
vers zéro si et seulement si la suite (1/z;); converge vers l'infini.

Proposition 4.3.22 Une suite numérique réelle (x;); converge vers x € R si et seule-
ment si les suites numériques réelles (x;“)] et (x;); convergent vers x™ et x~ respective-
ment.

+ + N
;oA Ty =a) —xg o
—x = O

Preuve. De fait, si ; — =, on a xf = (Joj| £z5)/2 > at et siz

T

- ) . 1 K
Remarquons que nous avons incidemment montré que si K € Ny et (xg ))j, e (x( ))j

J
sont K suites numériques réelles qui convergent respectivement vers (1, ..., 2(5) alors

(16
J

respectivement vers sup{z(, ..., z¥)} et inf{z™), ... 25}, Sila suite numérique réelle
(x); converge vers l'infini, on ne peut rien affirmer au sujet des suites (l‘;—) j et (z;);. Pour
s’en convaincre, il suffit de considérer les suites numériques rélles (z; = j);, (y; = —j); et

(2 = (=1)7);-

les suites numériques réelles (sup{xg-l), . ,acg-K)})j et (inf{:rg.l), ...,x; '}); convergent

Proposition 4.3.23 Si (x;); et (y;); sont deuz suites numériques réelles qui convergent
respectivement vers x et y, alors
— st x # vy, il existe un nombre réel J tel que x; # y; pour tout j > J. Dés lors si x
différe de a € R, il existe J tel que x; # a pour tout j = J,
— st x <y, alors il existe un nombre réel J tel que x; < y; pour tout j = J. En
particulier si on a x < a (resp. x > a) (a € R), il existe J tel que x; < a (resp.
xj > a) pour tout j = J.

Preuve. De fait, il existe un nombre réel J tel que j > J implique |z; — z| < |z —y|/3 et
ly; —y| < |z —y|/3. Le premier point résulte alors des inégalités suivantes, valables pour
tout j > J, |xj —y;| = |z —y| —|z; — x| — Jy; —y| > |r —y|/3. Le cas particulier s’obtient
en considérant la suite particuliere (y; = a);. Pour le second point, on a, pour tout j > J,
yj—x; 2 y—a—|z;—x|—|y; —y| > (y —x)/3. Pour le cas particulier, il suffit, ici aussi,
de considérer une suite constante. g

Proposition 4.3.24 Si la suite numérique réelle (z;); converge vers x € R et si, pour
tout j € No, on axj < a (resp. x < a, x> a, x > a) (a € R), alors on a z < a (resp.
r<a,x>a,x>a)

Preuve. Vu la proposition précédente, il suffit de procéder par contradiction. U

Proposition 4.3.25 Si une suite numérique réelle (z;); converge vers +0o (resp. —oc)
et si la suite numérique réelle (y;); est telle que xj < y; (resp. x; = y;j) pour tout j € Ny,
alors elle converge vers +00 (resp. —o0).

Théoréme 4.3.26 (étau) Si les suites numériques réelles (z;); et (2;); convergent vers
a € R et si la suite numérique réelle (y;); vérifie v; < y; < zj pour tout j € Ny, alors la
suite (y;); converge vers a.

Preuve. Cela résulte aussitot des majorations |y; — a| < sup{|z; — al,|z; — al}, valables
pour tout 5 € Np. O
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Le résultat précédent est parfois appelé théoreéme du sandwich.
Traitons quelques exemples fondamentaux

Rappel 4.3.27 Nous établirons que pour tout nombre réel » > 0 et tout nombre naturel

j € Ny, il existe un et un seul z > 0 tel que 2/ = r. Ce nombre est appelé racine j-ieme
de 7 et est noté ¥/r.

Exemple 4.3.28 Pour tous r > 0, la suite (x;); définie par z; = /r tend vers 1. Tout
d’abord, puisque {/1/r = 1/y/r, nous pouvons nous restreindre au cas r > 1. Posons
y; = x; — 1 pour tout j € Ng. On a, en utilisant la formule du binéme de Newton,

i
r=(y+17 =) (k>yf > jyj,
k=0

ce qui permet d’obtenir les relations 0 < y; < r/j — 0.

Exemple 4.3.29 La suite (z;); définie par z; = ¥/j converge vers 1. Comme précédem-
ment, posons y; = z; — 1. On a

j=( :i<> ‘72_1).%2

ce qui prouve que I'on a 0 < y; < y/2/n—1—0.

Exercice 4.3.30 Montrer que pour tout n € Ny et tout x > 0, on a
j’n

(1+z) =0

Suggestion. Lorsque j > 2n, on a

- xnl
R R T U ERIRN Y

n+1 +1
Tl (Z)n—l—l - (x/Q)nJrl bl
(n+1)!"2 ~ (n+1)!
et donc
) n |
(P A U L SN
(14 )/ "t

Exercice 4.3.31 Pour tout n € Ny et tout z € C tel que |z| > 1, montrer que j/2/ — 0.
Suggestion. Puisque
J" J"
EIREaE

cela résulte de I'exemple précédent avec = = |z| — 1.
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4.4 Compléments de théorie pour les suite réelles

4.4.1 Suites monotones

Théoréme 4.4.1 Une suite numérique réelle croissante et majorée (resp. décroissante
et minorée) converge vers la borne supérieure (resp. inférieure) de ses éléments

Preuve. Soit (x;); une suite de R croissante et majorée. Désignons par z la borne su-
périeure de I'ensemble £ = {z; : j € Ny} et montrons que 'on a z; — z. La proposi-
tion 2.2.14 implique que pour tout € > 0, il existe un élément x; € E tel que z —e < z .
La suite (x;); étant croissante, on a, pour tout j > J, |x; — x| <z —z; < €, ce qui suffit
pour démontrer le cas d’une suite croissante.

Le cas d’une suite décroissante (x;); se traite de méme. On peut aussi considérer
le cas de la suite croissante et majorée (—x;);. Elle converge vers la borne supérieure
de 'ensemble de ses éléments, qui est 'opposé de la borne inférieure de I’ensemble des
éléments de la suite (z;);. O

Exemple 4.4.2 Etudier la convergence de la suite réelle (x); définie par

T

k=1 J
Cette suite est strictement croissante, puisque

gL L @D+ D) =22+
o T2 +2) (2541 (G+1) 202j + 1)(j + 1) )

pour tout j € Np. De plus, on a z; < j(1/j) = 1. Vu le théoreme 4.4.1, cette suite
converge.

Exemple 4.4.3 La suite (z;); définie par z; = i:l 1/k? converge. En effet, cette suite
est trivialement croissante et majorée, puisque

Tpo= 14y =1y
=k k:l<k+1)
< 1+J71 L —1—}—]711 5! =2 1<2
kzlk(k—i—l) k:lk k:1k+1 n

Exercice 4.4.4 Montrer que la suite (z;); définie par z; = Zizo 1/k! converge.
Suggestion. Cette suite est croissante et on a

puisque k! > k? pour tout entier k supérieur ou égal & 4, comme on le montre aisément
par récurrence. Des lors, I'exemple 4.4.3 permet de conclure.

Cet exercice donne lieu a I’exemple suivant.
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Exemple 4.4.5 Etablir que la suite (x); définie par

1.,
5'3]':(14';)]

converge vers le nombre

Suggestion. Considérons la suite (y;); définie par y; = Zi:o 1/k!. Grace a l’exercice 4.4.4
(ou 4.4.13), nous savons que cette suite converge vers une limite que nous noterons e.
Pour tout entier k tel que 2 < k < j, posons maintenant

2 k—1

= (1= 1= 1= ),

On a bien str o e 1 ) |
(k) J—L4,J - J— k- J:
P — ‘ Y. : —— .
;= j . j ) j )= 3* (G = k)!
Par la formule du binéme de Newton, on obtient

yi—x; =

De plus, on a

1_k(kz—‘l) <r(k) <1
2 J
pour tous j, k tels que 2 < k < j. Clest trivial si k = 2. Supposons 'inégalité de gauche
démontrée pour k = 2,...,[ et montrons qu’elle est encore vraie pour k =17+ 1. On a
_(l—i-'l)l _ 1_l(l—'1) ig (l)_i
2] 2j g
1 2 -1 l
< (== (1- ) -
J J J J
1 2 -1 l I+1
S @=0=9 1= - =r".
J J J J

(%)

L’inégalité de droite étant triviale, la majoration et la minoration portant sur T
bien été démontrées. On obtient alors, pour tout j > 2,

k—1) 1 I 1
_33]\2 N _272]{7 2£j7

ce qui prouve que la suite (x;); converge vers e, par le théoréme de 1'étau.

ont
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Remarque 4.4.6 L’étude de la suite (1 +1/5)7 est plus aisée si on considere la fonction
f(z) = (1/2)* sur |0,4o00] et la limite lim,_,~ f(x). En effet, grace a la théorie concer-
nant les fonctions, on montre que f € C°°(]0, +o0]) et, en ayant recours au théoreme de
I'Hospital, lim, o In f(x) = 1, ce qui suffit par continuité.

Exercice 4.4.7 Etablir que, pour tout a > 0, la suite numérique réelle (x;); définie par
récurrence par x1 > 0 et
1 a
Tjy1 = 5(:1)] + g)

pour tout j € Ny converge vers \/a.
Suggestion. Etablissons d’abord que pour tous 7,5 = 0, on a \/7s < (r + s)/2. En élevant
chaque membre au carré, cette relation est vérifiée si et seulement si 7s/2 < r? + 52,
c’est-a-dire si et seulement si (r — )% > 0.

Bien sur, z; > 0 pour tout j € Ny. De plus, 'inégalité \/rs < (r + s)/2 valable pour

tous r, s > 0 implique
1
Va= \JTi 5 *) = Tj+1

pour tout j € Np. Ainsi, j € Ny 1mphque xj+1 > a et par conséquent a/zj;1 < Tji1.
Au total, la suite (z;); est décroissante a partir de x5 et minorée, donc converge, vu le
théoreme 4.4.1. Puisque la limite  de cette suite doit vérifier x > 0 et x = (z + a/x)/2,

on azr =./a.

Exercice 4.4.8 Si la suite (z;); de RT vérifie x4+, < 2,4 pour tous p,q € Ny, établir

1/j

que la suite (y;); définie par y; = x;/* converge vers inf{le-/ Tije No}.

Suggestion. soit x = mf{:nj/] : j € Ng}. Pour tout ¢ > 0, il existe j € Ny tel que
zj < (z+¢€)’. Posons s = sup{x1,...,z;}. Pour tout k € Ny, soient py,qr € N tels que
k = jpr+aqi avec 0 < i < j. Il vient successivement zy, = Zjp, 44, < Tjp,Tq, < (x+€)Pks.
Donc, = < a:,lg/k < (z + e)Pe/bst/k = (2 4 e)s'/F(x + )~%/k. Or, puisque /7 tend
vers 1 pour tout r > 0, la suite ({/s(a + &)%), tend vers 1. Par conséquent, il vient
a < a,lc/ F < (a + 2¢) pour k suffisamment grand, ce qui permet de conclure 2.

Corollaire 4.4.9 Si une sous-suite d’une suite numérique réelle croissante (resp. dé-
croissante) converge, alors la suite converge.

Preuve. Soit (7;); une suite de R croissante dont la sous-suite (x;)); converge. Comme
toute suite convergente est bornée, il existe C' > 0 tel que |x;)| < C pour tout j € N.
On a des lors |z;] < |zp;)| < C pour tout j € Np, ce qui montre que la suite (z;); est
bornée. La proposition precedente permet alors de conclure. Pour le cas d’une sous-suite
décroissante, on peut soit procéder de maniere semblable, soit remarquer que la suite
(—z;); est croissante. O

4.4.2 Suites adjacentes

Une conséquence du théoreme 4.4.1 est connue sous le nom de théoreme des suites
adjacentes.

2. Des lors, pour tout élément z d’une algebre normée (X, || - ||), la suite (|la?]|*/7); converge vers
inf{||a’||'/7 : j € No}.
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Définition 4.4.10 Deux suites réelles (x;); et (y;); sont dites adjacentes si I'une est
croissante, I'autre décroissante et si leur différence (z; — y;); tend vers zéro.

Lemme 4.4.11 Si deux suites réelles (x;); et (y;); sont adjacentes, alors, si (x;); désigne
la suite croissante, on a xj <y, pour tous les indices j, k € Ny.

Preuve. Puisque, pour tout j € Ny, on a
Yji+1 — Y5 < 0 < mjp1 — 2y,

la suite (y; — x;); décroit vers zéro. Il s’ensuit que y; — x; > 0 pour tout j € Ny. Soient
maintenant j et £ deux nombres naturels non-nuls; si j <k, ona x; < xp < yg. Sij >k,
onax; <Yj < Yk O

Proposition 4.4.12 (suites adjacentes) Si les deuz suites réelles (xj); et (y;); sont
adjacentes, alors elles sont convergentes et ont la méme limite | € R. Qui plus est, si (x});
désigne la suite croissante, on a xj <1 <y pour tous j, k € Np.

Preuve. Puisque x; < y; pour tout j € Ny, le théoreme 4.4.1 implique que la suite (z;);
converge vers la borne supérieure zy € R de ses éléments. De méme, puisque la suite (y;);
est décroissante et minorée par xi, elle converge vers la borne inférieure yg € R de ses
éléments. La suite (z; — y;); converge donc vers xg — yo ; or, par hypothese, elle converge
également vers zéro. L'unicité de la limite implique donc zg = 9. Enfin, il est évident que
I'on a, par définition de xg et yo, x; < 29 = yo < Yy pour tous j, k € Np. O

Exercice 4.4.13 Montrer que la suite (x;); définie par z; = i:a 1/k! converge.
Suggestion. Considérons la suite auxiliaire (y;); définie par y; = x;+1/(j(j!)). Cette suite
est décroissante, puisque

N LI ! -
YT T G T GG G)
E L R p——
G i+ GG
1,1 1 1
= G370+ )

_ ;M(j(jﬂ)ﬂ—(jﬂ)z)
-1
= v <

Puisque 1/(j(j!)) — 0, les suites (x;); et (y;); sont adjacentes, ce qui implique qu’elles
convergent vers une limite commune.

On définit le nombre e comme suit : e = lim;_, Zizo 1/k!. Ce nombre est irrationnel.

Remarque 4.4.14 Dans l'exercice précédent, on remarque que j(j!)x; est un nombre
entier et qu'il existe (en utilisant la suite auxiliaire (y;);) une suite (r;); d’entiers telle
que

T ri+1
s <e < o,
oD 3(h
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pour tout j € Ny. Si e était un nombre rationnel, on aurait alors e = p/q avec p € N et
q € Np, mais les inégalités précédentes impliqueraient

rq < pgl <rg+1,

ce qui est impossible, puisque pq! est un nombre entier.

4.4.3 Limites supérieures et inférieures

Définition 4.4.15 Si (z;); est une suite bornée de R, posons y; = sup{z; : k > j}.
La suite (y;); ainsi définie est décroissante et minorée; elle converge donc. Sa limite est
appelée limite supérieure de la suite (z;); et est notée

limsupx; = lim z; = lim sup{z; : k > j}.
j—00 j—00 j—00

Si la suite (x;); n’est pas majorée, on pose lim SUD;j_,o0 Tj = +00; si elle est majorée et
que la suite (y;); n’est pas minorée, on pose limsup;_,, 7; = —oc.

Définition 4.4.16 Si (x;); est une suite bornée de R, posons y; = inf{x; : k > j}. La
suite (y;); ainsi définie est croissante et majorée ; elle converge donc. Sa limite est appelée
limite inférieure de la suite (z;); et est notée

liminfz; = lim 2; = lim inf{z; : k > j}.
j—00 j—o00 j—00

Si la suite (z;); n’est pas minorée, on pose liminf; ,o, z; = —o0; si elle est minorée et
que la suite (y;); n’est pas majorée, on pose liminf;_,o z; = 4o0.

Exemples 4.4.17 Donnons quelques exemples simples :
- Siz; = (—1)]" pour tout j € Np, alors limsup; . x; =1 et liminf; oo z; = —1.
— Siz; = (—1)7j pour tout j € Ny, alors limsup,_, . ¥; = 400 et liminf; , z; = —oo0.
— Siz; = j+(—1)j pour tout j € Ny, alors lim SUPj_y00 Tj = +00 et liminf; o0 z; = 0.
— Siz; = j pour tout j € Ny, alors limsup,_,, ; = liminf;_,o z; = +o0.

Remarque 4.4.18 Pour toute suite (z;); bornée de R, on a

limsupz; = —liminf(—x;) et liminfz; = —limsup(—x;)
j—o0 J—00 J—oo j—o0

Proposition 4.4.19 Soient (x;); une suite bornée de R et x un nombre réel. On a x =
limsup;_, o x; (resp. x = liminf; ;) si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :
— pour tout € > 0, il existe un indice J tel que j > J implique xv; < x + € (resp.
rj=>x—¢€),
— pour tout € > 0 et tout un indice j, il existe un indice jo supérieur a j tel que
xj, = x —€ (resp. xj, < T +¢).

Preuve. Traitons le cas de la limite supérieure, le cas de la limite inférieure se traitant de
méme ou en considérant la suite (—z;);. Remarquons d’abord que la premiere condition
est vérifiée si et seulement si, pour tout € > 0, 'ensemble {j € Ng : ; > x + ¢} est fini
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et que la seconde condition est vérifiée si et seulement si, pour tout € > 0, 'ensemble
{j €No:xj; >z — e} est infini. Pour tout j € Ny, posons y; = sup{zy, : k > j}.

Les conditions sont nécessaires. Si I'ensemble {j € Ny : z; > « + ¢} est infini, alors on
ay; > x +¢ pour tout j € Ng et donc limsup;_,, ; = x +¢€, ce qui est contradictoire. Si
I'ensemble {j € Ny : x; > x —¢e} est fini, alors, il existe un indice J tel que j > J implique
zj < x —¢e. Pour un tel indice j, on a y; < x — € et donc limsup,_,., z; < = — ¢, ce qui
est également impossible.

Les conditions sont suffisantes. Soit € > 0. La premiere condition implique 'existence
d’un indice J tel que y; < x + € et la seconde implique simplement y; > x — ¢ pour tout
7 € Np. Des lors, pour tout j > J, on a

T—e<Y; SYs<x+e,
ce qui prouve que 'on a y; — x. ]
Théoréeme 4.4.20 Une suite bornée (z;); de R converge si et seulement si

limsup z; = liminf ;,
j—00 J—00
auquel cas,
lim z; = limsup z;.
Jj—roo j—o0
Preuve. La condition est nécessaire. Posons, pour tout j € Ny, y; = sup{z : k > j} et
supposons avoir x; — . Pour tout € > 0, il existe un indice J tel que j > J implique

r—e<uzj<x+e.
Pour un tel indice j, on a donc y; < x + ¢ et ainsi
r—e<wj<yY; ST+e,

ce qui montre que la limite supérieure de la suite (x;); est z. On montre de la méme
manieére que la limite inférieure de cette suite est également x.
La condition est suffisante. Posons
x = limsup x; = liminf x;
j—r00 J—o0

et soit € > 0. Vu la proposition précédente, il existe un indice J; tel que j > J; implique
xj < x+¢ et un indice Jy tel que j > Jp implique x; > x —e. En posant J = max{J, J2},
on obtient, pour tout j > J,

r—e<zj<zT-+e,

ce qui suffit. O

Corollaire 4.4.21 Si(z;); est une suite bornée de R, il existe une sous-suite qui converge
vers la limite supérieure cette suite.

Preuve. Posons x = limsup,_,., z;; par la proposition 4.4.19, pour tout £ > 0 et tout
indice j, il existe un indice jo > j tel que =, > x —e. Ainsi, il existe un indice k(1) tel que
Tpy =« — et si k(1),...,k(j — 1) on été construits, il existe un indice k(j) > k(j — 1)
tel que zy(;) > = — 1/j. Puisque, quelque soit ¢ > 0, z; < x + € pour j assez grand, on a
Tk(5) — T. O



Chapitre 5

L’espace euclidien R4

Nous allons nous intéresser ici aux propriétés plus spécifiques de 'espace métrique R?
équipé de la distance euclidienne.

5.1 Rappels

Dans cette section, les définitions et propriétés de base des espaces métriques sont appli-
quées a I'espace euclidien R? muni de la distance euclidienne d(z,y) = |z — y|. Le lecteur
familié avec cette théorie s’attardera essentiellement sur les exemples et exercices.

5.1.1 Owuverts et fermés

Rappel 5.1.1 Soient ¢ € R% et r > 0; la boule ou boule ouverte de R? de centre ¢ et de
rayon r est la partie de R? B(c,r) = {x € R?: |c — y| < r}. La boule fermée de centre ¢

et de rayon r est ensemble B(c,7) = B(c,<r)={z € R%: |c —y| < r}.
Dans R?, on utilise parfois le mots disque en lieu et place de boule.

Rappel 5.1.2 Etant donné un point z de R%, un voisinage de x est une partie de R?
contenant une boule centrée en z.

Dans R, une boule ouverte B(z,r) est 'intervalle ouvert | — r, & 4 r| et inversement,
Vintervalle ouvert Ja, b[ est la boule ouverte B(%(a + b), 3(b — a)). De la méme maniere,
une boule fermée B(x, < r) est l'intervalle fermé [z — 7,z + 7] et un intervalle fermé [a, b]
est la boule fermée B(3(a+b),< 3(b— a)).

Rappel 5.1.3 Une partie U de R? est ouverte (on dit que U est un ouvert) si tout point
de U est le centre d’une boule incluse dans U :

VeeU:3r>0:B(x,r) CU,

ou encore
VeeU:Fe>0:|lx—y|<e=>yel.

Rappel 5.1.4 Une partie F de R? est fermée (on dit que F est un fermé) si son complé-
mentaire F'¢ est ouvert.

83
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On vérifie directement que R?% et @ sont & la fois ouverts et fermés.

Exemple 5.1.5 On montre aisément qu’un intervalle du type | — oo, b ou |a, +oo[ (a,b €
R) est ouvert ; il en résulte que les intervalles du type [a, +oo] et | — 00, b] sont fermés.

Rappelons la propriété fondamentale suivante.

Proposition 5.1.6 Une partie de R? est fermée si et seulement si elle contient la limite
de ses suites convergentes

Preuve. La condition est nécessaire. Soit (z;); une suite du fermé F' C R? qui converge
vers un point z. Si z € F€, alors il existe ¢ > 0 tel que |z — y| < ¢ implique y € F*¢,
puisque F'“ est ouvert. Or, il existe un indice J tel que j > J implique |z — x| < €. Ainsi,
pour tout j > J, x; € F N F° ce qui est absurde.

La condition est suffisante. Supposons la partie F' de R? n’est pas fermée ; F'° n’est donc
pas ouvert et il existe donc un point z € F° tel que, pour tout € > 0, on peut trouver un
point y de F' pour lequel |z — y| < . Ainsi, pour tout j € Ny, il existe un point z; € F
tel que | — x;| < 1/j. La suite (z;); de F' ainsi construite converge donc vers x, ce qui
implique = € F. ]

Théoreme 5.1.7 Toute union d’ouverts est ouverte, toute intersection de fermés est fer-
mée.

Preuve. Si x est un point d’une union d’ouverts, il appartient a I'un de ces ouverts, disons
U. 1l existe donc € > 0 tel que |z — y| < € implique y € U. Un tel point y appartient donc
a I'union, ce qui prouve qu’une union d’ouverts est ouverte.

Montrons la seconde assertion. Soient J un ensemble quelconque et, pour tout j € J,
Fj un fermé de R%. On a (NjesFy)¢ = Ujes Fy, ce qui suffit pour conclure, vu la premiere
partie. ]

Théoreme 5.1.8 Toute intersection finie d’ouverts est ouverte, toute union finie de fer-
meés est fermée.

Preuve. Soient Uy, ...,U; des ouverts de R? et = un point de 'intersection de ces en-
sembles. Pour tout j € {1,...,J}, il existe €; > 0 tel que |z —y| < ¢; implique y € U;. En
posant € = minj¢j<y€;, on obtient |x —y| < € implique y € U; quelque soit j € {1,...,J}.
Un tel point y appartient donc a 'intersection des Uj, ce qui prouve qu’'une intersection
finie d’ouverts est ouverte.

La seconde partie s’obtient par passage au complémentaire. ]

Les résultats qui suivent peuvent se déduire des résultats généraux portant sur le pro-
duit fini d’espaces métriques.

Exercice 5.1.9 Montrer qu'un intervalle de R? est ouvert si et seulement si chacun de
ses intervalles constitutifs est ouvert dans R.
Suggestion. Soit I = H?Zl I; un intervalle de R? d’intervalles constitutifs I, . .., I;. Mon-
trons que la condition est nécessaire. Soit j € {1,...,d}; pour tout s € I;, il existe un
point = € I tel que [z]; = s. Par hypothese, il existe r > 0 tel que B(x,r) C I, donc tel
que B(s,r) = {lyl; : |« — y| < r} C I;.

La condition est suffisante. Soit « un point de I. Pour tout j € {1,...,d}, il existe
rj > 0 tel que B(xj,7;) C I;. On obtient de suite B(z,infi<j<q7;) C I, ce qui suffit pour
conclure.
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Exercice 5.1.10 Montrer qu'un intervalle de R? est fermé si et seulement si chacun de
ses intervalles constitutifs est ouvert dans R.

Suggestion. Un intervalle fermé de R s’écrit comme une intersection de d ensembles du
type E; = {x € R?: a < [z]; < b} avec a,b € Ret j € {1,...,d}, eux-mémes intersection
d’intervalles du type 4; = {z € R? : a < [z];} et B; = {z € R?: [2]; < b}. Pour tout
indice j, les complémentaires de A; et B; étant des ensembles ouverts, le complémentaire
d’un intervalle fermé de RY s’écrit comme une union (finie) d’ensembles ouverts (qui sont
en fait des intervalles ouverts de R), ce qui suffit.

Le corollaire 4.1.8 peut étre directement obtenu.

Exercice 5.1.11 Montrer qu’une partie U de R est ouverte si et seulement si tout point
de U est le centre d’un intervalle inclus dans R¢.

Suggestion. Soit r > 0; si z € H?Zl] —r,r[,on a |z] < Z?Zl |zj| < 2dr et donc z €
B(0,2r). Si z € B(0,r), alors, pour tout j € {1,...,d}, |z;] < |z] < r et donc z €

H;l:l] —7/2,7/2[. On conclut directement puisque, si I est un intervalle de R, pour tous

r,7’ >0, on a B(0,r) C I C B(0,7) si et seulement si B(c,r) C ¢+ I C B(c,r') pour
tout ¢ € R%.

5.1.2 Intérieur, adhérence, frontiere

Rappel 5.1.12 Un point = de R? est un point intérieur d’une partie E de R? il est le
centre d’une boule incluse dans E :

>0:|lz—y|l<e=yckE.

L’intérieur de E est 'ensemble des points intérieurs a F ; il est noté E°.

Rappel 5.1.13 Un point x des R? est un point adhérent d’une partie E de R? si toute
boule de centre x est d’intersection non-vide avec E :

Ve>0, Jye E:|lx—y|<e.
L’ adhérence d’une partie E de R? est ensemble des points adhérents & E ; il est noté E.

Rappel 5.1.14 Un point = de R? est un point frontiére d’une partie E de R? si toute
boule de centre x est d’intersection non-vide avec FE et E° :

Ve>0:3yeE, ze E: j[zx—y|<cet|z—2z|<e.
La frontiére de E est ’ensemble des points frontieres de E'; elle est notée E°® ou OF.

On a clairement E®* = E'\ E°.
Rappelons les résultats suivant, qui montrent notamment que E° est le plus grand
ouvert inclus dans E et que E est le petit fermé contenant F.

Proposition 5.1.15 L’intérieur de E C R? est un ouvert inclus dans E contenant tout
ouvert inclus dans E.
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Preuve. Bien str x € E° implique x € E et si U est un ouvert inclus dans E, on a
également x € U implique x € E. ontrons que E° est ouvert. Si x est un point de E°,
il existe & > 0 tel que |z — y| < e implique y € E. De 14, si /' vérifie |z — ¢/| < ¢/2,
on a |y — z| < /2 implique |z — z| < |z — /| + |y — 2| < € et donc z € E. Au total,
|z — /| <e/2 implique 3’ € E°, ce qui montre que E° est ouvert. O

Proposition 5.1.16 Un point appartient & Uadhérence d’une partie E de R? si et seule-
ment s’il existe une suite de E qui converge vers ce point.

Preuve. La condition est nécessaire. Si = est un point de £, pour tout j € Ny, il existe un
point z; de E tel que |x — x| < 1/j. La suite (z;); de £ ainsi construite converge vers .
La condition est évidemment suffisante. O

Exercice 5.1.17 Montrer que l'on a (E)¢ = (E)° et (E°)° = E°.
Suggestion. On a x ¢ FE si et seulement s'il existe ¢ > 0 tel que | — y| < £ implique
y € E°, c'est-a-dire si x € (E°)°. L’autre égalité se démontre de méme.

Proposition 5.1.18 L’adhérence de E est un fermé contenant E et est inclus dans tout
fermé contenant E. Bien sur E est fermé, puisque (E)¢ = (E)°.

Preuve. On a bien siir E C E. Vu la proposition précédente, E est inclus dans tout fermé
contenant . O

Proposition 5.1.19 Pour toute partie E de R?, on a E®* = E N E°.

Preuve. On a ENE=EN(E°)=FE\ E°. O

Exemple 5.1.20 On vérifie directement que, pour tous a,b € R, [a,b]° =]a,b[, ]a,b] =
[a,b] et |a,b[*= [a,b]® = {a,b}.

5.1.3 Bornés

Rappel 5.1.21 Une partic E de R? est bornée s'il existe 7 > 0 tel que E C B(0,7);
autrement dit tel que |z| < r quelque soit z € E.

Rappel 5.1.22 Un voisinage de l'infini est une partie non-bornée de R<.

Exercice 5.1.23 Une partie £ de R est bornée si et seulement si elle est majorée et
minorée.
Suggestion. La condition est nécessaire. De fait, s’il existe C' > 0 tel que, pour tout x € E,
|z] < C, ona—-C < 2z < C pour tout x € E. Des lors, C' est un majorant et —C' un
minorant de F.

La condition est suffisante. De fait, si m et M sont respectivement un minorant et un
majorant de F, on vérifie de suite que la majoration |z| < C a lieu pour tout = € E, avec
C = sup{|m|, |M][}.

Bien sur dans R, les seuls intervalles bornés sont ceux du type [a,b], |a,b], [a,b] et ]a,b[
(a,b € R).

Dans R, nous avons déja obtenu un critére, qui peut étre ré-obtenu en utilisant spéci-
fiquement la distance eulidienne.
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Exercice 5.1.24 Une partie £ de R? est bornée si et seulement si, pour tout j €
{1,...,d}, I'ensemble {z; : x € E} est borné.
Suggestion. La condition est nécessaire. De fait, si, pour tout = € F, |z| < C, on a
également |z;| < |z| < C pour tout j € {1,...,d}.

La condition est suffisante. Pour j € {1,...,d}, soient E; = {z; : x € E} et C; > 0
tels que, pour tout r € Ej, |r| < C;. On a, pour tout z € E, |z| < Z?Zl || < Z?Zl C;.

Le cas des intervalles de R? est réglé par le critere suivant.

Corollaire 5.1.25 Un intervalle de R% est borné si et seulement si chacun de ses inter-
valles constitutifs est borné dans R.

5.1.4 Diametre d’une partie

Rappel 5.1.26 Soit £ une partie non-vide de R?; si {|z — y| : 2,y € E} est une partie
majorée de R, on appelle diamétre de E le nombre

diam(FE) = sup{|z —y| : x,y € E}.
Exemple 5.1.27 Toute boule de R admet un diameétre ; plus précisément,
diam(B(e,r)) = diam(B(c, < 1)) = 2r.

En effet, soit B = B(c,r) ou B = B(c, < r). Nous savons déja que toute boule de R?
est non vide et bornée; elle admet donc un diametre. D’une part, 2r est un majorant
de {|x — y| : x,y € B}. De fait, pour tous z,y appartenant a cette boule, |z — y| <
|z — ¢| + |c — y| < 2r. Soient maintenant z = ¢ — (r — §/2)e; et y = ¢+ (r — /2)eq, avec
0<d<2r.Onaxye B. Quiplus est, [ —y| = 2r — J. La proposition 2.2.14 permet
de conclure.

Exemple 5.1.28 Tout intervalle borné admet un diametre. Plus précisément, si, pour
tout j € {1,...,d}, I; est un intervalle d’origine a; et d’extrémité b;,

d
diam(H I;)=1b—al.
j=1

En effet, soit I = H?Zl I;. Tout intervalle est non vide et donc tout intervalle borné admet
un diametre. Le nombre |b— a| est un majorant de {|z —y| : z,y € I}. De fait, si 2,y € I,
|z —y|? = E;l:l |z —y;| < Z;l:l b; —a;| = [b—al?. D’autre part, siz = a+(5/2)(b—a) et
y=a+(1-9/2)(b—a),avec0 < d < 1,onax,y € I. Qui plus est, |z —y| = (1 —=9)[b—al.
La proposition 2.2.14 permet de conclure.

Meéme s’il existe, le diametre d’une partie non-vide E n’est pas nécessairement réalisé.

Remarque 5.1.29 Pour F C R?, il n’existe pas nécessairement deux points , y tels que
diam(FE) = d(x,y). Pour le voir, il suffit de considérer un intervalle du type ]a,b[. Nous
savons cependant que le diametre d’un compact non-vide est toujours réalisé.

Remarque 5.1.30 Le diametre d’une partie non-vide de R¢ vaut zéro si et seulement si
cette partie est un singleton.
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5.2 Propriétés de espace euclidien

5.2.1 Complétude

Théoréme 5.2.1 (Cauchy) L’espace R? (muni de la distance euclidienne) est complet,
i.e. toute suite de Cauchy de R? converge.

Preuve. Nous avons déje vu que la condition est nécessaire : si la suite (z;); de R? converge
vers x, pour tout ¢ > 0, il existe J tel que j > J implique |z; — z| < ¢/2. Ainsi,
|zp — 24| < |zp — 2| + |2 — 24| < € pour tous p,q > J.

La condition est suffisante. I suffit, étant donné une suite (z;); de Cauchy de R%, d’en
extraire une sous-suite convergente. Soit k(1) € Ny le premier indice tel que |z, — z4| <
107! pour tous p,q > k(1). L’indice k(j) € N, avec j > 1 est construit par récurrence.
Si les indices k(1),...,k(j — 1) ont été déterminés, k(j) est le premier indice strictement
supérieur a k(j — 1) tel que |z, — 24| < 1077 pour tous p,q = k(j).

Montrons que la sous-suite (x;)); ainsi construite de (x;); converge. Il suffit pour cela
d’établir que la suite ([z4(;)];); des [-itmes composantes converge pour tout [ € {1,...,d}.

Soit (sgl)) ; la suite définie par

l
s = [y — gl + -+ lEne) — zlf + )l

Il s’agit d’une suite numérique réelle croissante. Puisque ]sgl)| < |7yl + 1 pour tout
7 € Np, elle est convergente. De méme, on montre que la suite (ng-l)) ;j définie par

l ) B -
n) = long) — ool + o+ o) — sl + o)

est croissante et majorée. Au total, la suite (sg.l) — ng.l)) i = ([rg(jyli); converge, ce qui suffit
pour conclure. O
Remarque 5.2.2 Remarquons que, dans la démonstration précédente, sgl)
partie positive de [y ]-

n’est pas la

Voici une preuve, reposant sur la notion de limite supérieure.

Preuve. Pour montrer qu’une suite de R? converge, il suffit de montrer que chacune de ses
composantes converge. Il suffit donc de montrer que si (z;); est une suite de Cauchy de R,
elle converge. Soient x la limite supérieure de cette suite et € > 0. La suite étant de Cauchy,
il existe J; tel que |x; — x| < €/3 pour tout j > Ji. Qui plus est, la proposition 4.4.21
implique 'existence d'un indice J5 tel que j > Jo implique z; < x+¢. La méme proposition
implique l'existence d’un indice jo > Ji tel que xj, > x —e/3. Pour tout j > max{Ji, J2},
on a

E € €
—5<:B—xj:x—xj0+:vj0—le+xJ1—xj<§—|—§+§:5,

ce qui prouve que 'on a z; — . ]
Une troisieme maniére de procéder repose sur le résultat suivant.

Proposition 5.2.3 [principe du choix de Bolzano-Weierstrafi] Toute suite de R contient
une sous-suite monotone. En particulier, de toute suite bornée de R, on peut extraire une
sous-suite convergente.
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Preuve. Soit (x;); une suite de R et appelons pivot de cette suite tout entier j € Ny tel
que x; < x; pour tout [ > j. S’il existe une infinité de pivots, désignons les successivement
par k(1),...,k(j),...; la suite (x4 (;)); ainsi obtenue est strictement monotone.

S’il n’y a qu’un nombre fini de pivots, soit k(1) € Ny le premier indice strictement
plus grand que tous les pivots. Comme k(1) n’est pas un pivot, il existe k(2) > k(1) tel
que Ty(9) = Tp(1)- L'indice k(2) n’est pas non plus un pivot. En procédant de la sorte,
on construit une suite strictement monotone (k(j)); telle que xy(j11) = ;) pour tout
J € Ny. La cas particulier résulte du théoreme 4.4.1. O

On en déduit aussitot le critere de Cauchy (dans R).

5.2.2 Théoréme de Borel-Lebesgue

La caractérisation qui suit permet d’assimiler les compacts de R? aux parties fermées
et bornées.

Lemme 5.2.4 Dans R, pour tous a,b € R avec a < b, l’ensemble [a,b] est compact.

Preuve. Soit U; avec j € J des parties ouvertes de R telles que [a,b] C Uje U;. Posons
I = {z € R : [a,z] admet un recouvrement fini}. On a a € I, puisque {a} = [a,a] est
recouvert par un ensemble U; pour un indice j € J en tant qu’élément de [a,b]. De plus,
I est un intervalle; si x € I et 2’ vérifie a < 2’/ < z, tout recouvrement fini du segment
[a, 2] est un recouvrement fini du segment [a, 2], ce qui implique 2’ € I.

Montrons que I n’est pas de la forme [a, ¢[ pour un ¢ €]a, b. Sinon, soit Uj, un ouvert
contenant c¢; puisque Uj, est ouvert, il contient un intervalle du type [z, c] pour un z €
[a,c[. On a alors x € [a, c[= I et il existe un recouvrement fini de [a, z|. Le recouvrement
fini constitué du recouvrement fini de [a, ] avec Uj, recouvre [a, c], ce qui implique ¢ € I
et contredit ’hypothese I = [a, c|.

L’intervalle I n’est pas non plus de la forme [a,c] avec ¢ < b. Sinon, soit une partie
finie J' de J telle que [a,c] C UjerUj. Si jo € J' est un indice tel que ¢ € Uy, il existe
x €]c, b tel que [c, z] C Ujy. On a donc [a, x| C Ujc Uj, ce qui implique x € I et contredit
I'hypothese I = [a, ¢].

On a donc nécessairement I = [a, b], ce qui permet de conclure. O

Une seconde preuve utilise la notion de limite supérieure pour montrer que [a,b] est
extractable.

Preuve. Soit (x;); une suite de [a,b] et, pour tout j € Ny, posons y; = sup{zy : k > j}.
On a y; € [a,b] pour tout j € Ny et donc

z =limsupz; = lim y; € [a,b].
j—o00 J—00

Par la proposition 4.4.21, il existe une sous-suite de la suite (x;); qui converge vers z, ce

qui suffit. n

Enfin, remarquons que ce résultat découle également directement de la proposition 5.2.3.
Le théoreme fondamental suivant est parfois appelé théoreme de Heine-Borel.

Théoréme 5.2.5 (Borel-Lebesgue) DansR?, les ensembles compacts sont les ensembles
bornés et fermés.
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Preuve. Nous savons déja qu'un ensemble compact est nécessairement borné et fermé.
Si K est une partie fermée et bornée de R, il existe C' > 0 tel que K C B(0,C) C
[—C, C]. L’ensemble K est donc un fermé inclus dans un compact, ce qui prouve que K
est compact.
Si K est une partie fermée et bornée de R? (d > 1), il existe C > 0 tel que K C
B(0,C) c [-C, 0% Or, [-C, C]? est un compact, comme produit de compacts. On conclut
comme précédemment. ]

Une seconde preuve montre qu’une partie est extractable dans R? si et seulement si elle
est bornée et fermée.

Preuve. 11 suffit de montrer que tout ensemble compact est borné et fermé. Il existe une
constante C' > 0 telle que K C B(0,C) C [-C,C]%. 1l suffit donc de montrer que ce
dernier ensemble est compact ; on pourra en effet conclure, puisque cela implique que K
est un fermé inclus dans un compact.

Soit donc (z;); une suite de [—C, C]¢. Puisque [~C, C] est compact, il existe un point
(1) de [-C, C] et une sous-suite ([Tky (jy]1); de ([z4]1); qui converge vers (1), Maintenant,
([7k, (j)]2); est une suite de [-C, C] et il existe une sous-suite ([x4,x, (j))]2); qui converge
vers un point 2(2) de [~C, C]. Pour tout [ € {1,...,d}, on peut construire une sous-suite
([®ky (---kr () ]1)j qui converge vers un point 2 de [-C, C]. En posant, k = kqo---ok;, on
obtient, que pour tout I € {1,...,d}, la sous-suite ([x4;)];); converge vers W) e [-C, Q).
Au total, la suite (x4(;)); converge vers le point zg tel que [zo]; = 2 pour tout I €
{1,...,d}. Le point xq appartient donc & [~C, C]¢, ce qui suffit. O

Une autre maniere de procéder, ne nécessitant pas le lemme 5.2.4, consiste a démontrer
le résultat suivant.

Lemme 5.2.6 De toute suite bornée de R?, on peut extraire une sous-suite de Cauchy.

Preuve. Soit (z;); une suite bornée de RY. Procédons par récurrence et considérons le
quadrillage décimal d’équidistance 10~!. Puisque la suite est bornée, le nombre de mailles
de ce réseau qui contiennent au moins un élément de la suite est fini. Il existe donc
au moins une maille I; de ce quadrillage qui contient un nombre infini d’éléments. Soit
k(1) € No un indice tel que w1y € I1.

Si les mailles Iy, ..., J;—1 et les points xy(y),...,Tg—1) ont été déterminés, on définit
I; et xy(;) comme suit. Le nombre de mailles du quadrillage décimal d’équidistance 107
incluses dans [; 1 est fini. Il existe donc au moins une maille I; de ce quadrillage qui
contient un nombre infini d’éléments de la suite. Soit k(l) € Ny un indice strictement
supérieur a k(I — 1) tel que z(;) est un élément de [;. La suite (z4(;)); ainsi construite est
bien str une sous-suite de la suite (x;);. Qui plus est, pour tous indices p, ¢ € Ny tels que
P < g, on a Ty(p), Ti(q) € Ip et

|Th(p) — Th(g)| < diam(,) = V1077,
ce qui permet de conclure. -

Voici quelques applications topologiques.

Proposition 5.2.7 Dans R?, la distance d’un compact non-vide & un fermé non-vide est
réalisée, i.e. pour tout compact non-vide K et tout fermé non-vide F de RY, il existe
x €K ety € F tels que d(K,F) = |x — y|.
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Preuve. On a d(K,F) = inf{|z —y| : x € K, y € F'}. Pour tout j € Ny, il existe z; € K
et y; € I tels que
d(K,F) <|z; —yj| < d(K,F)+1/j.

Ainsi, la suite (|z, — y;]); converge vers d(K, F). Puisque K est compact, il existe une
sous-suite (7y;)); de (7;); qui converge vers un point = de K. Maintenant, la suite (y;);
est bornée puisque, pour tout j € Ny, [y;| < |y; — ;| + |7;]. La suite (yy(;)); étant bornée,

il existe une sous-suite (yl(k(j)))j qui converge vers un point y € {yk(j) :j € Np}; puisque
F est fermé, on a y € F. Cela étant, la suite (|z4(j)) — k() |); converge vers d(K, F)
mais aussi vers |z — y|, avec © € K et y € F, ce qui permet de conclure. O

Corollaire 5.2.8 Si la distance entre le compact non-vide K et le fermé non-vide F' de
R? est nulle, alors K N F # &.

Corollaire 5.2.9 Si le compact non-vide K et Uouvert non-vide U de R? sont tels que
U#R? et K C U, alors d(K,U°¢) > 0.

Preuve. Sinon, il existerait un point appartenant a K et a U¢. Or, tout point de K est le
centre d’une boule incluse dans U. O

5.2.3 Connexes de R

On peut caractériser les parties connexes de R.

Théoréme 5.2.10 Une partie de R est connexe si et seulement s’il s’agit de [’ensemble
vide ou d’un intervalle.

Preuve. La condition est nécessaire. Montrons que si C est une partie connexe de R
contenant deux points distincts, alors C' est un intervalle. Soit « la borne inférieure de C'
si cet ensemble est minoré ou le symbole —oo sinon. De méme, soit 8 la borne supérieure
de C' si cet ensemble est majoré ou le symbole 400 sinon. Montrons que C' contient |, S3].
Si ce n’est pas le cas, soit xp un point de |a, 5[\C'. On conclut en remarquant que | —oo, |
et Jzo, 400 forment une disconnexion de C.

La condition est suffisante. Il suffit de prouver que tout intervalle de R est connexe.
Si ce n’est pas le cas, il existe un intervalle I de R qui admet une disconnexion, formée
par les ensembles U; et Us. Soient x1 et xo des points de U; et Us respectivement. Quitte
a permuter les roles de ces deux ouverts, on peut supposer avoir r1 < 9. Soit alors
xo =sup{x € R: [z1,2[C U1}; on a x1 < 29 < 22, xg € Uy et xg & Us. Le point xq est
donc un point de I qui n’appartient ni a Uy, ni a Us, ce qui est contradictoire. ]
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Chapitre 6

Séries de ’espace euclidien

Les séries sont des suites particulieres. Leur importance est telle que allons ici nous pencher
sur leurs propriétés spécifiques.

6.1 Définition et premieres propriétés

6.1.1 Définition

Définition 6.1.1 On appelle série associée a la suite (z;); de R? la suite (yx)x dont le
k-ieme élément est y = Z§=1 z;. Elle est notée 72| x; ou simplement ; z;. L'élément
x; est appelé le j-ieme terme de la série ) ;%5 On parle de la série de terme général z;.

Enfin, Z?Zl x; est appelé la k-ieme somme partielle de la série Zj xj.

s . o0 ., N . A~ . .
La série ) j—1 Tj associée a la suite (x); apparait comme la suite des sommes partielles
successives de la série. L’étude d’une série peut donc se ramener a 1’étude d’une suite.
L’inverse est également vrai. Si (z;); est une suite de R?, posons y; = x1 et Yjr1 =
Zj41 — x; pour tout k € No. On a bien str x; = Y7 _; k.
Les définitions qui suivent nous permettront de considérer les suites de maniere auto-
nome.

Définition 6.1.2 La série 3 72, x; est convergente si la suite (y; = > i k) de ses
sommes partielles converge. Dans ce cas, la limite de la suite y; est appelée somme de la
série et est notée Z;’;l x;. La série est divergente si elle ne converge pas.

Remarque 6.1.3 Si la série associée a la suite (z;); converge, la notation Z;; x; peut
aussi bien désigner la série que sa limite. Il s’agit 1a d’un abus d’écriture consacré par
) . . s (e’ . 3 s
I'usage. Qui plus est, si la série ) -7, z; ne converge pas, cette expression n’est pas véri-
tablement définie.

6.1.2 Critere de Cauchy

Voici la traduction du critere de Cauchy dans le « langage des séries ».

Théoréme 6.1.4 (Critere de Cauchy) La série ), x; converge si et seulement si,
pour tout € > 0, il existe un nombre réel J tel que J < p < q implique | Z?:p x| < e.
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Preuve. De fait, une telle série converge si la suite des sommes partielles converge, c’est-
a-dire si et seulement si la suite (25:1 xj)i est de Cauchy. Cest le cas si et seulement
si, pout tout e > 0, il existe J tel que p,q > J implique | Z§:1 z; — 23:1 z;| < e. Ainsi,
en posant J' = J + 1, pour tous p,q € Ng tels que J' < p < ¢qgonap—1,q > J et
|Z§:p x| < e. O

Exercice 6.1.5 Montrer que la série Zj(—l)j/j2 converge.

Suggestion. Posons z; = > 4_,(—1)*/k*. La suite (y; = >7_, 1/k?); converge donc est
de Cauchy. Si p et ¢ sont deux nombres entiers positifs tels que p < ¢, on a

q k 4q k
(=1 (=1)
‘xp_$q|:‘ Z ]{72 ‘g Z ’ k2 |:‘yp_yq’a

k=p+1 k=p+1

ce qui prouve que (z;); est une suite de Cauchy.
Corollaire 6.1.6 Si la série Zj xj converge, la suite (xj); converge vers zéro.

Preuve. Si la série converge, pour tout € > 0, il existe J tel que J < p < ¢ implique
|Z§:p xj| < e. En particulier, en prenant p = ¢, on a |z;| < e pour tout j > J. O

Il n’existe pas de résultat réciproque, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 6.1.7 La série harmonique Zj 1/j ne converge pas. En effet, posons z; =

—1 1/k; on a

2 11
k=j+1 J

Puisqu'’il n’existe pas de nombre réel J tel que |z, — x4 < 1/3 pour tous p,q > J, cette
suite n’est pas de Cauchy et ne converge donc pas.

6.1.3 Propriétés des séries convergentes

Proposition 6.1.8 Soit (x;); une suite numérique ; cette suite converge si et seulement
777 )
si la série ) (xj+1 — x;) converge. Dans ce cas, on a

00
lim Tj=m1+ E ($j+1 — $j).
J—00 -
]:

Preuve. C'est trivial si I'on considere I'égalité 37, (zj41 — ;) = Tnt1 — 1. O

Notation 6.1.9 Soient (x;); une suite de R? et J un entier strictement positif. On peut
(

J)) (J)

alors introduire la suite (y;"’); telle que y;”’ = @41 pour tout j € No et considérer la

j
s J AN - A ’ ..
série Y07 y]( ). Cette dernidre série sera plutot notée D iy ou Y a1, sa signifi-

(

cation étant claire et cette notation ne faisant pas appel aux ij). La limite de cette suite,
si elle existe, sera quant a elle notée Z;’i JTj.
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Théoreme 6.1.10 57 la série Zj x; converge, alors, pour tout J € Ny, la série Z;‘;J T
converge et

oo J—-1 oo
dwi =) w+ )
j=1 j=1 j=J

5 . Lo 00 P
Inversement, s’il existe J € Ny tel que la série 3~ jx; converge, alors la série ), x;
converge.

Preuve. Cette une conséquence immédiate de la propriété relative aux combinaisons li-
néaires de suites convergentes. Pour tout J € N, la suite (yx)g>s définie par y, =
ijl xj+ Z?zﬂ—l x;j pour tout k > J converge si et seulement si la suite (2;)r> s définie
par z, = Zf: 7415 pour tout k > J converge. Cette méme propriété donne aussi I’égalité
concernant les limites. O

Définition 6.1.11 Si la série > 2, z; converge, alors, pour tout J € No, > 72 ;x; est
appelé le J-ieme reste de la série Z;’il zj.

6.1.4 Séries numériques

Définition 6.1.12 Une série est numérique si tous ses termes sont des nombres com-
plexes. Elle est numérique réelle ou réelle si tous ses termes sont des nombres réels.

Proposition 6.1.13 Une série numérique réelle a termes positifs converge si et seule-
ment si la suite des sommes partielles est majorée.

Preuve. De fait, la suite des sommes partielles est alors une suite numérique réelle crois-
sante. Elle converge donc si et seulement si elle est majorée. O

Exemple 6.1.14 La série harmonique est la série Zj 1/j. Cette série ne converge pas.
En effet, posons z; = Zi:l 1/k; on a
j 2]971

J
1 J
Toj :;(ka—w2k1)+x1:;l 1 m—l—xl 254—331,

pour tout j € Ny.

6.2 Séries fondamentales

6.2.1 Séries géométriques dans C

Définition 6.2.1 Soit z un nombre complexe non-nul. La série géométrique de raison z
Srie SN 40 — 00
est la série Y522 27 =147, 27

Lemme 6.2.2 Si z € C\ {0,1}, alors Y_F_j 27 = (1 — 2*+1) /(1 — 2).
+1

Preuve. De fait, en posant S = z;?:o 23, on obtient Si — 25, = 1 — ¢+, O

Théoréme 6.2.3 La série géométrique de raison z € C\ {0} converge si et seulement si
|z| < 1. Auquel cas, la somme vaut 1/(1 — z).
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Preuve. Bien str, si 0 < |z| < 1,

k+1 k+1
| = 2 — 0.
1 — 2|

z
1—=z

Pour un tel z, le lemme précédent implique

k k+1

. 1 z 1
)= - — .
jgoz (1—2 1—2) 1—2z

Si|z| > 1, la suite (27); ne tend pas vers zéro et la série gémétrique de raison z ne peut
converger. O

6.2.2 Séries de Riemann

Définition 6.2.4 La série de Riemann d’ordre @ > 0 est la série zj Jj .

Le résultat suivant, aussi connu sous le nom de principe de la loupe ou de condensation,
va nous permettre ’étude de la convergence de la série de Riemann.

Lemme 6.2.5 (Cauchy) Si la suite numérique réelle et positive (x;); est décroissante,
la série Zj x; converge si et seulement si la série Zj 20495 converge.

Preuve. La condition est nécessaire. La suite (Z?ﬂ 2247 )} est croissante et majorée car,
pour tout J € Np, on a

J J 27
ZijQj = QZQj_IJ:Qj <2@o+ (w3 +24) + -+ (Xgu-14 + -+ 297)) < QZ:Uj.
=1 =1 j=1

La condition est suffisante. La suite des sommes partielles (Zk x)i, est croissante et

=1
majorée car, pout tout J > 2, on a

J
oap < mtagt (@t aa) b+ (T o+ )
j=1

J
< 7 F 20+ 21x21 + -+ 2J71$2J—1 <x1+ a0+ ZQijj.
j=1

La preuve est donc complete. O

Théoréme 6.2.6 La série de Riemann d’ordre o > 0 converge pour « €1, +o0| et diverge
pour « € [0, 1].

Preuve. Si a est positif ou nul, la suite (j7%); est décroissante. Par le principe de conden-
sation de Cauchy, la série Zj 7% converge si et seulement si la série Z]- 20(27)~ =
> j(21_‘”)j converge. Or, cette derniere est une série géométrique, qui converge si et seule-
ment si on a 2!~ < 1. U
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6.3 Etude de la convergence de séries

6.3.1 Ceriteres d’Abel

Les criteres d’Abel, relatifs & la convergence des séries, sont basés sur I'inégalité sui-
vante.

Lemme 6.3.1 (inégalité d’Abel) Etant donné J € Ny, J points z1,...,xz; de R% et J
nombres réels ri,...,ry, on a

J J—1 k J
> s <D =il sup DYl + [l al.
= ot I<ks<J-1 5T =
Preuve. L’identité

Y orwg = (1 —ra)a+ (r2 =) (w1 + w2) -

+(rg1—rp)(@r+ -+ xgo)try(er+ -+ xg)
permet directement de conclure. O

Théoréme 6.3.2 (Abel) Sila suite (rj); de R converge vers zéro et est telle que la série
> 52y Irj = 7rjs1] converge (c’est le cas de toute suite numérique positive décroissant vers
zéro) et s’il existe C > 0 tel que la suite (v;); de R vérifie |Z? zj| < C quels que
sotent p, q tels que p < q, alors la série Z;’il rjx; converge et, pour tout J €Ng, on ala
majoration suivante du reste :

| ZT]‘TJ‘ CZ rj = 71l

Preuve. Pour tout & > 0, il existe J tel que [rp| < &/(2C) et 320_ [r; — rj+1] < €/(20),
pour tous p,q = J tels que p < q. Dés lors, si J < p < g,

q q—1
’ermﬂ < Z‘Tj_rj+l| SUP Z%IH%HZ%I
Jj=p j=p psks<q—1
q—1
< CZ]rj—rj+1\+C’|rq\ <e.
Jj=p

Ainsi, la série converge puisqu’elle est de Cauchy. La majoration du reste s’obtient direc-
tement en passant a la limite (sur ¢) dans la majoration que nous venons d’obtenir. La
démonstration est donc complete. ]

Théoréme 6.3.3 (Abel) Sila suite de nombres réels (r;); est telle que la série 3 72 |rj—
rj+1| converge (c’est le cas de toute suite numérique positive et décroissante) et si la série
Zj 1 Tj converge dans R?, alors la série Z] 11T converge et, pour tout J € Ng, on a
la magjoration du reste

) [e%S) k
1> il < (rgl+2) ey —rjal)sup | Y ayl.
j=J j=J k>J J=J
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Preuve. Soit C'= 1+ |r1| + 3772, [rj — rjt1] et remarquons que, vu I'égalité ry = 71 +
Zf;ll (rj+1 — rj) valable pour tout k& € Ny, on a bien sir |ry| < C. Montrons que la
série Zj rjz; est de Cauchy. Pour tout e > 0, il existe J tel que J < p < ¢ implique
|Z?:p x| < e/(2C). Ainsi, pour tous p,q € Ny tels que J < p < ¢, on a

q—1
|Z7‘jxj| Z|7‘]—7°J+1| sup \Zf’?g|+|rq‘|z%|<5
j=p j=p p<k<a—l =, j=p

L’inégalité portant sur le reste de la série s’obtient en passant a la limite (sur ¢) dans
cette derniere inégalité. O

Le cas de C se traite de maniere analogue et procure les résultats suivants.

Lemme 6.3.4 (inégalité d’Abel) Etant donné J € Ny et 2.J nombres complezes c1,
CJy 21,52, OTL G

J J-1 k J
1> ezl < e =il sup Dzl lesl]D zl-
j=1 j=1 ISk<I=1 5o j=1

Théoréme 6.3.5 (Abel) Sila suite (cj); de C converge vers zéro et est telle que la série
> 52y lej —cjal| converge et s7il existe C > 0 tel que la suite z; de C vérifie | Z?:p zj| < C
quels que soient p, q tels que p < q, alors la série Z;’il cjzj converge et, pour tout J € No,
on a la majoration suivante du reste :

|ZCJZJ| CZ’CJ — ¢yl

Théoréme 6.3.6 (Abel) Si la suite de nombres complezes (c;); est telle que la série
> o521 lej —cjpa| converge et sila série Y732, zj converge dans C, alors la série 32, cjz;
converge et, pour tout J € Ny, on a la majoration du reste

[e'S) [e'S) k
1> ezl < (lesl +2) lej — el sup [ Y 2.

6.3.2 Séries alternées

Définition 6.3.7 Une série alternée est une série numérique réelle qui peut se mettre
sous la forme E;’il(—l)h“j, avec r; > 0 pour tout j € Ny.

Le résultat suivant porte aussi le nom de critere de Leibniz.

Corollaire 6.3.8 (Critére des séries alternées) Si(r;); est une suite numérique réelle
décroissante vers zéro, la série alternée Zj(—l)Jrj converge et, pour tout J € Ny, on a

la magjoration du reste
o0
1> Wl <y
j=J
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Preuve. C’est une conséquence immédiate du premier critere d’Abel car, pour tous p,q €
Np tels que p < ¢, on a évidemment ]Z?:p(—l)ﬂ < 1. O

Voici une preuve ne faisant pas intervenir le critere d’Abel, mais la notion de suites
adjacentes.

Preuve. Soient (x;); et (y;); les suites définies respectivement par x; = ij:ll(—l)krk
et y; = ZZJ: L(=1)*r. Puisque (r;); est une suite décroissante vers zéro, on constate
immédiatement que les suites (z;); et (y;); sont adjacentes et convergent donc vers la
méme limite, par la proposition 4.4.12.

Montrons a présent la majoration. Soit J € Ny. Si J est pair, il existe k € Ny tel que
J =2k. On a alors

[e.e]

o0
Y ] =) (=1 — ey S g — wpe = (1) Py

j=2k j=1

Si J s’écrit J = 2k 4+ 1 pour un k € Ny, on a

oo [o.¢]
’ (—1)j7"j\ =Yk — (—1)j7”j S Yk — Tk = —(—1)2k+17’2k+1-
>
j=2k+1 j=1
Enfin, on a trivialement —r; < x1 < Z;’il(fl)jrj <y <0. O

6.3.3 Séries absolument convergentes et séries semi-convergentes

Introduisons une distinction essentielle parmi les séries convergentes.

Définition 6.3.9 Une série Zj x; est absolument convergente si la série des modules
>_j @] converge.

Théoréme 6.3.10 Toute série Zj x; absolument convergente de R? converge. De plus,
on a linégalité | 37 x5 < 32 |yl

Preuve. C’est immédiat puisque, pour tous p,q € Ny tels que p < ¢, on a \Z?:p zj| <

q
La réciproque de ce résultat est fausse, comme en atteste la série ) j(—l)j /3.

Définition 6.3.11 Une série » ;%5 de R? est semi-convergente si elle converge sans étre
absolument convergente.

Les séries absolument convergentes jouissent de propriétés remarquables vis-a-vis des
regroupements et permutations de leurs termes.

Définition 6.3.12 Soit F un ensemble; une permutation sur E est la donnée d’une bi-
jection de F dans E.

Si une série de R? est absolument convergente, on peut arbitrairement regrouper et per-
muter ses termes sans altérer sa convergence ou sa limite.
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Théoreme 6.3.13 Soient Zj x; une série absolument convergente de R? et m une per-
mutation sur No ; la série ), x(j) converge vers la méme limite.

(o]
=1

n n
€ €
|E xj—s|<§ et g |x]~|<§.
=1 i=J

Puisque 7 est une bijection, il existe K € Ny tel que {1,...,J} C {n(1),...,n(K)}. Pour
tout n € Ny tel que n > K > J, posons n’ = max{7r(1),...,m(n)}. On a

Preuve. Posons s = )2 x;. Pour tout ¢ > 0, il existe J € Ny tel que, pour tout n > J,

n n n
s =D _wxpl < ls= D wpl+ D |
i=1 W(];;f W(Zj;]

n/
€
< 5 Z ;] < e,
7j=J
ce qui suffit. O

Si la série > i Tj n’est pas absolument convergente, on ne peut grouper impunément les
termes. Ainsi, la série ) j(—l)j ne converge pas, son terme général ne tendant pas vers
zéro, alors que la série Z;‘;l(—l)% ~1 + (~1)% converge trivialement vers zéro.

Méme dans le cas d’une série semi-convergente, on ne peut permuter les termes sans
rencontrer de probleme.

Lemme 6.3.14 Sila série numérique réelle ) x; est semi-convergente, les séries , x;r
et > ;x; divergent.

Preuve. Si, par exemple, la série > :L"]+ converge, la série ;= >, (3:;r — xj) converge

également, comme différence de deux séries convergentes. Cela étant, la série Zj xj

converge absolument, puisque ijl || <> y xj +>° ;x; , pour tout J € Ny. O
Le théoreme suivant porte le nom de théoreme de réarrangement de Riemann.

Théoréme 6.3.15 (Riemann) Si la série réelle Zj x; est semi-convergente, pour tous
nombres s1 et sy tels que s1 < Sa, il existe une permutation w de Ny telle que

n

n
linrgioréf Trj) =1 €t liﬂsongx,r(j) = S9.

Jj=1 J=1

En particulier, pour tout nombre s, il existe une permutation © de Ng telle que Zj Tr(j) =
s.

Preuve. Soient N = {j € Ng : z; < 0} et P = {j € Ny : ; > 0} et définissons 7 par
récurrence. Posons (1) = 1 et, pour tout n € Ny tel que m(n) est défini, y,, = Z?zl Ty
Si m(n) a est défini, on pose

7

o= { SO ) () €2 ) o>
inf(P\ {n(1),...m(n)}) si(n(n) € P et y, < s2)ouy, <s
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On constate directement gie m(n + 1) est bien défini pour tout n € Np.

Qui plus est, la fonction 7 est injective, puisque w(n+1) ¢ {mw(1),...,7(n)}. Montrons
qu’elle est également surjective. Montrons d’abord qu'on a N C 7(Np). Si ce n’est pas le
cas, il existe k € N \ 7(Np) ; par construction, pour tout k' > k, on a k' € N \ m(Np). Il
existe donc un indice J € Ny tel que j > J implique z; > 0. Des lors, les séries ) y acj et
> ; T (j) ne different que par un nombre fini de termes non-nuls (J au plus) De plus, par
construction, on a y, < so pour tout n > J. Il s’ensuit que la suite Z 3: est croissante
et majorée, ce qui contredit le lemme précédent. On montre de la meme maniere que
P C F(No).

Posons l; = liminf, . y, et I = limsup,,_,., ¥ et montrons qu’on a /; < s;. Si ce
n’est pas le cas, la proposition 4.4.19 avec ¢ = [; — s; implique l'existence d’un indice
N € Ny tel que n > N implique y,, > [;. Deés lors, pour tout n > N, w(n) € N implique
m(n+ 1) € N. Il s’ensuit que 'ensemble {n € Ny : m(n) € P} est fini. Ceci est absurde,
puisque P est infini (sinon | ; :U]+ convergerait) et P C 7(Np). De fait, il existerait alors
un élément no € P tel que m(n) # ng pour aucun n € Ny. De la méme maniére, on montre
que [

Montrons que ls < so. Sice n’est pas le cas, la proposition 4.4.19 avec € = ls—s9—¢’, ol
g’ vérifie 0 < &’ < I — s9, implique que 'ensemble E = {n € Ny : y,, > so + &'} est 1nﬁn1.
Qui plus est, puisque la suite (x;); tend vers zéro, I'ensemble E' = {n € N : [v(,)| > €'}
est fini. Ainsi, pour tout n € E'\ E', on a yp,1 = Y — Tr(,) > s2 et donc 7(n) € N.
Autrement dit, z,(,) < 0, ce qui implique yp—1 > yn > s2 + ¢/, c’est-a~dire n — 1 € E.
Au total, nous avons montré que n € E\ E' implique n — 1 € E. Puisque E’ est fini et
que E est infini, nous avons obtenu que Ny \ E est fini. Il existe donc N € Ny tel que
n > N implique y, > so +¢’; on obtient ainsi l; > so + &’ > s9. Ceci est absurde, puisque
l; < s1 < s9. De la méme maniere, on montre que [; > s1. ]

Exercice 6.3.16 Si la suite numérique réelle Z x; converge et sion a 0 < x; < wj4
pour tout j € Ny, alors la suite (jx;); converge vers zéro.

Suggestion. Si ce n’est pas le cas, il existe une sous-suite xy(; de la suite z; et € > 0 tels
que k(j)zy;) = € pour tout j € No. On peut supposer avoir k(j + 1) > 2k(j) pour tout
J € Ny. Des lors, pour tout entier J > 2, il vient

k(4)

k(J)

dw = ZwZ >, w

Jj=1 J=21=k(j—1)+1
J

9
> k(Lakq +Z k(= D)arg > e+ (T~ 1),

d’ou une contradiction.

Exercice 6.3.17 Si la série ; j converge absolument, établir que

K= {erxj RS {0, 1}Vj S N()}
j=1

est compact.
Suggestion. Bien str, pour toute suite r; de {0, 1}, la série Zj rjrj converge absolument.
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Il est aussi clair que K est un borné de R%. Pour conclure, il suffit donc d’établir que
de toute suite (3, 7jrxr); de K, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un
point de K. Or, de la suite (r;1);, on peut extraire une sous-suite (r1(;),;); dont tous les
éléments sont égaux a un méme élément r; € {0, 1}. En procédant par récurrence, de la
suite (T(k_l)(j)jk) j» on peut extraire une sous-suite (rk(j) k); qui converge vers un élément
7 de {0, 1}. On peut alors montrer que la suite (3, 7(;) xTk); converge vers » ;| 7T

6.3.4 Théoréme de Mertens

Si)>;aj et >, y; sont deux séries convergentes, nous avons vu que y . x; + 3y =
> y (zj + y;). La situation est moins évidente pour le produit. On peut cependant, dans
certains cas, exprimer un produit de séries comme un produit de convolution, ou l'idée
est de regrouper les termes des deux séries dont la somme des indices respectifs vaut j.

Théoréme 6.3.18 (Mertens) Si Z;‘;O xj et Z;io y; sont deux séries numeériques conver-

gentes dont une au moins converge absolument, la série Z?io chzo TrYj—k est conver-
gente et

00 00 co J
E Zj E Yk = E E TrYji—k
j=0 k=0 =0 k=0

Preuve. Supposons que Y 2 x; = X, > 2 y; =Y, 370 [x;| = Xo et solent z; =

Zi:o rryi—k (J € N), X, = ijo xj, Y, = ijo yj et Z, = Z;L:() zj (n € N); enfin,
posons R, =Y —Y, (n€N). On a

7 n o n n n
Z TkYj—k = Z Z TkYj—k = Z T, Z Yj—k

k=0 k=0 j—k k=0 j=k
= Zkan p=XnY — Zkan k-

Puisque X,,Y tend vers XY, il reste & démontrer que Y, zxR,_j tend vers zéro.

Puisque R, tend vers zéro, cette suite est bornée et il existe C' > 0 tel que |R,| <
pour tout n € N. Pour tout £ > 0, il existe alors N € N tel que 37y |z;] < &/(20) et
|Ry,| < e/(2Xp) pour tout n > N. Pour tout n > 2N, on a

n N-1 n
I e B N | - S N v | AN
k=0 k=0 =N

N—

Ly =

.
o

—_

n

2] + C ) || <,
k=0 =N

£
2X,

ce qui permet de conclure. O

Les hypotheses du théoreme de Mertens sont optimum.

Remarque 6.3.19 Soit z; = (—1)//\/j+ 1 (j € N); vu le critere des séries alternées, la
série Y22 converge. Puisque (j—k+1)(k+1) = ((5/2)+1)*=((7/2)—k)* < ((5/2)+1)?,
on a
j ; j .
—1)J 2 +1
TET = ,
|kzokjk| Z k+1 (k+1) ZJ+2 j+2

k=0 k=0
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pour tout 57 € N. Il s’ensuit que la série Z;io Zi:o TpT;_k e converge pas, son terme
général ne tendant pas vers zéro.

6.3.5 Criteres de convergence des séries
Commencons par donner un critére théorique.

Théoréme 6.3.20 (comparaison) Soient ), w;, >, xj, > y; et >, zj des séries nu-
meériques réelles a termes positifs ou nuls.
— St la série Zj w; converge et s’il existe J € No et C > 0 tels que x; < Cw; pour tout
J = J, alors la série Zj xj converge.
— S la série Zj y; diverge et sl existe J € Ng et C' > 0 tels que z; = Cy; pour tout
J = J, alors la série Ej zj dwerge.

Preuve. Supposons que la série ) ;j wj converge. Pour tous p, q tels que J < p < q,on a

q

q q q
1Dl =) <) Cwy=Cl) wl.
J=p J=p

Jj=p J=p

Le critere de Cauchy permet de conclure que la série ) | ; j converge.
Supposons maintenant que Zj y; est une série divergente. Si la série Zj zj converge,
puisque y; < z;/C, la série ) ;Yj converge également, ce qui est absurde. O

Définition 6.3.21 Les séries ) | jwj et > ; Yj qui apparaissent dans le théoreme précédent
sont appelées séries de comparaison.

En spécifiant les séries de comparaison, on obtient des criteres de convergence appelés
criteres pratiques. Nous allons en donner trois parmi les plus utilisés. Les deux premiers
reposent sur la série géométrique Zj ¢’ qui, rappelons-le, converge si 6 €]0, 1] et diverge
sife[l,+ool.

Théoréme 6.3.22 (critére de la racine) Soit ), x; une série numérique réelle a termes
positifs ou nuls.
— 8l existe J € Ng et 0 €]0, 1] tels que §/T; < 0 pour tout j > J, alors la série Ej xj
converge. Cela arriwe notamment si §/T; — 0 < 1.
- Sl existe J € Ny tel que j/Tj = 1 pour tout j = J, alors la série Zj xj diverge. Cela
arriwe notamment si y/Tj — 1% ou si VT — O, avec © > 1.

Preuve. C’est une application immédiate du critere théorique, puisque y/z; > 0 (resp.
< 0) si et seulement si z; > 67 (resp. < 67).

De plus, si la suite (/z;); converge vers #', avec 6’ € [0, 1], il existe J € Ny tel que
JZ; < (1+6)/2 < 1, pour tout j > J. Enfin, si la suite (¢/Z;); converge vers 17 ou vers
©, avec © > 1, la suite (z;); ne converge pas vers zéro et la série ) ; ; ne peut donc
converger. ]

Ce résultat peut étre exprimé en utilisant la notion de limite inférieure.

Théoréme 6.3.23 (critére de la racine) Soit (x;); une suite réelle a termes positifs
ou nuls et posons | = limsup;_,, y/T;.
- Sil <1, alors la série Zj xj converge.
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- Sil>1, alors la série Zj x; diverge.

Preuve. Supposons avoir [ < 1; il existe € > 0 tel que [+¢& < 1. Vu la proposition 4.4.19, il
existe J € Ny tel que j > J implique y/Z; < [+ e. Pour un tel indice j, on a z; < (I +e).
Le critere théorique implique donc que la série ; %j converge.

Sional>1,il existe ¢ > 0 tel que [l —e > 1. Pour tout j € Ny, il existe jo > j tel que
#/Tj, > 1 — e et donc tel que xj, > (I — )7 > 1. Puisque la suite (z;); ne tend pas vers
zéro, la série ) ; €j ne peut converger. ]

Théoréme 6.3.24 (critére du quotient) Soit ), x; une série numérique réelle a termes
strictement positifs.
— S’il existe J € Ny et § €]0,1] tels que xj41/x; < 6 pour tout j > J, alors la série
>_jxj converge. Cela arrive notamment si xj41/x; — 0, avec 0" <1,
— sl existe J € Ny tel que xj41/x; > 1 pour tout j = J, alors la série Zj x; diverge.
Cela arrive notamment si xj41/x; — 17 ou si xj41/x; — O, avec © > 1.

Preuve. On a, bien entendu, § = 6711 /07 et 1 = 1771/17 pour tout j € Ny. Des lors, en
posant C = x7 /07 on a, pour tout j > J, 271 /691 <29 /07 < ... < C et donc z; < OO
pour tout j > J. Le critere théorique permet de conclure. De méme, x;41/z; > 1 implique
Tjy1 = x; = --- = x5 > 0. Puisque le terme général de la série ne tend pas vers zéro, elle
ne peut converger.

De plus, si la suite (z;41/2;); converge vers ¢, avec 0’ € [0, 1], il existe J € Ny tel que
J = J implique zj41/z; < (1+6')/2 < 1. Enfin, si la suite (x41/2;); converge vers 1+
ou vers O, avec © > 1, la suite (z;); ne tend pas vers zéro et la série associée ne peut
converger. ]

Le critere de la racine est toujours applicable lorsque de critere du quotient est applicable,
comme en témoigne le résultat qui suit ; cependant il est bien souvent aisé de calculer un
quotient qu’une racine.

Proposition 6.3.25 Si (z;); est une suite réelle a termes strictement positifs, on a

T 2

lim inf —2TL < liminf y/z; < limsup y/z; < limsup afhy
Jj—o0 Zj Jj—r00 j—r00 j—r00 Z;j

Preuve. Posons ls = limsup;_, xj+1/xj et soit € > 0. Par la proposition 4.4.19, il existe

J € Ny tel que j > J implique ;11 < (5 + €)z;. Par récurrence, on obtient

Tg :
i < (s ’
i (ls—i-&‘)‘]( +e)

pour tout j > J. Posons ¢ = x7/(ls +¢)’. Puisque y/c — 1, on a
limsup ¢/z; < limsup V/c(ls +¢) =I5 +e.
J—00 J—00
Puisque ces relations doivent étre vérifiées pour tout € > 0, on a limsup;_, ., v/Z; < ls.
La premiere inégalité se traite de méme. En posant [; = liminf;_, ;41 /2, on obtient
I'existence d'un indice J tel que j > J implique z; > ¢(l; —€)?, avec ¢ = 27 /(l; —¢)’. Dés
lors,
liminf §/z; > liminf V/c(l; —¢) =1; — ¢
j—o0 7= Jj—o0 f( ¢ ) ' ’

ce qui suffit. O
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L’exemple suivant montre la supériorité du critere de la racine sur le critere du quotient.

Exemple 6.3.26 Soit (z;); la suite définie par x1 = 1/2, x9; = (1/2)%7 et Tojy1 = T25.
On constate directement que le critere de la racine implique la convergence de la série
>_;jzj (on alimsup; ., y/z; = 1/2).Le critére du quotient quant & lui ne permet pas de
conclure (on a imsup,_, ., zj11/7; = 1).

Insistons sur le fait que si la suite (¢/@;); ou la suite (z;11/7;); converge vers 1 sans
que cette limite soit 17, les criteres précédents ne permettent pas de conclure. Il n’est
par exemple pas possible, en utilisant les deux cirteres précédents, de montrer que la
série ) 1/j diverge ou que la série » .1/ 42 converge. Le critere de Riemann permet de
remédier partiellement a cet état de fait.

Théoréme 6.3.27 (critére de Riemann) Soit ), x; une suite numérique réelle a termes
positifs ou nuls.
— Sl existe J € Ng, C >0 et a > 1 tels que j%x; < C pour tout j = J, alors la série
zj z; converge. Cela arrive notamment si on a j*x; — C, avec a > 1 et C € RT,
— 87l existe J € Ng et C' > 0 tels que jxj = C pour tout j = J, alors la série Zj xj
diverge. Cela arrive notamment si jx; — C', avec C' > 0 ou si jx; — +00.

Preuve. C’est une conséquence directe du critere théorique et du théoreme 6.2.6. 0

6.3.6 Séries de puissances

Définition 6.3.28 Soient (z;); est une suite numérique et z € C, Zj szj est appelé une
série de puissances associée a (z;);.

Définition 6.3.29 Si (x;); est une suite numérique, soit | = limsup,_,., y/7;. Le rayon
de convergence des séries de puissances associées a (z;); est le nombre R défini par R = 1/1
sil €]0,00[, R=0sil=+ooet R = +o0o0sil = 0.0ndit que R est le rayon de convergence
de la série de puissance z;2.

Cette dénomination est justifiée par le résultat suivant.

Proposition 6.3.30 Soient (x;); est une suite numérique et R le rayon de convergence
associé. La série de puissances Zj a:jzj converge absolument pour tout z € C tel que
|z| < R et diverge pour tout z € C tel que |z| > R.

Preuve. Cela résulte directement du critere de la racine. En effet, en posant [ = limsup,_, o, /77,
on a limsup;_, ., ¢/|z;27| = |2]l. Dés lors, on a [z]l < 1si |z| < Ret [z]l > 15si|2| > R. O

Lorsque |z| = R, le résultat précédent ne fournit aucun résultat, comme le montre la
remarque qui suit. En fait, il est nécessaire d’utiliser des criteres plus subtils que ceux du
quotient ou de la racine.

Remarque 6.3.31 Le rayon de convergence associé aux séries de puissances » ;2 /5% et

> j 2J est R = 1. On remarque directement que la série > ;1 /4% converge et que la série
>_; 1 diverge.

Proposition 6.3.32 Soit (z;); est une suite numérique. Si la suite |xj1|/|z;| converge,
¢ventuellement vers l'infini, alors le rayon de convergence associé a (x;); est égal a cette
limate.
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Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 6.3.25. ]

Voici une conséquence directe du théoreme de Mertens

Proposition 6.3.33 Soient Z?io :L‘ij et Z?io yjzj deux séries de puissances de rayon
de convergence R, et R, respectivement. On a

©0 . o0 . i .
O 2iz)(O ye?) =D wje
§=0 §=0 3=0
pour tout z € C tel que |z| < min{R,, R,}, ot on a posé w; = Zi:o xjyj—k (j €N).

Y U R S | I NT"OO S B
Preuve. Posons x; = x;27, y; = y;27 et w; = Y o LY On a ainsi

J
U re o — aps
w; =z g TjlYj—k = w;z.
k=0

Puisque > ;% et > .y} convergent absolument lorsque |z| < min{R;, Ry}, le théo-
reme 6.3.18 permet de conclure. ]

Les séries de puissances sont continues.

Proposition 6.3.34 Si Zj a:jzj est une série de puissances de rayon de convergence
R > 0, alors la fonction

f:B(0,R)—C zb—>Z:):jzj
J

est continue.

Preuve. Soient zy un point de B(0, R), r > 0 tel que |z9| < r < R et, pour tout j € Ny,
posons

J
[i:B(O,R) - C 2z~ Z:{:kzk
k=1
Chaque application f; étant continue, il reste & montrer que la suite (f;); converge uni-
formément vers f sur B(0,r).
Soit € > 0; puisque la série > j xjrj converge absolument, il existe un indice J tel que
P |zj|r! < e. Pour tous z € B(0,7) et J' > J, on a alors
[o¢] o0 o0
1f(2) = fr@) =1 Y 22 < Y gl < )zl <,

j=J'+1 j=J'+1 j=J'+1

ce qui suffit. O
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6.3.7 Exemples d’étude de série

Exercice 6.3.35 Etablir que la série > iJ —J converge.

Suggestion. 11 s’agit d’une série numérique réelle a termes strictement positifs. Puisque
W =1/j — 0, elle converge en vertu du critere de la racine. Remarquons que 1’appli-
cation du critere du quotient est plus délicate.

Exercice 6.3.36 Etablir que pour tout z € C, la série
1+> a
=1

converge absolument.

Suggestion. Puisque |zj1/xj| = |2|/(j+1) — 0, le critére du quotient permet de conclure
(le rayon de convergence de cette série de puissance est donc R = oo). Remarquons que
le critere de la racine s’applique moins aisément.

Exemple 6.3.37 Soit z un nombre complexe et notons exp(z) la limite de la suite (y;);
définie par

Montrer que la suite (z;); définie par

=1+

converge également vers exp(z). De fait, on a

I
—

J N Lk J ok : J o kk
i\ z z ]—1 ]—k—i—l z Jj—1
xj:Z(k)k:Zk(l‘ - EJT 7

k=0 A : k=07 1

Il
=)

La formule triviale r’ — ss’ = r(r' — s') + s'(r — s) permet d’obtenir, pour tous nombres

complexes 7, ..., 'm, S0, - - -, Sm tels que |r],|s)| <1 (1 €40,...,m}),
m m l
‘Hrl HSZ‘ <Yl — sl
=0 =0 =0
En effet, il suffit de procéder par récurrence. Si la formule a été montrée pour m =0, ..., n,
on a
n+1 n+1

n n
‘ H T = H Sl‘ = |1 H?“l — Sntl HSZ|
1=0 1=0
n n n
|Tn+1(H Tl — Snt1 H si) + H Si(rn+1 — Sn+1)
1=0 1=0 1=0

n n
< ] DI —sil + ’ I st|lrms1 = snaal
=0 =0
n
< Z "’“l - sl’ + |”"n+1 - 5n+1|'

=0
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Des lors, on a

J |Z|k k—1 k—lj_
N I I
k=0 =0 =0
J L k—1 J L k=1
E j—1 =y’
S D == -
k=0 1=0 J k= =0 7/
B 1i\z|k k—1Dk 22332 |2
= G2 =9 2w
J k=0 2 J k=0
< Lo (lz]) = 0
S 2]. Pz s

ce qui suffit.

Exercice 6.3.38 Etablir que pour tous a,b > 0, la série >_;1/(a+ jb) diverge.
Suggestion. 11 s’agit d’une série numérique réelle a termes strictement positifs. On a j/(a+
jb) — 1/a et donc, par le critere de Riemann, la série ne converge pas. Par contre, ni le
critere de la racine ni le critere du quotient ne permettent de conclure.

Exercice 6.3.39 Etablir que la suite > ;1 /4% converge.
Suggestion. C’est la série de Riemann d’ordre deux.

Exercice 6.3.40 Etudier la convergence de la série numérique dont le terme général est
donné par x; = (a — 2)7/(29a/\/2j + 1), quelque soit j € Ny, pour toutes les valeurs
possibles du parametre réel a.

Suggestion. Le terme général n’a de sens que si a est non-nul. La valeur ¢ = 2 donne
évidemment lieu a une série absolument convergente. Dans les autres cas, vu la forme du
terme général, il y a lieu de recourir au critere du quotient. On a

21| _ la—2 V21
o]~ 2l V243

Ainsi, |a — 2|/2|a] < 1 si et seulement si (a — 2)? < 4a?, c’est-a-dire si et seulement si
3a%2 4+ 4a — 4 > 0. En procédant de méme avec les symboles « > » et « = », on obtient
le résultat suivant. Si a < —2, la série est absolument convergente. Si —2 < a < 2/3
(a # 0), la série diverge car son terme général ne tend pas vers zéro. Si a > 2/3 (a # 2),
la série est absolument convergente. Il reste alors & envisager les cas a = —2 et a = 2/3.
Pour a = -2, la série Zj(2j +1)~2 ne converge pas, vu le critere de Riemann. Pour
a = 2/3, la série Ej(—l)j(Qj + 1)~ /2 est une série alternée. Puisque (27 +1)~1/2\,0, elle
est semi-convergente.

a2
2l

—( ).



Chapitre 7

Espaces vectoriels normés

Danc ce chapitre, nous allons notamment montrer que, d’une certaine maniere, tout espace
vectoriel de dimension finie d est équivalent & I’espace euclidien R%. Ce résultat explique
pourquoi ’espace euclidien occupe une place prépondérante en analyse.

7.1 Espace vectoriel

7.1.1 Définition

Définition 7.1.1 Soit K un corps (on peut lire K comme étant le corps des réels R ou le
corps des complexes C); un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel est un ensemble
E dont les éléments sont appelés vecteurs, muni d’une loi interne + : E? — E appelée
somme vectorielle et d’une loi de composition externe a gauche - : K x £ — E appelé
multiplication par un scalaire jouissant des propriétés suivantes :

— la loi + est commutative, associative et admet un élément neutre 0 (ou Op pour
différentier ce vecteur de 1’élément neutre additif Ox du corps K), appelé vecteur nul.
Tout vecteur v admet un opposé ! —wv.

— La loi - est distributive a gauche par rapport a la loi +, distributive a droite par
rapport a ’addition du corps K et associative a droite par rapport a la multiplication
dans K. Enfin, I’élément neutre multiplicatif 1 du corps K est neutre a gauche pour
la loi externe -.

Les éléments de K sont appelés des scalaire.

Ainsi, si u, v, w sont des vecteurs de F et A\, deux éléments de K, on a

utv=v+u ut (v+w)=(u+v)+w
Op+v=v u+(—u)=0p
A(ut+v)=N-u)+A-v) A+p)-u=ANu)+(p-u)
M) - u=X-(p-u) l-u=u

Du premier axiome, il découle que E est non-vide. Les axiomes ensemble impliquent que
0 est absorbant a droite pour la loi - (i.e. le produit de O par un scalaire quelconque vaut
0g) et que le produit d’un vecteur quelconque de E par le scalaire Og vaut aussi Og. Cette

1. Autrement dit, (E, +) est un groupe abélien.

109
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propriété et le second axiome impliquent que 'opposé —v du vecteur v est le produit de
v par le scalaire —1. En résumé, on a aussi

OK'UZOE /\-OEZOE —1-u=—u

Si K est égal a Q, R ou C, on parle d’espace vectoriel rationnel, réel ou complexe res-
pectivement. On insiste parfois sur le fait que les éléments de E sont des vecteurs en les
surmontant d’une fleche : on écrit donc @ € E au lieu de v € E. L’intérét d’un espace
vectoriel réside dans la possibilité d’effectuer des combinaisons linéaires.

Définition 7.1.2 Soient £ un espace vectoriel sur K et J un ensemble d’indexation.
Pour tout j € J, soit z; un vecteur de E et A; un scalaire tel que, si J est infini, le
nombre d’indices J tels que A; est non-nul soit fini?; les familles xj et \j pour j € J
sont naturellement notées (z;);es et (A;)jes respectivement. La combinaison linéaire de
la famille de vecteurs (x;);es par la famille de scalaires (\;);je est le vecteur Y .. ; Ajz;.
Les scalaires \; (j € J) sont souvent appelés coefficients.

jeJ

Définition 7.1.3 Un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel E est une partie non-
vide de E stable?® par addition vectorielle et multiplication par un scalaire (ou de maniére
équivalente, stable par combinaison linéaire).

Muni des lois induites, un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. On vérifie im-
médiatement que I'intersection d’une famille quelconque (finie ou infinie) de sous-espaces
vectoriels est encore un espace vectoriel, mais en général, 'union, méme finie, d’une famille
de sous-espaces vectoriels ne l'est pas.

Exemples 7.1.4 Donnons quelques exemples classiques.
— L’espace nul est 'espace vectoriel  sur le corps K ne comportant qu’un seul élément ;
il s’agit nécessairement du vecteur nul.
— L’ensemble des suites numériques satisfaisant une relation de récurrence linéaire est
un espace vectoriel réel.
L’ensemble des polynomes est un espace vectoriel complexe.
L’ensemble des fonctions est un espace vectoriel complexe.
— L’espace R? est un espace vectoriel réel.

Définition 7.1.5 Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K. Une
application f de E dans F' est une application linéaire si elle est additive et commute
a la multiplication par les scalaires :

- f@+y)= f(z)+ f(y) pour tous z,y € E,
— f(\-x) = X- f(x) pour tout = € E et tout A € K.

Autrement dit, une application linéaire préserve les combinaisons linéaires : pour toute
famile finie (v;);ecs de vecteurs et toute famille (\;);e; de scalaires, on a

FO N v) = N f(uy).

jeJ jeJ

2. On dit que le support des indices est fini.
3. Une telle partie contient les opposés de ses éléments et forme donc un sous-groupe de (E, +).
4. L’espace nul est I'objet initial et ’objet final de la catégorie des espaces vectoriels sur K.
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Notation 7.1.6 Soient F et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K. L’ensemble
des applications linéaires de E dans F' est noté L(E, F).

Définition 7.1.7 Soit E un espace vectoriel; un élément de L(E, E) est appelé un en-
domorphisme® de 'espace vectoriel E.

7.1.2 Base d’un espace vectoriel

Définition 7.1.8 Soit E un espace vectoriel sur K. Une famille (v;);je de vecteurs de F
est libre sur K si pour toute partie J’ finie de J, toute famille (v;);c de vecteurs et toute
famille (A\;)jes de scalaires, on a ZjeJ' Ajv; = 0 implique A; = Og pour tout j € J'.
Les vecteurs v;, avec j € J, sont dits linéairement indépendants. Dans le cas contraire, la
famille est dite liée et les vecteurs constituants linéairement dépendants.

Exemples 7.1.9 La famille vide est libre. Une famille constituée d’un seul vecteur est
libre si et seulement si ce vecteur est non-nul. Deux vecteurs u et v sont liés si et seulement
s’il existe un scalaire A tel que v = A - v ou v = X\ - u. Dans ce cas, les deux vecteurs sont
dits colinéaires.

Définition 7.1.10 Soit E un espace vectoriel sur K. Le sous-espace vectoriel engendré
par la famille (vj);cs de vecteurs de E, noté span({v; : j € J}), est 'ensemble des
combinaisons linéaires des vecteurs v; (j € J). La famille (v;) es engendre E (on dit aussi
que cette famille est génératrice) si span({v;:j € J}) = E.

On vérifie de suite que span({v; : j € J}) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant
tous les vecteurs v;, avec j € J.

Définition 7.1.11 Soit E un espace vectoriel sur K. Une base de E est une famille (v;)jes
génératrice minimale de F : il n’existe pas de partie J' de J avec J' # J telle que (vj);er
est une famille génératrice de F.

Nous allons maintenant montrer qu’une base est une famille génératrice libre.

Lemme 7.1.12 Une base est nécessairement libre.

Preuve. Soit (vj)jcs une base de I'espace vectoriel £ sur K. Si cette famille n’est pas
libre, il existe une partie finie J' C J et une famille de scalaires (\;);jc  non tous nuls
tels que > ..y Ajv; = 0. Il existe donc un indice jo € J' et des scalaires (117) e (5o} tels
que vj, = ZjeJ/\{jo} pyvj. Autrement dit, (vj);jen (o3 est une partie génératrice de F, ce
qui implique que la famille (v;);es n’est pas une base. O

Proposition 7.1.13 Une famille génératrice (vj)jcy de E est une base si et seulement si
tout élément de E s’exprime de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs

v; (j€J)

Preuve. La condition est nécessaire. S’il existe deux familles finies de scalaires différentes

()‘j)jeJ et ()\;)jey telles que
D A= D X,
jeJ jeJ’

5. Un endomorphisme est un morphisme d’un objet mathématique sur lui-mre, ici un espace vectoriel.
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alors, en posant J"” = JUJ', il existe une famille de scalaires non tous nuls (A}) e~ telle
que »_ jegr )\;’ v; = 0, ce qui est absurde, vu le lemme précédent.

La condition est suffisante. Supposons que (\j)jcs soit une partie génératrice telle
que tout élément de E s’exprime de maniere unique comme combinaison linéaire des
vecteurs v; (j € J). S’il existe une partie J' de J différente de J telle que (\;) e soit
une famille génératrice, il existe jo € J \ J' et une famille de scalaires (\;);c tels que
Vjy = D jegr Ajuj, ce qui contredit le lemme précédent. O

Nous allons maintenant introduire la notion de base.

Théoréme 7.1.14 (base incompléete, AC) Soit E un espace vectoriel sur K. Si (vj)jcy
est une famille génératrice, toute sous-famille libre (v;)jex avec K C J peut étre complé-
tée de maniére a obtenir une base de E : il existe K' avec K C K' C J tel que (vj)jek:
soit une base de E.

Preuve. Si J est fini, la démonstration repose simplement sur I’algorithme en trois étapes
suivant :

1. onpose Ki=Ketl=1,

2. si la famille (v))jek, n’est pas génératrice, il existe un indice jo € J qui n’est pas
combinaison linéaire des v; avec j € Kj. Cet indice n’appartenant pas a Kj, on pose
K41 = KjU {jo} et on incrémente | d’'une unité. La nouvelle famille (v;) ek, est
nécessairement libre et on recommence cette étape.

3. Si la famille (vj),ck, est génératrice, on pose K’ = Kj. Cette famille étant aussi
libre, il s’agit bien d’une base de F.

Remarquons que la derniere étape est nécessairement abordée ; au pire la deuxieme étape
est répétée #J — #K fois, ce qui correspond au cas ou la famille (vj);cs est libre.

La démonstration de ce résultat lorsque .J est infini est plus ardue et fait appel a ’axio-
matique de la théorie des ensembles. En effet, ce résultat repose sur 'axiome du choix, ou
plus précisément, dans la preuve qui va suivre, sur le lemme de Zorn qui lui est équivalent.
Soit F' I’ensemble des parties K’ de J contenant K et telles que la famille (v;) ek soit
libre. Cet ensemble F est non-vide, puisque K € F. Il est aussi inductif® pour I'inclusion :
en posant K’ < K" si K’ et K" sont deux éléments de I tels que K’ C K", toute partie
totalement ordonée admet un majorant. Par le lemme de Zorn, F' possede un élément
maximal ; soit Kps cet ensemble. Pour tout jo € J, vj, s’exprime comme une combinaison
linéaire des vecteurs v; avec j € Ky, sinon (vj)jer,,ugjo} serait une famille libre et Ky
ne serait pas maximal. Tout élément de F s’exprimant comme une combinaison linéaire
des vecteurs v; avec j € J, il s’exprime aussi comme une combinaison linéaire des vecteurs
vj avec j € Ky, ce qui prouve que (v))jek,, est une famille génératrice. ]

Ce théoreme affirme que tout espace vectoriel ¥ admet une base : la famille vide étant
libre, elle peut étre complétée en une base de E.

Théoreme 7.1.15 (dimension) Si (vj)jcs et (ug)rer sont deux bases d’un méme es-
pace vectoriel, alors J et K ont méme cardinalité.

6. L’ensemble I est stable par union de chaines non-vides.
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Preuve. Supposons que le cardinal de J soit strictement supérieur a celui de K et montrons
que la famille (v;);es est liée. La preuve differe selon que I'on suppose J fini ou non.
Si J n’est pas fini, pour tout k € K, il existe un ensemble J C J fini et une famille de

(k))
Up = Z )\g-k)vj.

scalaires (/\j jeJ, tels que
Jj€Jk

Puisque le cardinal de J est strictement supérieur a celui de K et que .J; est un sous-
ensemble fini de J pour tout k£ € K, le cardinal de J est strictement supérieur a celui de
Urer Ji (c'est argument n’est pas valable si J est fini). Il existe donc un indice jo € J
tel que jo & UrekJi. Par hypothese, I'élément v, est combinaison linéaire finie des uy
(k € K). Or, il résulte des considérations qui précedent que l'on peut exprimer les wuy
(k € K) comme combinaison linéaire des v;, avec j € J \ {jo}. Il en résulte que v, est
linéairement dépendant des scalaires vj, avec j € J \ {jo}.

Si J est fini, 'hypothese que la famille (v;);jes est génératrice est superflue. On peut
utiliser le lemme de Steinitz; voici une seconde méthode. Soient m et n les nombres
d’éléments respectifs de J et K (on a donc m > n). Pour tout j € J, il existe une famille

vj = Z /\g)uk

keK

()\,(ﬁj))keK telle que

La matrice M de type m x n dont 1’élément j, k est )\g»k) est de rang au plus égal a n et

par conséquent ses m lignes sont liées. Soit L; sa j-ieme ligne (5 € {1,...,m}); il existe
des scalaires (j5);je non tous nuls tels que la ligne > jed p;L; = 0. Par conséquent

Domivy =Dy 3 N we =3 (3w Jus =0,

JjeJ jedJ keK keK jeJ
ce qui prouve que les v; (j € J) sont liés. O
Définition 7.1.16 Soit £ un espace vectoriel sur K. Si (v;);cs est une base de E, E est

dit de dimension infinie si J n’est pas fini. Dans le cas contraire, la dimension de E est le
cardinal de J.

Un espace vectoriel est donc de dimension finie si et seulement s’il possede une partie
génératrice finie.

Exemple 7.1.17 La dimension de I’espace vectoriel R? est égale & d, puisque (€5) jefl,..d}
est une base de R?. Plus généralement, si K est un corps, alors pour tout d € Ny, I’ensemble

K% muni de
— l'opération addition
+:(KHY2 =KD (A, Aa)s (1, ooy pta)) = A4 o1, Mg+ pia)
— et de 'opération multiplication par un scalaire
KX KPS K (1 (A A)) = (A, pAg)
est un espace vectoriel de dimension d dont la famille (ej);eq1,.. ay, définie par e; =

(€j1,---,€54) avec ej, =Or si j # ket ej;j =1k (j,k € {1,...,d}), est une base.

Exemple 7.1.18 L’espace vectoriel des polynomes est de dimension infinie et une base
de cet espace est donnée par la famille (27) en.
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7.1.3 Théoreme d’isomorphie

Nous allons maintenant montrer que tout espace vectoriel de dimension d sur K possede
essentiellement la méme structure (en langage mathématique nous parlerons d’isomor-
phisme) que K¢

Définition 7.1.19 Deux espaces vectoriels F et F' sur K sont isomorphes s’il existe une
bijection T" entre E et F telle que T'(A\x + py) = A\T'(z) + pT'(y) pour tous x,y € E et
A, 1€ K. L’application T est appelée un isomorphisme.

Un isomorphisme est donc une bijection qui préserve les relations linéaires.

Lemme 7.1.20 Si deux espaces vectoriels sont isomorphes, ils ont la méme dimension.

Preuve. Supposons que 1" soit un isomorphisme entre les espaces vectoriels F et F', soit
(vj)jes une base de E et posons, pour tout j € J, uj = T(v;). Si y est un vecteur de F,
il existe x € E tel que T'(z) = y et une famille de scalaires (dont seul un nombre fini sont
non-nuls) (A;)jes telle que z = 3, ; Ajv;. Par conséquent, on a y = > . ; Aju; et la
famille (u;)jes est génératrice. Si y s’écrit également y = > jeg Hily (ou seul un nombre
fini de u; (j € J) sont non-nuls), ona 0= 3. ;(A;j —;j)u;. Par conséquent, on doit avoir
0=>;c/(Aj — pj)vj et donc A; = p; pour tout j € J, puisque (v;)je s est une base. [

Le résultat qui suit est fondamental pour les espaces vectoriels de dimension finie.

Théoréme 7.1.21 (isomorphie) Tout espace vectoriel de dimension d sur K est iso-
morphe & K9,

Preuve. Soit E un espace vectoriel de dimension d et (v;);es une base de E'; puisque F
est de dimension finie, on peut indexer les éléments de la base sur les d premiers nombres
naturels non-nuls, i.e. supposer que J est 'ensemble {1,...,d}. Pour tout x € E, il
existe donc d scalaires Ai,...,A\q € K tels que z = Z;-lzl Ajvj. On vérifie de suite que
I'application qui & un tel élément de E fait correspondre 1’élément (A1, ..., \g) de K% est
un isomorphisme entre E et K. ]

7.2 [Espaces vectoriels normés

7.2.1 Définition

Dans la suite, nous supposerons que F est un espace vectoriel réel ou complexe et
écrirons Az plutot que A - x, si x € E et A est un scalaire de R ou C.

Définition 7.2.1 Soit E un espace vectoriel ; une norme sur E est une fonction
|-l E—=R" x|z

telle que, pour tout z € E,

— (séparation) ||z|| = 0 si seulement si z = 0,

— (homogénéité) ||Ax|| = |A|||z]|, pour tout scalaire A,

— (inégalité triangulaire) || + y|| < ||lz[| + |ly[|, pour tout y € E.
Un espace vectoriel £ muni d’une norme || - || est appelé un espace vectoriel normé; il est
noté (E,|| - ||) ou simplement E si aucune confusion n’est possible.
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Remarque 7.2.2 Faisons a présent deux remarques :
— La condition ||0|| = 0 est superflue, puisque la condition d’homogénéité impose, pour
tout z € E, ||0x| = 0||x]|.
— Une fonction réelle satisfaisant les trois propriétés de la norme est nécessairement
positive, puisqu’on a, pour tout x € F,
0 =0} = llz — | < [lz]| + | = 2]l = 2{|=]].
Remarque 7.2.3 Sila propriété de séparation n’est pas vérifiée, on parle de semi-norme
sur F.

Définition 7.2.4 Une application entre deux espaces vectoriels normés est appelé un opé-
rateur. Plus généralement, Unopérateur est une application entre deux espaces vectoriels
topologiques.

Proposition 7.2.5 (inégalité triangulaire renversée) Si (E, | - ||) est un espace vec-
toriel normé, on a

ezl =yl < llz = yll,
pour tous x,y € F.

Preuve. 11 suffit de considérer successivement les deux décompositions suivantes : x =
(r—y)+yety=(y—x)+x, pour tous z,y € E. O

7.2.2 Distance induite par une norme

Proposition 7.2.6 Si (E,||-||) est un espace vectoriel normé, lapplication
dist : B> = RT  (z,y) — ||z —y|

définit une distance sur E.

Définition 7.2.7 La distance définie par le résultat précédent est appelée distance induite
par la norme || - ||.

Remarque 7.2.8 Toute les distances ne sont pas induites par une norme. Ainsi la dis-
tance discrete, définie implicitement par

. 0 siz=y
dist = .
sitoa) ={ 300
sur l'ensemble F (de plus d’un élément) ne peut donner une distance sur E, puisque
Papplication ||z| = d(x,0) ne vérifie pas la condition d’homogénéité.
Donnons quelques exemples.

Exemples 7.2.9 Pour 'espace vectoriel R?, les normes usuelles sont le module | - |,
la distance de Manhattan : ||z|; = 2?21 |zj| et la norme de Tchebychev, ||z|o =
sup{|z1|,...,|rq|}. Plus généralement, pour p > 1, on peut munir R? de la norme de
Minkowski : ||z||, = {/ Z;-lzl |zj|P. Le fait que cette fonction || - ||, est une distance résulte
de I'inégalité de Minkowski (proposition 11.7.9).

Exemple 7.2.10 Si K C R? est un ensemble compact, ’ensemble des fonctions définies
et continues 7 sur K muni de la norme || f|| = sup,¢cj |f(z)| est un espace vectoriel normé.

7. Plus généralement, on peut prendre les fonctions définies et continues sur I’ensemble métrique com-
pact (X, d).
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7.2.3 Applications linéaires continues

Exprimons la notion de continuité spécifiquement pour les applications linéaires entre
deux espaces vectoriels normés.

Définition 7.2.11 Une application f entre deux espaces vectoriels normés (E, | - ||g)
et (F,|| - ||r) est continue si et seulement si, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que
| = yllz < n implique [|f(z) — f(y)llr <&, pour tous z,y € E.

Remarque 7.2.12 Par I'inégalité triangulaire inversée, une norme sur un espace vectoriel
est une application continue sur I’espace normé.

Pour les applications linéaires, on peut adopter une définition alternative.

Proposition 7.2.13 Une application linéaire f entre deuzr espaces vectoriels normés
(E,| - |lg) et (F,||-||7) est continue si et seulement si

— elle est continue en zéro,

— il existe C' > 0 tel que, pour tout x € E, || f(z)||lr < Cllz|g.

Preuve. Montrons la premiere équivalence. Puisque f(0) = 0, la condition est nécessaire.
La condition est suffisante. Soit ¢ > 0; il existe n > 0 tel que ||z||g < nimplique || f(x)||r <
e.Dela, si ||z —y||lp <n,ona

1f (@) = fW)llr = 1f(z —y)lr <e.

Montrons la seconde équivalence. La condition est suffisante. On a

1f (@) = fWllr = 1f(z = y)lr < Clle =yl

ce qui suffit.
Montrons que la condition est nécessaire. Il existe n > 0 tel que ||z||g < n implique
|f(x)||r < 1. Pour tout € E non nul, soit y = z/|[2x/n||g. On a || f(y)||r < 1 et donc

1£(@)]lr = uf<f7||x||Ey>||F - juf(y)aner < ina:rE.

On conclut en posant C' = 2/1. 4

Proposition 7.2.14 Si (E,||-||g) et (F,||-|r) sont deuz espaces vectoriels normés, alors
l’ensemble des applications linéaires de E dans F continues muni de la norme

-l f = sup 1f ()|l

ze{yeE:|ylle<1}

est un espace vectoriel normé.

Preuve. Seule I'inégalité triangulaire de 'application || - || n’est pas triviale. Soit B = {z €
E :||z| < 1}. Si f et g sont deux applications linéaires de E dans F', on a, pour tout
reB
If +9@)lr < f@)[r+lg(@)[r < sup | f(z)]r + sup [g(z)]F,
zeB zeB

ce qui implique
sup [|f + g(@)||lr < |If]l + llg]l
reB

et permet de conclure. O
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7.2.4 Normes équivalentes

Définition 7.2.15 Deux normes || - ||1 et || - ||2 sur un espace vectoriel E sont équivalents
s’il existe deux constantes strictement positives C et Cy telles que

Cillzlly < llzll2 < Call=|x,
pour tout xz € F.

Exemple 7.2.16 Pour tout p > 1, la norme de Minkowski || - ||, est équivalent & la norme
de Tchebychev || - |ls sur RY, puisqu’on a

Iz lloe < llzllp < Vdl|z] oo
pour tout x € R%. Incidemment, nous avons montré que ||z, — ||7||c lorsque p tend vers
I'infini.

Exemple 7.2.17 Voici un exemple de normes qui ne sont pas équivalentes; il fait appel
au calcul intégral. Soit E I'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur [0, 1] et
les normes || - ||; et || - ||o respectivement définies par

1
I/ =/ |fldz et |[f(z)lloc = sup |f(z)].
0 xz€[0,1]
Pour tout j € Ny, soit f; la fonction définie sur [0, 1] par
.2 . . .
N —jte4j sixze[0,1/4]
filz) = { 0 si @ e [1/4,1]

On vérifie directement que || f|j1 = j et || f|lcc = 1/2, ce qui implique qu’il n’existe pas de
constante C' > 0 telle que || fj||oc < C||fj]|1 pour tout j € Np.

7.2.5 Théoréme d’isomorphie isométrique

Nous allons maintenant montrer qu’en dimension finie, les propriétés topologiques d’un
espace vectoriel sont indépendantes de la norme choisie. Si E est un espace vectoriel
de dimension finie d, soit (ej)je{l,__,d} une base de E. Puisque pour tout x € E, on a

T = Z?:1 xjej pour d scalaires uniques x1,..., T4, on peut munir cet espace de la norme
[#]loc = sup{l|z1l, ..., |zal}.

Lemme 7.2.18 Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, toute norme || - ||
est une application continue de (E, || - ||s) dans (R,|-]|); plus précisément, il existe une
constante C' > 0 tel que pour tout z,y € E, on a |||z] — |lyll| < Cllz — y|co-

Preuve. En utilisant 'inégalité triangulaire et 'homogénéité de la norme, on a

d

d d
lzll = 1Y jesl < Y laslllesl < O el l2lloo,
i=1 j=1

J=1

pour tout z € E. En posant C' = Z?Zl llejll, on obtient donc ||z —y|| < Cljx — y|/ss pour
tout x,y € E. L’inégalité triangulaire renversée implique alors

ezl =Nyl < llz =yl < Cllz = ylleo,

qui est I'inégalité annoncée. 0
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Remarque 7.2.19 En fait, nous avons montré que la fonction ||| : (E, || |lcc) = (R, |-])
est lipschitzienne.

Lemme 7.2.20 La sphére unité pour || - |loo, S = {x € R?: ||2]|oo = 1}, est un ensemble
compact de RY.

Preuve. On vérifie directement que S C H?ZI[O, 1], cet intervalle étant un compact de
R?. De plus, S est fermé: de fait, si (xj); est une suite de S qui converge vers x € R,
les propriétés relatives au suites impliquent que ||z;|| converge vers ||z| . Or, (||2}]/c0);
étant la suite constante 1, on a nécessairement ||z||~ = 1, c’est-a-dire x € S. Au total, S
est un ensemble fermé et borné de R?, ce qui suffit. O

Preuve. On peut aussi voir S comme étant 'ensemble f~1({1}), avec
fiRESR 2 ||2]oo

Cette application étant une continue, S est fermé. Il s’agit donc d’un compact, puisque S
est trivialement borné. O

Lemme 7.2.21 Sur R, toutes les normes sont équivalentes.

Preuve. Soit || - || une norme sur R%. Montrons que || - || est équivalent & || - ||o0, ce qui
permettra de conclure par transitivité. Par le premier lemme, || - || est continu sur S, ou
S est la sphere pour la norme || - || définie au second lemme. Ainsi, cette fonction est
bornée (et atteint ses bornes) sur S : il existe m, M € R™ tels que m < ||S]| < M. Si
est un vecteur non-nul, soit y = z/||z||o0 ; on a

]|
Syl =Tps <
et donc m||z||c < ||2|| < M||Z||0o- O
Le théoreme d’isomorphie peut étre amélioré.
Définition 7.2.22 Soient (E, | - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés. Une

isométrie de E' dans F' est une application f de E dans F telle que ||f(z) — f(y)||lr =
|lx — y||p pour tous x,y € E.

Théoréme 7.2.23 (isomorphie isométrique) Pour tout espace vectoriel E sur K de
dimension d, il existe un isomorphisme isométrique entre K¢ et E

Preuve. Soient (ej);eq1,...qy une base de E et f I'application linéaire

d
f : Rd —F (xl,...,xd) — Zl‘j@j.

j=1

On a, avec des notations évidentes
d d d
1 @) = FWlloe = 1D mies =D wiejlloo = 1D (x5 — y5)ejlloo

j=1 j=1 j=1
= sup |zj -yl = [z — Yl

je{lv'“vd}

On remarque aussi que f est une bijection. O
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Remarque 7.2.24 L’inverse de I'isométrie f définie dans le théoréme précédent est aussi
une isométrie.

Théoréme 7.2.25 Si E est un espace de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes

Preuve. Soient S la spheére dans E pour la norme || - ||l : 8" = {z € E : ||z] = 1}
et f lisomorphisme isométrique défini dans le théoreme précédent. Pour toute norme
|- || sur E, on a [|S’|| = || f(S)||, ce qui prouve que ||S’|| est compact, par continuité. Le
raisonnement est alors analogue au cas de RY. O

Remarque 7.2.26 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, les normes étant
équivalentes, les distance induites le sont également ; il en résulte que les ouverts induits
par ces deux distances sont identiques. Sur un espace vectoriel de dimension finie, les
normes induisent donc une topologie ® unique.

Théoreme 7.2.27 Toute application linéaire entre deux espaces vectoriels mormés de
dimensions finies est continue.

Preuve. Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et munissons-les de la
distance de Manhattan : par exemple, si (€;);c(i,.. ap est une base de E, on a |z| =
I Z‘;:l zjej| = E?:l ||, pour tout « € E. Ainsi, si f est une application linéaire entre

FE et I,
d

d d
IF @) =1 Q_ el = 1Y zif (el < Y Lzl (es)ll,
j=1 j=1 j=1

pour tout z € E. En posant C' = supjcy . a3 [f(€))], on trouve || f(z)[| < C|lz], ce qui
suffit. 0

Remarque 7.2.28 Ce théoreme n’a pas d’équivalent si le corps de base K n’est pas
complet. Par exemple, si K = Q, on vérifie que Q[v/2] = {p+¢v2 : p,q € Q} est un sous-
espace vectoriel rationnel de dimension 2. Cependant, les normes ||p + ¢v/2||1 = |p| + |q|
et [|p+ qv2|2 = |p + V2| ne sont pas équivalentes. En effet, en posant z; = (1 — v/2)7,
on peut construire, en utilisant le bindme de Newton, deux suites (a;); et (b;); telles
que x; = aj — b;v/2. La suite (y;); définie par y; = (1 + /2)7 vérifie y; = a; + b;jV/2.
Ainsi aj = (z; + y;)/2, x; tend vers 0 et y; vers I'infini lorsque j tend vers l'infini. Au
total, ||z;||1 tend vers I'infini et ||z;||2 vers 0, ce qui implique que ces normes ne sont pas
équivalentes.

8. On peut montrer, grace au théoréme précédent, que 'espace est complet ; il s’agit donc d’espaces de
Banach.



Chapitre 8

Fonctions

8.1 Généralités

8.1.1 Définitions

Définition 8.1.1 Une fonction définie sur A C R? est une application de A dans C.
Rappelons que la notation suivante est d’usage,

f:A—=C zw— f(z).

On dit que la fonction est définie sur A et que A est I’ensemble de définition ou le domaine
de définition de f; cet ensemble est en général noté dom(f). On appelle z la variable et
f(z) la valeur de f enz. Si B C A, f(B) ={f(z) : € B} est 'ensemble de variation ou
Iensemble des valeurs de f sur B. Plus spécifiquement, on note im(f) = {f(z) : z € A}
I'image par f de A.

Remarquons que im(f) = f(dom(f)). Si, ent théorie, on accorde une signification diffé-
rente aux notations f (qui représente la fonction) et f(z) (qui représente la valeur de f
en z, ¢’est-a~dire un nombre complexe), il est fréquent d’utiliser des expressions telles que
« la fonction f(z) ». Il s’agit la d’un abus consacré par l'usage.

Définition 8.1.2 Une fonction f : A — C est réelle si f(x) est réel pour tout x € A.
Une fonction réelle f : A — R est positive (resp. négative) si f(x) > 0 (resp. < 0) pour
tout x € A. Si on désire insister sur le fait qu’une fonction n’est pas réelle, on dit que f
est une fonction complexe ou a valeurs complexes.

Exemples 8.1.3 Dans les chapitres précédents, nous avons déja introduit quelques fonc-
tions remarquables :

- [ RIS R [z]; (7 €{L,...,d},

~ | RT=S Rz |z,

- TR Rt zw— ot

- TR Rt oz,
L’application 0 est 'application

0:RT'S R 2~ 0.

On utilise donc le symbole « 0 » pour désigner a la fois un nombre et une fonction.
L’application 1, aussi notée ypa est I'application

1:R* 5 R 2+ 1.
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Enfin, si C, = {(x,y) € R? : 22 +4? = r2} (r > 0), I'application qui & tout point (z,y) de
R2\ C, associe le nombre 1/(r? — 22 — y?) est une fonction ; on la note

R2\Cp R 2
r? —[2]] - [2]3

Bien souvent, on préfere parler simplement de la fonction définie sur R?
1
rZ— g2 g2
Définition 8.1.4 Si f est une fonction complexe définie sur A C R%, le graphe de f est
I'ensemble T'(f) = {(x, Rf(x),Sf(x)) : * € A} ; c’est donc une partie de R¥2. Si f est une
fonction réelle définie sur RY, on appelle plutdt graphe de f 'ensemble I'(f) = {(z, f(z)) :
x € A}; c’est donc une partie de R4T!. Le graphe de f est parfois noté G(f).

Il ne s’agit pas ici de confondre le graphe d’une fonction avec sa représentation géométrique
appelée graphique. Cette représentation peut certes étre des plus instructives dans I’étude
d’une fonction mais présente plusieurs écueils. D’abord, il existe des fonctions définies sur
R pour lesquelles il est impossible de représenter le graphique. Il en est par exemple ainsi
pour la fonction

0 six est rationnel
FiR={01} o { 1 six est irrationnel

De plus, il est impossible d’obtenir une représentation graphique d’une fonction réelle
définie sur A C R?% avec d > 3 ou d’une fonction complexe définie sur A ¢ R? avec d > 2.

8.1.2 Opérations entre fonctions

Introduisons quelques relations de comparaison. Deux fonctions f et ¢ définies sur A
et B respectivement sont égales si A = B et si, dans ce cas, f(z) = g(z) pour tout = € A.
On écrit f = g. Si ce n’est pas le cas, on dit que f et g sont différents, ce que I'on note
f#g.

Si les fonctions sont réelles, on peut introduire d’autres opérations de comparaison.
Soient f et g deux fonctions réelles définies sur A C R?. La fonction f majore ou est
supérieure ou égale a g si f(x) > g(z) pour tout = € A. On écrit f > g. De la méme
maniere, f minore ou est inférieure ou égale a g si f(x) < g(z) pour tout z € A. On écrit
alors f < g. En particulier, f est positif (resp. négatif) si f > 0 (resp. f < 0).

Si f et g sont des fonctions définies sur A et B respectivement, alors g est la restriction
de fsur Bsi BC Aet g(z) = f(x) pour tout = € B. Dans ce cas, g s’écrit g = f|z. On
dit également que f est un prolongement de g sur A.

Intéressons-nous maintenant aux opérations algébriques. Soient J € Ng et f, g, f1,..., fs
des fonctions définies sur A C R?. Soient aussi J nombres complexes ci, .. ., ;. On définit
les opérations algébriques élémentaires suivantes :

— la combinaison linéaire correspondant aux c; et aux f; (1 < j < J), notée Z}']=1 c;fi,

est la fonction définie en tout point = de A par

J J

O eif)@) =D cifi(x).

J=1 J=1
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— Le produit des f;, noté H;Izl fj est la fonction définie en tout point x de A par

J J
(H fi)x) = Hfj(fl?)-

— si g(z) differe de zéro en tout point = € A, le quotient de f par g, noté f/g est la
fonction définie en tout point = de A par

g 9(x)

Une opération algébrique est une opération entre fonctions qui peut étre écrite explicite-
ment au moyen d’un nombre fini d’opérations algébriques élémentaires entre ces fonctions.
Un exemple est fourni par la fonction suivante, si g(x) # 0 et f(x) # H;-Izl fj(x) pour
tout « € A, on peut définir la fonction

f > cil

g f-Tli=1Vf

Un cas particulier du produit fini est le concept de fonction séparée. Une fonction f
définie sur un intervalle I de R? est séparée s’il existe J € Ny et J fonctions définies sur des
parties adéquates telles que f(z) = fi(Tra), - Tre(1)) * FI(Tr(k(I=1)41)> - - - Tr(k()))
pour tout x € I, avec k(J) = d et ou 7 est une permutation sur {1,...,d}. Ainsi, une
fonction qui ne dépend que d’une partie des composantes de la variable est une fonction
séparée car elle peut étre considérée comme étant le produit d’elle-méme avec la fonction
qui, aux autres composantes de la variable, associe la valeur 1. En particulier, une fonction
f définie sur un intervalle I de R? est & variables séparées s'il existe d fonctions fi,. .., fq
définies sur des parties adéquates de R telles que f(z) = fi(x1)--- fa(zq) pour tout x de
1.

Nous allons maintenant considérer les fonctions composées. Soit J € Ny et J fonctions
réelles fi,..., f; définies sur une méme partie A de R%. Bien sir, pour tout z € A,
(fi(z),..., fs(z)) est un point de R7. Si f est une fonction définie sur une partie B de
R7 telle que {(fi(),..., fs(z)) : z € A} C B, alors f(fi(x),..., fa(x)) est un nombre
complexe pour tout x de A. Sous ces conditions, la fonction

f(fi,.o oy fa) A= C xw— f(fi(z),..., fa(x))

est une fonction, appelée fonction composée de f et des f1,..., f;. C’est donc la compo-
sition f o (f1,..., fs) des applications f : B — C et (f1,...,fs) : A — B. Par exemple,
la fonction g : R? — R (z,y) — z + y? est une fonction composée de la fonction
f() = []1 + []2 et des fonctions fi(-) = []1, f2(-) = []3 définies sur R? : g = f(f1, fa)-
Une fonction de fonction est une fonction composée pour laquelle J = 1.

8.1.3 Fonctions associées

Etant donné une fonction f A — C et une application ¢ : C — C, la composition
pof: A — C est une fonction sur A, souvent notée ¢(f). Cela étant, a une fonction
f:+A— C, on associe

— la partie réelle de f, a savoir R o f, que 'on note plutot Rf,
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— la partie imaginaire de f, a savoir o f, que I'on note plutot If,
le module de f, a savoir | - | o f, que 'on note plutot | f],
la fonction conjuguée de f, & savoir ~o f, que I’on note plutét f.
Il est clair que Rf et Sf sont des fonctions réelles, que |f| est une fonction positive et
que f est une fonction a valeurs complexes sur A. Nous avons bien siir la décomposition
fondamentale suivante : f = Rf + iSf.

A une fonction réelle f:A— R, on associe

— la partie positive de f, & savoir -7 o f, que 'on note plutot f+,

— la partie n’egative de f, a savoir -~ o f, que 'on note plutot f—.
Il s’agit bien siir de deux fonctions positives sur A tellesque f = fT—f~ et |f| = fT+f.
Si f est une fonction a valeurs complexes définie sur A, la décomposition suivante permet
d’expremier g au moyen d’un combinaison linéaire de fonctions positives,

f=MNT =R +i(SHT =S

Soient J € Ny et J fonctions réelles fi, ..., f; définies sur une méme partie A de R%.
Leur enveloppe supérieure est la fonction

max{f1,...,fr} : A= R z— max{fi(x),...,fs(z)}.

Leur enveloppe inférieure est la fonction

min{f1,...,fs7} : A—=R z— min{fi(x),..., fs(z)}.

On a aussi les notations suivantes, maxi ;< fj pour I'enveloppe supérieure et mini ;< f;
pour lenveloppe inférieure. On peut aussi remplacer max par sup et min par inf. On
obtient immédiatement le théoreme de structure suivant.

Proposition 8.1.5 Soient J € Ny et J fonctions réelles définies sur une méme par-
tie A de R%. Leurs enveloppes supérieure et inférieure peuvent étre obtenues au moyen
d’un nombre fini de combinaisons linéaires et de recours aux parties positives, aux parties
négatives et aux modules de fonctions.

Par exemple, pour J =2, on a

max{fi,fo} = fi+ (fo—f1)" =(fi+ fo+|f1 — f2])/2

et
min{ f1, fo} = fi = (fo— f1)” = (fi + fo = |f1 — f2l)/2.

Si F est un ensemble de fonctions réelles définies sur une méme partie A de R? et
si, pour tout z € A, l'ensemble {f(x) : f € F} est majoré (resp. minoré), I’enveloppe
supérieure (resp. inférieure) de F est la fonction

supF:A—=R z—sup{f(z): feF}

(resp. inf F: A - R z—inf{f(x): f € F}).

Il convient de remarquer que dans ce cas, il n’existe plus de théoreme de structure.
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8.1.4 Fonctions bornées

Définition 8.1.6 Une fonction f définie sur A est bornée sur B C A si l'ensemble f(B)
est borné. Si f est borné sur A, on dit simplement que f est borné. Une fonction réelle
f définie sur A est majorée (resp. minorée) sur B C A si f(B) est une partie majorée
(resp. minorée) de R. On définit alors la borne supérieure (resp. borne inférieure) de f
sur B comme étant la borne supérieure (resp. inférieure) de cet ensemble. On la note
sup,cp f(z) (resp. inf,ep f(z)) ou parfois simplement supg f (resp. infp f). Si B = A on
dit simplement que f est majoré (resp. minoré).

Remarquons qu’une fonction majorée ne réalise pas nécessairement sa borne supérieure.
Plus précisément, si f est une fonction réelle définie sur une partie A de R, le fait que f
soit majoré sur une partie B de A n’implique pas l'existence d’un point xg de B tel que
sup,ep f(z) = f(xo). Cette remarque reste bien str valable pour la borne inférieure.

Exercice 8.1.7 Si f et g sont deux fonctions réelles et bornées sur une partie A de R?,
établir que f — g est borné sur A et que

| sup f(x) — sup g(z)| < sup | f(z) — g(z)].
€A z€EA z€A

Suggestion. Le fait que, pour tout = € A,

|f(z) — g(z)| < sup|f(y)] + sup|g(y)|
yeA yeA

implique évidemment que f — g est borné. Etablissons maintenant I'inégalité. Bien sir,
pour tout xz € A,

f(x) —g(x) < |f(x) —g(2)| <sup|f(y) —g(y)|

yeA
et donc f(x) —sup.c 9(2) < supyea [f(y) — g(y)|- De la, on tire

sup f(z) —sup g(x) < sup[f(z) — g(2)|-
€A TEA TEA

Il suffit alors de permuter les roles de f et g pour conclure.

Exercice 8.1.8 Soient A; et Ay deux parties de R et R% respectivement. Si la fonction
f définie sur A = A; x As est réelle et bornée, établir que les relations suivantes :

— Suppen £() = SUpye, P, £, 2),

— infyea f(z) = infyea, inf.ca, f(y, 2),

~ SUp,e g, infyea, f(y,2) <infyea, sup.cqa, f(y,2)
sont toujours vérifiées.
Suggestion. Etablissons la relation relative aux bornes supérieures, la relation relative aux
bornes inférieures s’établissant de méme. Bien stir, pour tout point (y, z) de Ay X Ay, on a
f(y,2) <supgea f(x). De la sorte, pour tout y € Ay, on a sup,ca, f(y,2) < supgeq f(2)
et donc supyc4, SUP,ea, f(¥,2) < supyeqa f(z). Inversement, on a évidemment f(z) <
SUPyc A, SUPze A, J (y, z), d’ou 'autre majoration et par conséquent la conclusion.

Passons a I'inégalité. Pour tout (y, z) € A;x Ay, on a évidemment f(y, z) < sup,ica, f(y, 2)
et donc, pour tout z € A, infyca, f(y,2) < infyea, sup,ica, f(y,2). La conclusion est
alors directe.
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Remarque 8.1.9 On ne peut améliorer I'inégalité dans ’exercice précédent. De fait, la

fonction

0 siz>y
. 2 Z
f:R* =R (m,y)*—){l iz <

est telle que sup,cp infyer f(2,y) = 0 et infycr sup,cp f(z,y) = 1.

8.1.5 Zéros d’une fonction

Définition 8.1.10 Un zéro d’une fonction f définie sur A est un point z de A tel que
f(x) = 0. L’ensemble d’annulation de f est ’ensemble des zéros de f.

Définition 8.1.11 Si Z; dénote I'ensemble d’annulation d’une fonction f définie sur R,
un zéro de f est un zéro identique s’il appartient a ZJ‘?. Un zéro non-identique est un zéro
accidentel. Le support de f, noté [f] ou supp(f), est ’ensemble

[fl={zeRe: f(z) # 0}

On a donc [f] = R?\ Z;. Dés lors, étant donné J fonctions fi,..., f; définies sur R
(J € Np) et J nombres complexes ¢i,...,cy, on a

J J
D eifil culiiglsl et (I £ €0l
j=1 j=1

Il est facile de montrer que ces relations ne peuvent étre améliorées. Soient les fonctions
f et g définies sur R par f(z) =1six >0, f(z) =0 sinon et g(z) =1six <0, g(z) =0
sinon. On a bien str [f] = [0, +o00[ et [g] =] — 00, 0], ainsi que [f +g] =R, [f — f] =D et
[f9] = 2.

8.1.6 Fonction caractéristique

Définition 8.1.12 La fonction caractéristigue d’un ensemble A est la fonction x4 telle
que xa(z) =1six € Aet xa(z) =0 sinon.

On vérifie de suite que xg = 0, xga = 1, xac = 1 — x4 et [xa] = A. Si A et B sont deux
parties de R?, on a B C A si et seulement si yp < x4 ; de plus, A = B si et seulement si
XA = xB. Si A1,..., Ay sont des parties de R? (J € Ny),

J
Xnr_a, = [T xa, =mf{xaoxa,} et xoz 4, =sup{xa,- - xa, )
j=1

8.2 Limite des valeurs d’une fonction

8.2.1 Définitions

Définition 8.2.1 Soient f une fonction définie sur une partie non-vide A de R%, zy un
point de A et [ un nombre complexe. On dit que [ est la limite de f pour = tendant vers
xg ou f converge vers | si x converge vers xo (on dit aussi « tend » en lieu et place de
« converge ») si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout x € A vérifiant
I'inégalité |x — x| < 7, on a |f(x) — ] < e. On écrit alors limy_,4, f(z) =1 ou f(z) — 1
six — xp.
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Cette notion peut étre interprétée a ’aide des voisinages : on a lim,_,,, f(z) = [ si, pour
tout voisinage U de [, il existe un voisinage V' de ¢ tel que f(V N A) C U. La définition
peut étre étendue comme suit.

Définition 8.2.2 Soient f une fonction définie sur une partie non-vide A de R? et x
un point de A. On dit que f tend vers l'infini si x converge vers xg, ce que l'on note
lim, .z, | f(2)| = 00 ou limy_,s, f(z) = oo si, pour tout N > 0, il existe n > 0 tel que,
pour tout = € A vérifiant I'inégalité |z — 29| <, on a |f(z)| > N.

Bien que écriture lim,_,4, f(z) = oo soit moins explicite, c’est cette derniére que nous
utiliserons pour des raisons pratiques. En effet, nous pourrons ainsi regrouper les cas
faisant intervenir I'infini avec les autres en n’utilisant qu’une seule notation.

Définition 8.2.3 Soient f une fonction définie sur une partie non-vide et non-bornée A
de R? et [ un nombre complexe. On dit que f tend vers | si x tend vers linfini, ce que
I'on note lim,_,o f() = 1 ou lim, o0 f(z) = [ si, pour tout & > 0, il existe M > 0 tel
que, pour tout x € A vérifiant I'inégalité |x| > M, on a |f(z) — ] < e.

De méme, f tend vers l'infini si x tend vers l'infini, ce que I'on note lim |, | ()] = 00
ou lim, o f(z) = 00 si, pour tout N > 0, il existe M > 0 tel que, pour tout z € A
vérifiant 'inégalité |z| > M, on a |f(x)| > N.

Tous ces cas peuvent étre regroupés de la manieére suivante :
— lim f(x) =1 < Ve >0, In > 0 tel que Va € A vérifiant 'inégalité |z — x| < 1, on

T—T0
a|f(z) -1 <e,

- le () =00 < VN >0, In > 0 tel que Vo € A vérifiant I'inégalité |x — xg| < 7,
T—x0

ona |f(z)| = N,

— lim f(z) =1 Ve >0, IM > 0 tel que Vo € A vérifiant l'inégalité |z| > M, on a
T—00
[f(x) =] <e,

— lim f(x) =00 < VN >0, 3M > 0 tel que Vo € A vérifiant I'inégalité |z| > M, on
T—00
a |f(z)| = N.

Dans la suite nous utiliserons les conventions suivantes.

Notation 8.2.4 Soit f une fonction définie sur une partie non-vide A de R?. Désignons
par & un point de A ou le symbole 0o, cette derniere possibilité n’étant envisagée que
si A n’est pas borné, et par v un nombre complexe ou le symbole co. On écrit donc
lim, ¢ f(x) = v pour exprimer que f tend vers 7 lorsque x tend vers &.

Dans le cas ou la fonction f est réelle, différents cas peuvent étre précisés. Ainsi, nous
utiliserons les notations suivantes :
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— lim f(z) =17 & Ve >0, In > 0 tel que Vo € A vérifiant I'inégalité |z — x| < 1, on

T—T0
al< f(z)—1l<e,
lim f(z)=10" < Ve >0, 3n >0 tel que Vo € A vérifiant I'inégalité |x — xg| <7, on

T—T0
al<l— f(x)<e,
— lim f(z) =1" < Ve >0, IM > 0 tel que Vo € A vérifiant 'inégalité |z| > M, on a
T—>00
0< f(z)—Il<e,
lim f(z)=10" < Ve >0, 3M > 0 tel que Vx € A vérifiant 'inégalité |z| > M, on a
T—>00
0<l—f(z)<e.
On introduit aussi la notion de limite restreinte.

Définition 8.2.5 Soient f une fonction définie sur une partie non-vide A de R? et B une
partie non-vide de A. Soit £ un point de B ou le symbole oo, cette dernieére possibilité
n’étant envisagée que si B n’est pas borné. Soit enfin v un nombre complexe ou le symbole
0o. Si f est une fonction réelle, v peut aussi étre un des symboles [T, [, 4+00, —00, avec
I € R. Alors f tend vers v si x tend vers £ dans B si la restriction de f a B tend vers ~y
si x tend vers &. On écrit

lim f(z) =1 = lim f|p(z).
z—E& r—E
x€B
Exercice 8.2.6 Etablir que
23+ 3
im —= =
(2.9)(0,0) 2% +

Suggestion. Puisque la fonction f(z,y) = (2® +42)/(2? + y?) est définie sur R?\ {(0,0)},
le point (0,0) appartient a 'adhérence de 1’ensemble de définition de f. Cela étant, les

ot 3 3 1yl3 3 2 _ 2,2 )
majorations |z|° < |[(x,y)|°, |y|° < [(x,y)]° et |(x,y)|* = 2° 4+ y* permettent d’affirmer
que pour tout € > 0, tout point (x,y) de R?\ {(0,0)} tel que |(z,y)| < £/2 est tel que
@ + 4%/ + 92| < 2w y)| <e.

8.2.2 Critere par les suites
La notion de limite d’une fonction peut étre exprimée via les suites.

Théoréme 8.2.7 (critére par les suites) Soit f une fonction définie sur une partie
non-vide A de R%. Soit & un point de A ou le symbole 0o, cette derniére possibilité n’étant
evisagée que si A n’est pas borné. Soit enfin v un nombre complexe ou le symbole occ.
Alors, f tend vers  lorsque x tend vers & si et seulement si pour toute suite (x;); de A
qui tend vers &, la suite (f(x;)); tend vers .

Preuve. Nous allons établir I’énoncé dans le cas o1 £ est un point xo de A et v un nombre
complexe [, les autres cas se démontrant de maniere analogue. Montrons que la condition
est nécessaire. Si lim,_,,, f(z) = [, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que = € A et
|z — x| < n impliquent |f(x) — | < e. Si la suite (x;); de A converge vers xo, il existe J
tel que j > J implique |x; — x| < 7. Des lors, pour tout j > J, on a |f(z;) — | < e, ce
qui permet de conclure.

La condition est suffisante. Si ce n’est pas le cas, il existe £ > 0 tel que, pour tout n > 0,
il existe x € A vérifiant |x — xo| < n et |f(x) — 1] > . Des lors, pour tout j € Ny, il existe
xj € Atel que |xj —xg| < 1/j et |f(x;) — 1| = e. D’otl une contradiction car la suite (x;);
converge vers o, alors que la suite (f(z;)); ne converge pas vers [. O
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Proposition 8.2.8 Soit f une fonction définie sur une partie non-vide A de R%. Soit ¢
un point de A ou le symbole oo, cette derniére possibilité n'étant envisagée que si A n'est
pas borné. Alors,
— il existe une suite (z;); de A qui converge vers &,
— 51 & est un élément de A et si f admet une limite si x tend vers &, alors cette limite
est égale a f(§),
— si, pour toute suite (x;); de A qui converge vers £, la suite (f(x;)); converge ou
converge vers l'infini, alors toutes ces limites sont égales et f tend vers cette valeur
st x tend vers £.

Preuve. Le premier point est bien connu. Pour le deuxieme point, il suffit de remarquer
que la suite (z;); définie par z; = £ pour tout j € Ny est une suite de A qui converge vers
€ et que f(x;) = f(£). Enfin, si (y;); et (2;); sont deux suites de A qui convergent vers £
telles que les suites (f(y;)); et (f(2;)); convergent vers v, et 7, respectivement, la suite
(xj); définie par x9j_1 = y; et x9; = z; pour tout j € Ny converge vers {. Cela étant, la
suite (f(x;)); converge alors que les suites (f(y;)); et (f(2;)); en sont deux sous-suites,
ce qui suffit. O

Le critere par les suites fournit des moyens commodes pour prouver qu’une fonction f
n’admet pas de limite en . Il suffit par exemple de trouver une suite (z;); qui converge
vers & alors que la suite (f(z;)); ne converge pas. Une autre méthode consiste a exhiber
deux suites (x;); et (y;); qui convergent chacunes vers { alors que les suites (f(z;)); et
(f(y;)); convergent vers des limites différentes. Ainsi, la fonction X]0, 0o 1'admet pas de
limite en zéro. Pour le voir, il suffit de considérer la suite (z; = (—1)7/5);.

Exercice 8.2.9 Etablir que la fonction zy/(z2 + 32) n’admet pas de limite  Porigine.

Suggestion. Puisque la fonction f(x,y) = xy/(2? + y?) est définie sur R? \ {(0,0)}, le
point (0,0) appartient a I’adhérence de I'ensemble de définition de f. Soient (r;); une
suite qui converge vers zéro telle que r; # 0 pour tout j € Ny et r un nombre strictement
positif. La suite ((rj,77;)); est une suite de R?\ {(0,0)} qui converge vers (0,0) telle que
f(rj,rr;) = r/(14r?). Pour conclure, il suffit de considérer deux valeurs différentes de r.

8.2.3 Critere par les limites restreintes

Proposition 8.2.10 Soient f une fonction définie sur une partie non-vide A de R?® et J
ensembles A1,..., Ay (J € Ng) formant une partition de A. Soient & un point de A ou
le symbole oo, cette derniere possibilité n’étant envisagée que si A n’est pas borné et ~v un
nombre compleze ou le symbole co. Si, pour tout j € {1,...,J} tel que & € /_lj si¢e A
ou tel que Aj n’est pas borné si { = oo, la restriction de f a Aj; tend vers y si x tend vers
&, alors f tend vers vy si x tend vers &.

Preuve. Etablissons le cas olt ¢ est un point de A (on peut supposer que & € flj Vi €
{1,...,J}) et v est un nombre complexe [, les autres cas pouvant étre démontrés de
maniere analogue. Pour tout ¢ > 0, il existe n1,...,n; > 0 tels que x € Aj et | —xo| < n;
implique |f(x) — | <e (j €{1,...,J}). En posant n = inf{n;,...,ns}, il vient x € A et
|z — xo| < n implique |f(x) — ] < &, ce qui permet de conclure. O

Corollaire 8.2.11 Soient f une fonction définie sur A C R et x¢ un point n’appartenant
pas a A. Siy est a la fois limite a gauche et a droite de f en xq, alors [ tend vers ~y si x
tend vers xg.
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Preuve. De fait, les ensembles A} = {x € A : 2 > zp} et Ay = {z € A : 2z < 2o}
constituent une partition de A et limy_z, fla, = limg_q, fla, =7 O

Corollaire 8.2.12 Soient f une fonction définie sur A C R et xg un point appartenant
a A. Si f(xg) est a la fois limite a gauche et a droite de f en xq, alors f tend vers f(xg)
st x tend vers xg.

8.2.4 Critere de Cauchy

Si, en général, la fonction, son ensemble de définition et le symbole £ sont donnés, il
n’en est pas de méme pour la limite v. Le probleme est comparable a celui posé par la
convergence des suites.

Théoréme 8.2.13 (Critére de Cauchy) Soit f une fonction définie sur une partie
non-vide A de R%. Soit & un point de A ou le symbole oo, cette derniére possibilité n’étant
envisagée que si A n’est pas borné. Les assertions suivantes sont équivalentes :

= lim,_,¢ f(z) existe et est fini,

— pour toutes suites (x;); et (y;); de A qui convergent vers &, |f(x;) — f(y;)| — 0,

— pour tout € > 0, il existe un voisinage V de § tel que sup, ,cany |f(z) — f(y)| <e.

Preuve. Le premier point implique le deuxieme. Supposons que f tend vers [ € C si x tend
vers §. Le critere par les suites implique |f(z;) — 1] — 0 et |f(y;) — | — 0, ce qui suffit.
Le second point implique le troisieme, sinon il existe € > 0 tel que, pour tout voisinage V'
de &, sup, yeany |f(z) — f(y)| = . En particulier, si (x;); et (y;); sont deux suites de A
qui convergent vers &, on a |f(x;) — f(y;)| = €, ce qui est absurde.

Montrons que le troisieme point implique le premier. De fait, si la suite (z;); de A
converge vers £, le troisieme point implique que la suite (f(z;)); est de Cauchy, donc
converge. La conclusion découle alors de la proposition 8.2.8. ]

8.2.5 Propriétés de la limite

Les propriétés de la limite des valeurs d’une fonction dépendent bien sur des fonctions
considérées et des propriétés des limites des suites convergentes.

Théoréme 8.2.14 Soient J € Ny, fi1,..., f7 des fonctions définies sur une partie non-
vide A de R? et J nombres complexes c1,...,cy. Soit & un point de A ou le symbole
oo, cette derniére possibilité n’étant envisagée que si A n’est pas borné. Pour tout j €
{1,...,J}, supposons que limy_,¢ fj(x) = y;, ot y; est un nombre complexe ou le symbole
oo. On a les égalités suivantes :
— siy; est un nombre compleze pour tout j € {1,...,J}, on a
J J
lim Y e;fi(@) =Y e,
r—E& = =
— siy; est un nombre complexe pour tout j € {1,...,J} tel que j # k, si vy, = oo et
Ck 7é 0,

J
lim cifi(x) = oo,
HjZl i13()
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— siy; est un nombre compleze pour tout j € {1,...,J}, on a
J
lim ,
i {500 - T

— siy; #0 pour tout j € {1,...,J} et s’il existe k € {1,...,J} tel que v, = 00

hm H fi(z

— si 71 est un nombre complexe, si yo # 0 et si fo ne s’annule en aucun point de A,

on a

. fi(x) T si 9 est un nombre complexe

lim =9 " .

a—¢ fa(x) 0 siye=o00
Preuve. Cela résulte immédiatement des propriétés correspondantes des suites conver-
gentes. ]
Théoréme 8.2.15 Soient J € Ny, fi1,..., f; des fonctions réelles définies sur une partie

non-vide A de R¢ et g une fonction définie sur une partie B de R’ contenant ’ensemble
{(fix),..., fs(x)) : x € A}. Soit & un point de A ou le symbole oo, cette derniére possi-
bilité n’étant envisagée que si A n’est pas borné. Pour tout j € {1,...,J}, supposons que
limg ¢ fj(x) = 75, ot v; est un nombre réel ou le symbole co. Supposons en outre que

lim  g(z) =7
_>(717"'7’YJ)

si 7y; est un nombre réel pour tout j € {1,...,J}, ou que lim,_,o g(x) = 7 sinon. Dans
ce cas,

iigég(fl(l'),...,fj(x)) —

Preuve. De fait, pour toute suite (z;); de A qui converge vers &, (fi(xj),..., fr(z;)); est
une suite de B qui converge vers (1, ...,7,s) ou I'infini, suivant que 7; est réel pour tout
jed{l,...,J} ounon. O

Proposition 8.2.16 Soit f est une fonction définie sur une partie non-vide A de R,
Soit & un point de A ou le symbole oo, cette derniére possibilité n’étant envisagée que si
A n’est pas borné. Supposons que lim,_.¢ f(x) = v, ot v est un nombre complexe ou le
symbole 0o. Sty est un nombre compleze, on a
- lim f(z) =
r—E€
= lim [f|(z) = |/,
z—E€
- lim Rf(z) = Ry,
z—E€
— lim §f(z) = 3.

z—E€
Si 7y est le symbole oo,

- hrréf(:v) = 00,
- 11r1§|f|(:c):oo



132 CHAPITRE 8. FONCTIONS

Proposition 8.2.17 Soient J € Ny, fi,..., fr des fonctions réelles définies sur une
partie non-vide A de R%. Soit & un point de A ou le symbole oo, cette derniére possibi-
lité n’étant envisagée que si A n’est pas borné. Pour tout j € {1,...,J}, supposons que
lim, ¢ fj(x) = 7;, ot y; est un nombre réel. On a, si vfr et v, désignent respectivement
la partie positive et négative de 1,
~ Nl + — +’
xl_{% fir (@) =~
~im £ (x) =7,
;_}r% fi (@)=
- ii_%sup{fl(w), o fa(@)} = sup{y,. .t
-l inf{fy (@), fr(@)} =inf{m, )

Proposition 8.2.18 Soient f et g deux fonctions définies sur une partie non-vide A de
R%. Soit & un point de A ou le symbole co, cette derniére possibilité n’étant envisagée que
si A n'est pas borné. Supposons que lim,_,¢ f(x) = 1 et lim, ¢ g(x) = 2, 0t v et ¥
sont des nombres complexes ou le symbole co. Si v1 différe de 79, il existe un voisinage
V de & tel que tout point x de V N A vérifie f(x) # g(x). En particulier, si vy, différe du
nombre compleze z, il existe un voisinage V de £ tel que z ¢ f(V N A).

Si f et g sont deux fonctions réelles et si y1 < 72, il existe un voisinage V' de £ tel que
tout point x de VN A vérifie f(x) < g(x). En particulier, si r € R vérifie vy < r (resp.
v > 1), il existe un voisinage V de £ tel que f(V N A) C|] —oo,r] (resp. |r,+o0[).

Proposition 8.2.19 Soient f une fonction définie sur une partie non-vide A de R?. Soit
€ un point de A ou le symbole 0o, cette derniére possibilité n’étant envisagée que si A n’est
pas borné. Supposons que lim,_,¢ f(x) = 7y, ot v est un nombre complexe ou le symbole
00. Si, pour tout voisinage V de &, il existe un point x € VN A tel que f(x) =1, alors
v =1

Si f est une fonction réelle et si, pour tout voisinage V' de &, il existe un point x € VNA
tel que f(z) <r, onay<r.

8.3 Fonctions continues

8.3.1 Définitions

Une fonction étant une application dans C, rappelons la notion de continuité.

Définition 8.3.1 Une fonction f définie sur A C R? est continue sur A si et seulement
si, pour tout = € A et tout € > 0, il existe n > 0 tel que y € A vérfiant |z — y| < 7

implique [ f(z) = f(y)| <e.

Définition 8.3.2 Une fonction f définie sur A C R? est continue sur A si et seulement
si x € A et pour toute suite (z;); de A qui converge vers z, on a f(z;) = f(z).

Vu ce qui précede, la continuité d’une fonction peut étre définie en utilisant la notion
de limite. Cette définition peut paraitre plus aisée a manipuler, vu qu’elle ne fait pas
directement appel a la notion de convergence.

Définition 8.3.3 Soit f une fonction définie sur une partie non-vide A de RY. Cette
fonction est continue en xp € A si limg_,,, f(x) existe et vaut par conséquent f(zg). Un
tel point est appelé un point de continuité de f. Si f n’est pas continu en xg, on dit que
f est discontinu en xg; un tel point xg est appelé un point de discontinuité de f.
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Définition 8.3.4 Une fonction f est continue sur A si elle définie sur A et continue en
tout point de A. L’ensemble des fonctions continues sur A est noté C°(A), Cy(A) ou
simplement C(A).

Rappelons aussi la définition suivante.

Définition 8.3.5 Une fonction f définie sur A C R est uniformément continue sur A
si, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que z,y € A vérifiant |z — y| < n implique

[f(z) = fly)| <e.

Toute fonction uniformément continue sur une partie de R? est évidemment continue sur
cette partie.

Remarque 8.3.6 La réciproque de cette proposition est fausse. Ainsi, la fonction
f:0,+o0[—= R z+—1/z

est continue. Elle n’est cependant pas uniformément continue sur son domaine de défini-
tion. Il suffit de considére la suite (z; = 1/7);, puisque 1/j — 0 et |f(z;) — f(zj41)] =1
pour tout j € Np.

8.3.2 Exemples fondamentaux

Exemples 8.3.7 Les fonctions suivantes sont continues sur R? :
— la fonction 0,
la fonction xpga,
— la fonction [];, pour tout j € {1,..., J}. De fait, on a |[z];—[y];] < |z—yl|, Yo,y € RY,
— la fonction d(-, A), oit A est une partie non-vide de R?. Cela résulte de l'inégalité
|d(z, A) — d(y, A)| < |& — y|, Vz,y € RY,

— en particulier, la fonction |- | est continue.

En fait, ces fonctions sont aussi des fonctions uniformément continues sur R,

Exemple 8.3.8 Soit f la fonction définie sur ]0,1[ par f(x) = 0 si x est irrationnel,
f(z)=1/gsiz =p/q, avec p,q € Ny et p, ¢ premiers entre eux. Cette fonction est continue
en tout point irrationnel de |0, 1 et discontinue en tout point rationnel de ]0, 1[. Pour tout
e > 0, soit NV le plus petit nombre entier strictement positif tel que e > 1/N. Cela étant,
il existe au plus 1 + 2 4 --- + N nombres rationnels = de |0, 1] tels que f(z) < e. Des
lors, si xy est un nombre irrationnel de |0, 1], il existe » > 0 tel que B(xo,r) ne contienne
aucun de ces points rationnels donc tel que |f(z) — f(x0)| < € pour tout = € B(zg,r),
c’est-a~dire tout nombre z tel que |z — xo| < r. La fonction f est donc continue en z.
Maintenant, si z( est un point rationnel de ]0,1[, on a f(xg) > 0 alors qu’il existe une
suite (x;); de nombres irrationnels de ]0, 1[ qui converge vers xg, donc tel que f(x;) — 0.
Cela étant, un tel point xg est un point de discontinuité de f.

8.3.3 Propriétés

Comme leur nom l'indique, les théoremes de génération qui suivent permettent de
construire de nouvelles fonctions continues a partir des exemples que nous avons déja a
notre disposition.
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Théoréme 8.3.9 (opérations algébriques) Soit A une partie non-vide de R?,
— toute combinaison linéaire de fonctions continues sur A est une fonction continue
sur A,
— tout produit fini de fonctions continues sur A est une fonction continue sur A,
— le quotient de deux fonctions continues sur A est une fonction continue sur A, pour
autant que le dénominateur ne s’annule en aucun point de A.

Preuve. C’est une conséquence directe des résultats obtenus lors de 1’étude de la limite
d’une fonction en un point et de la définition de la continuité d’une fonction. U

Exercice 8.3.10 Etablir que si F et F5 sont deux ensembles fermés non-vides et disjoints
de R?, alors il existe! une fonction f continue sur R? et & valeurs dans [0,1] telle que
F(F1) = {0} et f(F2) = {1},

Suggestion. Nous savons que les fonctions d(-, F1) et d(-, F3) sont réelles, positives et
continues sur R?. Puisque ces ensembles fermés sont disjoints, on a d(x, Fy) +d(z, F) > 0
pour tout point z de R%. Cela étant, la fonction

d(l’, Fl)

‘R 5 R
R R e e T d( )

convient.

Théoréme 8.3.11 (fonctions composées) Soient J € Ny et J fonctions réelles f1,..., f;
continues sur une partie non-vide A de R%. Si g une une fonction continue sur une partie
de R? contenant l’ensemble {(f1(x),..., fi(x)) : @ € A}, alors la fonction g(fi1,..., f)
est continue sur A.

Le cas particulier J = 1 donne le résutat relatif aux fonctions de fonction.

Corollaire 8.3.12 (fonction de fonction) Si f est une fonction réelle continue sur
une partie non-vide A de R® et si g est une fonction continue sur une partie de R contenant
lensemble f(A), alors la fonction go f = g(f) est continue sur A.

Proposition 8.3.13 (fonctions associées) Si f est une fonction continue sur une par-
tie non-vide A de R?, alors les fonctions f, Rf, Sf et |f| sont continues sur A. Si en
outre f est réel, les fonctions fT et f~ sont continues sur A.

Soient J € Ny et J fonctions fi1,..., fj réelles et continues sur une partie non-vide A
de R?. Les fonctions sup{fy,..., f;} etinf{fi,..., f;} sont continues sur A.

Proposition 8.3.14 Si f une fonction continue sur une partie non-vide A de R? et si B
est une partie non-vide de A, alors la restriction f|p de f a B est une fonction continue
sur B.

8.3.4 Fonctions continues sur un compact

Rappelons que les fonctions continues sur un compact jouissent de propriétés fort intéres-
santes. Bien que des versions plus générales de ces résultats aient déja été présentés, nous
adaptons les démonstrations par soucis de complétude.

1. On dit que R? est un espace normal. Puisque cet espace est aussi de Hausdorff, R? est un espace Tj.
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Lemme 8.3.15 Si f est une fonction continue sur un compact non-vide K de R?, alors,
de toute suite de f(K), on peutl extraire une sous-suile qui converge vers un élément de

FE).

Preuve. Soit (z;); une suite de f(K). Pour chaque j € Ny, il existe un point z; € K
tel que f(z;) = z;. De la suite (z;); de K, on peut extraire une sous-suite (z;); qui
converge vers un point de K. Soit x ce point; il suffit alors de remarquer que la suite
(2r(j) = f(@r(j))); est une sous-suite de la suite (z;); qui converge vers f(z). O

Théoréme 8.3.16 (image continue d’un compact) Si f est une fonction continue
sur un compact non-vide K de R%, alors son image f(K) est compacte dans C.

Preuve. Vu le lemme, 'ensemble f(K) contient les limites de ses suites convergentes; il est
donc fermé. Le lemme implique également que f(K) est borné. Sinon, f(K) contiendrait
une suite (z;); telle que |z;| > j pour tout j € Ny. Or, on ne peut extraire d'une telle
suite une sous-suite qui converge vers un élément de f(K) C C. O

Théoréme 8.3.17 (bornes atteintes) Si f est une fonction continue sur un compact
non-vide K de R? et s7il eviste une suite (z;); de K telle que la suite (f(x;)); converge
vers l’élément z de C, alors, il existe un point x de K tel que f(z) = z.

Si, en outre, la fonction f est réelle, alors il existe deux points xp, et xp; de K tels que

f(zy) =inf{f(z) :x € K} et f(xp) =sup{f(z):z € K}.

Preuve. C’est une conséquence directe du lemme. Pour la premiere partie, il existe une
sous-suite de la suite (f(x;)); qui converge vers un point de f(K), ce qui suffit. Pour la
seconde partie, considérons le cas de la borne supérieure, le cas de la borne inférieur se
traitant de méme. Il existe une suite (z;); de K telle que f(z;) — sup{f(z) : x € K}.
Or, il existe une sous-suite de la suite (f(z;)); qui converge vers un point de f(K), ce qui
termine la démonstration. O

Théoréme 8.3.18 (continuité uniforme) Toute fonction continue sur un compact est
uniformément continue sur ce compact.

Preuve. Soit f une fonction continue sur un compact K de R?. Si f n’est pas uniformément
continu sur K, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout j € Ny, il existe x;,y; € K tels que
lz; —y;| < 1/j et |f(x;) — f(y;)] = €. Cela étant, de la suite (x;); du compact K, on
peut extraire une sous-suite (xk(j)) j qui converge vers un point de K ; soit « un tel point.
Puisque

ki) — = < [Uk) — 2wyl + 170y — 21,

pour tout j € Ny, la sous-suite (yk(j)) ;j converge également vers x. Il vient des lors

F@rg)) = Fukg)) = fawg) — f(@) + f(@) = flyegy) — 0,

ce qui est contradictoire. O

8.4 Fonctions définies sur une partie de R

Dans cette section, nous supposerons que f est une fonction définie sur une partie de R.
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8.4.1 Limites a gauche et a droite

Si f est une fonction définie sur une partie de R, on peut utiliser le fait que R soit un
champs et appliquer la définition 8.2.5 portant sur les limites restreintes pour définir les
notions de limites a gauche et a droite.

Définition 8.4.1 Soit f une fonction définie sur une partie de R et B I'un des ensembles
B =]z, +oo[ ou B =]0, +00[. On dit que « f tend vers v si x tend vers xg par la droite »
pour signifier que f tend vers v si x tend vers xo dans B. On utilise les notations suivantes :

lim f(z)= lim f(x) et lim f(z)= lim f(z).

ﬂc—>$o+ zeTz_(;Too[ rrtee wezlgjfoo[
De méme, si B =| — 00, z9] ou B =] — 00, 0[, on introduit I'expression « f tend vers =y si
x tend vers xg par la gauche » pour signifier que f tend vers v si « tend vers xy dans B.
On utilise les notations suivantes :

lim f(z)= lim f(x) et lim f(z)= lim f(z).
T z€]—oo,zq z€]—00,0[
En recourant aux limites restreintes, on peut définir des notions de continuité partielles.
Nous nous limiterons aux notions suivantes.

Définition 8.4.2 Une fonction f définie sur une partie non-vide A de R est continue
a gauche en zg € A si 1111196%a f(z) existe et vaut f(zo). Elle est continue a droite en

ro € Asilim .+ f(x) existe et vaut f(xq).
IL'*)"EO

Le critere des limites restreintes procure le résultat suivant : une fonction f définie sur
une partie non-vide A C R est continue en xg € A si elle est continue a droite et a gauche
en xo.

8.4.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Le théoreme des valeurs intermédiaires a d’importantes conséquences tant pratiques que
théoriques.

Théoréme 8.4.3 (valeurs intermédiaires) Soit f une fonction réelle et continue sur
Vintervalle ouvert |a, B[ de R, a étant soit un nombre réel, soit le symbole —oo et [ étant

soit un nombre réel, soit le symbole +o0o. Supposons que

lim f(z)=m et lim f(x) = 72,

z—at z—pB-
1 et o €tant soit un nombre réel, soit l'un des deux symboles —o0 ou +oo (si v = —00,
on pose at = —oo et si B = 400, on pose B~ = +00). Alors, siy1 différe de v2, pour tout

nombre réel y strictement compris entre v1 et 7ya, il existe o €|a, B[ tel que f(xg) = y.

Preuve. Etablissons ce résultat dans le cas Y1 < y < 7o, Pautre cas s’établit de méme ou
en appliquant le premier cas a la fonction —f. Considérons ’ensemble E = {z €|, A[:
f(x) < y}. D’une part, E n’est pas vide, sinon, on aurait f(z) > y pour tout = €|a, ]
et des lors v; > y. D’autre part, E' est majoré et sa borne supérieure x,; est telle que
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xpr < B. Sice n'était pas le cas, il existerait une suite (x;); de E qui converge vers [ et
on aurait des lors vo <y, puisque f(z;) — 7.

Montrons maintenant que f(zys) = y. D’une part, puisque x s est la borne supérieure
de E, il existe une suite (z;); de E qui converge vers z)s, ce qui implique f(zy) < .
D’autre part, il existe également une suite (y;); de Jo, B[ qui converge en décroissant
strictement vers z 7, ce qui implique f(zps) = y. Le point xp; est donc le point recherché.
Il

Une preuve bien plus simple repose sur la connexité.

Preuve. Les ensembles connexes de R étant les intervalles, I'image de |« 5[ par 'applica-
tion continue f est un intervalle de R : f(]Ja, B[) = I, ou I est un intervalle de R. Des lors,
pour tout y € I, il existe bien str un nombre = €]a, 5] tel que f(x) = y. On conclut en
remarquant que I contient 1 et 2. De fait, pour toute suite (z;); de o, 8] qui converge
vers ot (resp. f7), on a f(xj) — 71 (resp. y2), avec f(x;) € 1. O

Corollaire 8.4.4 Toute fonction réelle, continue et injective sur un intervalle I de R est
strictement monotone sur I.

Preuve. 11 suffit bien str d’établir que, pour tous a, b € I tels que a < b, une telle fonction
f est strictement monotone sur [a,b]. Puisque f est injectif, on a soit f(a) < f(b), soit
f(a) > f(b). Supposons avoir f(a) < f(b), Pautre cas se traitant de méme. Pour tout
x €]a, b[, montrons que f(a) < f(z) < f(b). Si ce n’est pas le cas, on a soit f(x) < f(a),
soit f(x) = f(b). Traitons le cas f(x) > f(b), autre étant analogue. L’égalité ne peut avoir
lieu, puisque f est injectif. Pour tout y €] f(b), f(z)], le théoreme des valeurs intermédiaires
implique alors I'existence de deux points z1 €]a, x| et xo €]z, b] tels que f(x1) = f(xz2) = y.
Une telle égalité est impossible, puisque f est injectif. O

Preuve. Soient a,b € I avec a < b et montrons que f est strictement monotone sur [a, b].
Par injectivité, on a f(a) # f(b); soit J, lintervalle fermé d’extrémités f(a) et f(b).
Posons J = f([a,b]); J est un intervalle contenant J, 5. Si J # Jgp, il existe un intervalle
J' tel que J' C J\ Jup. L'une des extémités de J' s’écrit f(x), avec x # a,b, I'autre
extrémité étant soit f(a), soit f(b). Par le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout
y € J', il existe un point 21 €la, x| et un point xo €]z, b| tels que f(z1) =y = f(x2), ce
qui est absurde vu l'injectivité de f; on a donc J = Ju. Il a été montré que a < x < b
implique f(x) € J¢,, c’est-a-dire soit f(a) < f(x) < f(b), soit f(b) < f(x) < f(a), ce qui
termine la preuve. 7 O

Exercice 8.4.5 Si f € C°([0,1]) est tel que f(0) = f(1), établir que, pour tout j € N,
il existe xj,y; € [0,1] tels que y; —x; = 1/7 et f(z;) = f(y;)-
Suggestion. Soit j € Ny ; posons I = [0,1 — 1/j] et introduisons la fonction

g: I >R z— flx+1/75)— f(z).

11 nous faut prouver qu’il existe x € I tel que g(x) = 0. Supposons qu’un tel point n’existe
pas. Puisque g est réel et continu sur I, le théoreme des valeurs intermédiaires implique
alors que g est de signe constant sur I. On a alors

F(1) = £(0) = g(0) + g(1/5) + -+ + g(j;% 40,

d’ou une contradiction.
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Remarque 8.4.6 Le résultat relatif a l'exercice 8.4.5 ne peut étre généralisé. En effet,
pour tout r €]0,1[\{1/j : j € Ng}, il existe une fonction réelle f € C°([0,1]) telle que
f(0) = f(1) et pour laquelle il n’existe pas de points z,y € [0,1] tels que y — x = r et
f(x) = f(y). L’exemple suivant est dit & Halmos. La fonction réelle

sin?(7a/r)

R—R
g sin?(7/r)

est continue sur R, périodique de période r et telle que g(0) = 0 et g(1) = 1. Cela étant, la
fonction f(z) = g(z) — g(1)x est la fonction recherchée. S’il existe deux points x,y € [0, 1]
tels que y —x =r et f(x) = f(y), il vient, puisque y = x + r,

9(x) —g()z = g(z +r) —g(1)z — g(L)r,
ce qui implique g(1)r = 0 et donc r = 0.

Exercice 8.4.7 Etablir que tout fonction réelle f € C%([a,b]) & valeurs dans [a, b] possede
un point fixe?, i.e qu’il existe un point x € [a, b] tel que f(z) = .

Suggestion. Si f n’a pas de point fixe, la fonction g(x) = f(x) — = est réelle, continue
sur [a,b] et n’a pas de zéro. De plus, on doit avoir g(a) = f(a) —a > 0. Vu le théoreme
des valeurs intermédiaires, g est une fonction a valeurs strictement positives. On a donc
f(b) —b> 0, ce qui est impossible.

2. 11 s’agit du théoréeme de Brouwer en dimension 1.



Chapitre 17

Applications de la dérivation

17.1 Recherche d’extrema

17.1.1 Extrema d’une fonction réelle

La notion de point stationnaire dans R? est une généralisation naturelle de la définition
obtenue dans R

Définition 17.1.1 Soit f une fonction réelle définie sur une partie £ de R Un point
xg € E est un maximum local de f dans E il existe r > 0 tel que f(zg) > f(x) pour
tout x € EN B(xo,r); xg € E est un minimum local de f dans E s'il existe r > 0 tel
que f(zp) < f(x) pour tout x € E N B(xg, 7). On omet parfois le mot local. Si g est un
maximum local ou un minimum local de f dans E, on dit que zg est un extremum local
de f dans E. Naturellement I'extremum (maximum ou minimum) est un extremum strict
si I'égalité précédente est stricte lorsque = # zp. L'extremum (maximum ou minimum)
est un extremum global si 1’égalité précédente est vérifiée pour tout r» > 0.

Une fonction peut ne pas avoir d’extremum (c’est le cas, par exemple, de la fonction
identité), avoir un nombre fini d’extrema (c’est le cas de la fonction module) ou une
infinité d’extrema (c’est le cas de la fonction cosinus).

On ne dispose pas de méthode générale permettant la recherche des extrema d’une
fonction rélle sur une partie de R?. Dans le cas des fonctions dérivables sur un ouvert, on
a cependant le résultat suivant.

Théoreme 17.1.2 Soit f une fonction réelle et dérivable sur un ouvert Q de R?; si
x € Q est un extremum de f dans Q, on a [Dyf], =+ = [Dgf]s = 0.

Preuve. De fait, on a, pour tout j € {1,...,d},

ou, pour h suffisamment petit, le quotient change de signe avec h. La limite doit donc
étre nulle. O

Ce résultat n’admet cependant pas de réciproque. Par exemple, la fonction

d
RS R :L‘*—)Zl‘?
j=1
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appartient bien entendu a C'* (]Rd) et Porigine est le seul point de R? ot1 toutes ses dérivées
(d’ordre un) s’annulent. On constate directement que 0 n’est pas un extremum de f dans
R? : pour z = hey (h € R), f(x) = h® change de signe avec h.

Définition 17.1.3 Soit f une fonction réelle et dérivable sur un ouvert  de R%:; un point
stationnaire de f dans € est un point de €2 pour lequel toutes les dérivées d’ordre un de
f s’annulent.

On peut donc énoncer le résultat précédent de la maniere équivalente suivante : les ex-
trema (éventuels) d'une fonction réelle et dérivable sur un ouvert de R? sont des points
stationnaires de cette fonction dans cet ouvert.

17.1.2 Recherche des extrema d’une fonction

La méthode naturelle de recherche des extrema d’une fonction f réelle et dérivable sur un
ouvert 2 de R consiste & déterminer les points stationnaires de f dans €, puis & examiner
chacun de ces points stationnaires. Le premiere partie consiste donc en la résolution du
systeme d’équations (généralement non-linéaires) D;f = 0 (j € {1,...,d}), ce qui peut
étre un probleme ardu. La seconde partie peut elle étre allégée au moyen des résultats qui
vont suivre.

Soit f une fonction réelle et dérivable sur un ouvert de R?. Avant d’appliquer les
résultats qui vont suivre, il est toujours utile de vérifier s’il n’existe pas un argument
trivial permettant d’affirmer que le point stationnaire considéré n’est pas un extremum
de f. Ainsi, la fonction réelle | - |> appartient & C®°(R?) et admet lorigine pour seul
point stationnaire. On vérifie directement que ce point est un minimum strict absolu de
la fonction sur RY.

Rappelons que si f est une fonction réelle appartenant & C2(£2), ot1 § est un ouvert de
R, la matrice hessienne associée & f en 2 € Q est la matrice H #(x) de dimension d x d
dont I’élément (4, j) est donné par [D;D; f],. Il s’agit d’une matrice réelle et symétrique,
donc hermitienne. Cela étant, pour tout point stationnaire z de f dans €2 et tout élément
h de R? tel que le segment {x + th : t € [0,1]} soit inclus dans €, la formule de Taylor
affirme l'existence d’un point 0 €]0, 1| tel que

Fla+ ) = () + 5(Hy(x + O)h, b

Ces remarques sont a la base du résultat suivant.

Théoréme 17.1.4 Si xg € Q est un point stationnaire de la fonction réelle f € C%(Q),
alors

— st Hy(xo) est défini positif (resp. défini négatif), alors xo est un minimum (resp.
mazimum,) strict local de f dans €,

— sl existe r > 0 tel que B(xo,7) C Q et Hy(x) soit semi-défini positif (resp. semi-
défini négatif) pour tout point x € B(xg,r), alors xo est un minimum (resp. mazi-
mum) local de f dans €,

— si Hy(xg) est semi-défini positif (resp. semi-défini négatif) et s’il existe r > 0 tel que
B(zo,7) C Q et Hy(x) soit défini positif (resp. défini négatif) pour tout point x # x
de la boule B(xq,r), alors xq¢ est un minimum (resp. mazimum) strict local de f dans
Q?

— si Hy(xo) est indéfini, alors xo n’est pas un extremum de [ dans €.
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Preuve. Rappelons d’abord qu’une matrice hermitienne est définie positive (resp. définie
négative) si et seulement si les déterminants des sous matrices carrées de dimension j x j
(7 € {1,...,d}) du coin supérieur gauche sont tous strictement positifs (resp. strictement
négatifs si j est impair, strictement positif sinon). Supposons que H¢(xg) est défini positif,
le cas défini négatif se traitant de méme. Pour tout j € {1,...,d}, la sous-matrice H;(zo)
de dimension j x j du coin supérieur gauche de H (o) est donc de déterminant strictement
positif. Par continuité, il existe alors r; > 0 tel que |« —x¢| < r; implique dtm(H;(x)) > 0.
En posant r = min{ry,...,rq}, on obtient |x — x| < r implique dtm(H;(z)) > 0 pour
tout j € {1,...,d} et donc que Hy(x) est défini positif. D’ot1 la conclusion par la formule
de Taylor, car si H est une matrice hermitienne définie positive, on a (Hh,h) > 0 pour
tout h € R%\ {0}.

Les deux cas suivants résultent de la formule de Taylor et de la valeur de (Hh,h) si H
est une matrice hermitienne définie positive, négative, semi-positive ou semi-négative.

Enfin, si Hy(xg) est indéfinie, elle admet une valeur propre A, strictement positive et
une valeur propre A, strictement négative. Comme toute valeur propre admet au moins un
vecteur propre, il existe hy, h, € R%\ {0} tels que Hy(zo)hy = Aphy et Hp(z0)hn = Ao,
On a donc (Hy(xo)hp, hy) > 0 et (H¢(xo)hn, hn) < 0. Cela étant, la fomule de Taylor
implique les relations suivantes,

. f(zo+7hy) — flzg) 1
s LIt ) >
o f( hn) — f(zo) _ 1
. xo + 1rhn) — f(Zo
g 2 Ly <o

ce qui implique, pour r > 0 suffisamment petit,
flzo +1hn) < f(20) < f(z0 +Thyp).
On conclut aussitot. O

Exemple 17.1.5 Considérons la fonction f: R? = R (x,7) — 2* — y*. Cette fonction
est réelle, appartient & C*°(R?) et l'origine est le seul point stationnaire. La matrice

hermitienne )
x 0
est semi-définie en (0, 0), mais il n’existe pas de boule centrée a l'origine telle que H¢(x,y)

soit semi-défini positif (ou semi-défini négatif) en tout point de la boule. Cependant, on
vérifie directement que l'origine n’est pas un extremum local de f dans R2.

Exemple 17.1.6 Considérons la fonction f: R? = R (z,y) — (22 +y* — 1)?; elle est
réelle et appartient & C°°(R?). Ses points stationnaires sont les solutions du systéme

dr(z?+y?-1)=0
dy(a® +y* - 1) =0~

c’est-a-dire 'origine et les points de la circonférence unité centrée a l'origine. La matrice
Hy(x,y) sécrit
4(2% +y? — 1) + 822 8y
< 8y 4(x? +y? — 1) + 8y? >



314 CHAPITRE 17. APPLICATIONS DE LA DERIVATION

pour tout (z,y) € R2 On vérifie directement que 4(2? + y? — 1) et 12(z? + y?) — 4
sont les valeurs propres associées a cette matrice. Puisque H¢(0,0) est défini négatif,
l'origine est un maximum local strict de f dans R?. En tout point (x,y) de la circonférence
{(z,y) € R? : 22 +y? = 1}, Hf(z,y) est semi-défini positif mais ne reste semi-défini positif
sur aucune boule de centre (z,y). Cependant, puisque la fonction f ne prend que des
valeurs supérieures ou égales a 0 et puisqu’elle s’annule en les points de la circonférence
centrée a l'origine et de rayon unité, tout point de cette circonférence est un minimum
global.

Exercice 17.1.7 Rechercher les extrema de la fonction

f:Q=)0,+oo[* =R (w,z,y,2) — wryz + 1/w+1/z+1/y +1/z.

Suggestion. On vérifie directement que cette fonction est réelle et appartient a C°°(£2).
Ses points stationnaires dans €2 sont les solutions du systeme

ryz —w 2 =0
wyz —x 2 =0
wrz —y 2 =0
wry — 272 =0

qui appartiennent a 2. Puisque dans €2, w, z, y et z different de zéro, il s’agit des solutions
du systeme

1

r oy
qui appartiennent a 2. On en déduit de suite que (1,1
de f dans €. On a

1
WYz = — = — = -
w z

717

1) est le seul point stationnaire

2 1 1 1
1 2 11
11 1 2

et un calcul aisé montre que 1 est une valeur propre de multiplicité 3 et 5 une valeur
propre de multiplicité 1 de cette matrice. On obtient donc que (1, 1,1, 1) est un minimum
local (il est méme global) strict de f dans (.

Exercice 17.1.8 Rechercher les extrema de la fonction

f:Q=0,7*=R (z,y) — sin(x) + sin(y) + sin(z + ).

Suggestion. 11 est immédiat que f est réel sur ) et appartient & C°°(Q2). Ses points sta-
tionnaires dans {2 sont les solutions du systeme

{ cos(x) + cos(z +y) = 0
cos(y) + cos(z +y) =0

qui appartiennent a 2. Ce systeme étant équivalent a

{ cos(x) + cos(z +y) =0
cos(z) = cos(y)
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et puisque la fonction cos est strictement décroissante sur |0, 7[, il s’agit des solutions du
systeme

r=y
cos(z) 4+ cos(2z) =0
qui appartiennent & . Les solutions de 2 cos?(x) + cos(z) — 1 = 0 étant cos(z) = —1 et

cos(z) = 1/2, on en déduit que (7w/3,7/3) est le seul point stationnaire de f dans Q. La

matrice Hy(n/3,7/)3) = \f ( j :; )

étant définie négative, (7/3,7/3) est un maximum strict local (il est méme global) de f
dans €.

17.2 Opérateurs de dérivation

17.2.1 Définitions générales

La notion d’opérateur de dérivation sur un ouvert de I’espace euclidien est une simple
généralisation du cas unidimensionnel.

Définition 17.2.1 Un opérateur de dérivation sur un ouvert U de R est une application
définie sur CP(U) pour un entier strictement positif p qui & une fonction f € CP(U) associe
une fonction faisant (éventuellement) intervenir un nombre fini de fonctions du type D f,
avec a € N? et |a| < p.

L’ordre d’un opérateur F' sur U est le plus petit entier strictement positif p tel que F
est défini pour toute fonction de CP(U).

Exemples 17.2.2 Soit U un ouvert de R,
~ laloi quia f € CY(U) associe (D1 f)?+---(Dgyf)? est un opérateur de dérivation sur
L —d
UJ note Zj:l(Dj')27
~ laloi qui a f € C%(U) associe D?f + --- D2 f est un opérateur de dérivation sur U,

, d 2
noté > %, D5.
Définissons a présent les opérations de base relatives a ces opérateurs.

Définition 17.2.3 Deux opérateurs de dérivation F; et Fy sur un méme ouvert U sont
égauz 'ils ont le méme ordre p et si on a Fyf = Fyf pour tout f € CP(U).

Définition 17.2.4 L’opérateur de dérivation conjugué de F' est opérateur de dérivation
F' défini par l'identité F'f = F' f, ou de maniere équivalente par F'f = F f. L’opérateur de
dérivation F' est un opérateur de dérivation réelsi F' = F.

L’ordre de lopérateur de dérivation F' est celui de F.

Définition 17.2.5 Etant donné J € Ny, J opérateurs de dérivation Fi,...,Fy sur U
et J nombres complexes cq,...,cy, la combinaison linéaire Z}-Izl c; I est 'opérateur de
dérivation sur U défini par

O GFNf =) ¢(Ff).

Jj=1 Jj=1



