Chapitre 1

L’intégrale de Darboux

1.1 Définition et premieres propriétés

1.1.1 Intégrales de fonctions étagées

Définition 1.1.1 Un découpage d’un intervalle I de R est la donnée d’une partition de
I en un nombre fini d’intervalles I; (j € {1,...,J}). On le note (I;){ ou simplement (I;).

Définition 1.1.2 Une fonction ¢ définie sur un intervalle I est dite étagée s’il existe un
découpage (I;) de I tel que ¢ soit constant sur chacun des intervalles I;. Un tel découpage
est dit adaptée a .

Si I est un intervalle borné d’extrémités a et b avec a < b, il revient au méme d’exiger
Iexistence de J + 1 nombres x1, ...,z 41 tels que

a=x1 <x3< - <xjyp1 =0 (1.1)

tels que ¢ soit constant sur chaque intervalle |z, ;11 (1 < j < J). Les valeurs que la
fonction peut prendre en les points x; n’a pas d’importance dans le calcul des intégrales
telles que nous les définirons. Si (Jz;, z;41[) (1 < j < J) définit un découpage adapté a la
fonction étagée ¢, alors on a

J

DI (3)

J=1

ou §; est un point quelconque de |zj,zj41[ (1 < j < J); les nombres (&) doivent
simplement étre considérés comme des constantes.

Définition 1.1.3 La donnée de points vérifiant (1.1) s’appelle une subdivision de l'in-
tervalle I. Une subdivision yi,...,yx+1 du méme intervalle est dite plus fine que (1.1)
lorsque les points z; figurent parmi les points yy, i.e. si pour tout j € {2,...,J}, il existe
k€ {2,...,K} tel que y, = ;. Un découpage (I;){ est plus fin que le découpage (IJ’){/
du méme intervalle si pour tout j € {1,...,J}, il existe 5/ € {1,...,J'} tel que I; C Ij’.,.

Un découpage (I;) est donc plus fin que le découpage (I}) s’il est obtenu en subdivisant
des intervalles de (7).

Si I est un intervalle borné d’extrémités a et b avec a < b, on désigne par |I| la longueur
de l'intervalle : |[I| = b — a; on pose aussi |&| = 0.
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Lemme 1.1.4 Soit ¢ une fonction étagée sur un intervalle borné I ; si (I;){ et (IJ’){
sont deux découpages de I adapté a p, alors on a

J /
> w(&) II!—Zcp &I,
7j=1 7=1

ou & (resp. f;) est un point de I (resp. Ij’-o) pour tout j € {1,...,J} (resp. j €
{1,...,J'}).

Démonstration. Soit (I]) le découpage formé des intervalles I; N I%,. On a

J’ J
L= LG0T et )= ;NI
j'=1 j=1

les intervalles de la forme I; N 1 j’-, étant deux a deux disjoints. On a donc

J J J
ZSOfJ |I|—ZZ‘P53 |IOI/|
j=1 j=1j'=1
et de méme o
S (e rm—ZZw )L NI
§'=1 =1j=1

Si I; NI}, est non vide, alors ¢ est constant & la fois sur I; et sur I7,. Puisque I; N I, est
une partie de I; et I},, ¢ est constant sur cet intervalle et on a p(&;) = @(5}). O

Sizi,...x 41 forment une subdivision de I, pour tout j € {1,..., J}, désignons par &; un
point quelconque de |z, z;41[. Autrement dit, si (I;) est un découpage de I, on suppose
avoir §; € I7.

Définition 1.1.5 Si ¢ est une fonction étagée sur l'intervalle borné I, son intégrale de
Darboux sur I est la quantité

J J
:Z¢<§j) Jzj, zj1]] Z (&) (@)1 — zj).

j=1

Ainsi, si (I ])‘1] est une partition adaptée a ¢, on a

J
=> )l (1.2)
J=1

Passons aux propriétés de l'intégrale.

Proposition 1.1.6 Si ¢ et ¢ sont deux fonction étagées sur l'intervalle borné I, alors

m(ap + ) = am(p) + fm(y),

pour toutes constantes a et [3.
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Démonstration. Si ¢ est égal a y sur un sous-intervalle J de I, il est évident que ap est
égal & ay sur cet intervalle. De la, on trouve directement

J J
= ap(IL| =ad eI = am(y),

Jj=1 J=1

pour tout découpage (I;) de I adapté a ¢.

Si (I;) est un découpage adapté a ¢ et (I j') un découpage adapté & 1, considérons le
découpage formé par les intervalles du type I; N I j’</. La fonction ¢ + 1 est constante sur
chacun de ces intervalles ; il s’agit donc d'une fonction étagée. Si ¢ est égal a y; sur I; et
si ¢ est égal &y, sur I, p + ¢ est égal & y; +yj, sur I; N I},. De la, il vient

J J
m(p+1y) = > > (y; + YN I
j=1j=1
J J J J
S IWITEIES 3ot
Jj=1j'=1 Jj=1j=1
J
= Z \I|+Zyjlf’|— ©) +m(y),
comme il devait étre montré. O

Proposition 1.1.7 Soit ¢ et ¢ deux fonctions étagées sur I. alors ¢ < ¥ implique
m(e) < m(y); en particulier, ¢ > 0 impliqgue m(p) = 0.

Démonstration. Si ¢ est une fonction étagée positive sur I, tous les termes du membre
de droite de (1.2) sont positifs, ce qui permet d’affirmer que 'on a m(¢) > 0. Pour le cas
général, si p <Y sur I, on a1 — ¢ =0 et il vient

m(y — ) = m(¥) + m(—p) = m(¥) —m(p),
ce qui permet de conclure. O

Pour une fonction f bornée sur un intervalle I, posons || f||; = sup | f(I)|. L’intégrale jouit
des propriétés suivantes.

Proposition 1.1.8 Si ¢ est une fonction étagée sur I, on a
Im(e)| < m(lel) < llellr 1],

Démonstration. Bien str, si ¢ est une fonction étagée sur I, il en va de méme pour |¢| et
si p est égal a y sur le sous-intervalle J de I, |p] est égal & |y| sur le méme ensemble. Il
vient alors directement

J J
=D eI <Y 1o L] = m(lel),
Jj=1 Jj=1
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pour tout découpage (I;) adapté a ¢. De la, on tire

J J
Do < llellr Y141 = llellr 11,
j=1

j=1
ce qui termine la preuve. O

Remarque 1.1.9 On pourrait envisager une théorie plus générale en remplacant la lon-
gueur || d’un intervalle par une quantité p(I) telle que

— (@) =0,

— u(I) = 0 pour tout intervalle I,

— si (I;) est un découpage de l'intervalle I, alors u(/) = ijl p(l;).
On peut par exemple choisir une fonction F' croissante sur R et poser, pour tout intervalle
I d’extrémités a et b avec a < b, pu(I) = F(b) — F(a). La fonction u joue le role de mesure
d’un intervalle.

1.1.2 Intégrales supérieure et inférieure

Nous supposerons ici que I est un intervalle compact de R. Si f est une fonction réelle
bornée sur I, il existe deux fonctions étagées sur ¢ et 9 telles que l'on ait ¢ < f < ¢ (on
peut méme prendre des fonctions constantes). Pour de telles fonctions, on a m(p) < m()
et toute extension raisonnable de m a f devrait vérifier m(p) < m(f) < m(¢). Il est donc
naturel de poser

m.(f) = sup{m(y) : ¢ est une fonction étagée vérifiant p < f}

et
m*(f) = inf{m(v)) : ¥ est une fonction étagée vérifiant f < ¢}.

On a nécessairement m.(f) < m*(f), car tout nombre m(p) minore m(¢). On a méme

=l ] < ma(f) <m™(f) < 1 Fr[2]-

Les applications m, et m* ne sont cependant pas linéaires. On a toutefois des résultats
plus faibles.

Lemme 1.1.10 Si A et B sont deuz parties de R, alors sup(A + B) = sup A + sup B et
inf(A + B) = inf A + inf B.

Démonstration. Soit x et y des éléments de A et B respectivement. On a bien str z 4y <
sup A + sup B et donc sup(A + B) < sup A + sup B. Soit maintenant y un élément de
B; pour tout z € A, on a x +y < sup(A + B), donc & < sup(A + B) — y. De la,
on tire sup A < sup(A + B) — y et donc y < sup(A + B) — sup(A). Il vient des lors
sup B < sup(A + B) —sup A, ce qui permet de conclure.

La démarche est similaire pour la seconde égalité de 1’énoncé. O

Proposition 1.1.11 On a toujours

m(f+9) = ma(f) + mi(g) et m*(f+g) <m*(f) +m*(g).
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Démonstration. Si ¢ est une fonction étagée qui minore f et @ une fonction étagée qui
minore g, alors ¢ + 1 minore f + g. Il vient donc

m(p) +m() = m(e +¥) <m«(f +9g).

Ainsi, avec des notations évidentes, on a

sup{m(¢) + m(¥)} < ms(f + g)
et donc
ms(f) +mu(g) = supm(p) + supm(y) < m.(f + g).

L’autre partie de I’énoncé s’obtient de méme, en renversant les signes d’inégalité. ]

Proposition 1.1.12 Pour toute constante c positive, on a

ma(cf) = em.(f) et m*(cf) = em*(f).

Pour toute constante ¢ négative, on a
my(cf) =em™(f) et m*(cf) = cm.(f).

Démonstration. De fait, pour c¢ strictement positif, toute fonction étagée minorant cf
s’écrit cp, ol ¢ est une fonction étagée minorant f. Pour la seconde partie de I’énoncée,
il suffit de prouver que 'on a m,(—f) = —m*(f). On conclut alors en remarquant que les
fonctions étagées qui minorent — f sont I’opposé de celles qui majorent f O

1.1.3 Premiéres propriétés de l’intégrale

Définition 1.1.13 Une fonction f réelle et bornée sur un intervalle I est intégrable (sur
cet intervalle) au sens de Darboux lorsque m.(f) = m*(f). Cette valeur m(f) est appelée
Iintégrale de Darboux de f.

Si @ et 1 sont deux fonctions étagées telles que ¢ < f < 9, on a m(p) < m(f) < m(y).
En prenant ¢ = inf f(I) et ¢ = sup f(I), on obtient

nt £(1) < ") < sup ().
Si f est une fonction a valeurs complexes, f est intégrable si Rf et If le sont et on pose
dans ce cas m(f) = m(Rf) +im (S f). Il n’est pas difficile de construire des fonctions non-
intégrables. Soit par exemple la fonction f = x7ng. Si ¢ est une fonction étagée minorant
R, tout sous-intervalle non réduit a un singleton contenant un nombre irrationnel, on doit
avoir ¢ < Oxy. De méme, si ¢ est une fonction étagée qui majore f, elle doit vérifier
¥ > x1. On obtient ainsi m.(f) =0 < m*(f) = |I].
Avant de passer aux propriétés de I'intégrale, introduisons un lemme.

Lemme 1.1.14 Sig et h sont deux fonctions réelles vérifiant g < h, on a h* —g* < h—yg.
Démonstration. 11 suffit de considérer tous les cas de figure possibles. O

Proposition 1.1.15 Soit f est une fonction réelle. Si f est intégrable, alors f+ et f~ le
sont.
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Démonstration. Soit ¢ et 1 deux fonctions étagées telles que ¢ < f < 9. On a ¢ <
fT <47 et donc

m(y") —m(p") = mt — ") <my — p) = m(P) - m(p).

Puisque f est intégable, m(1)) —m(y) peut étre rendu arbitrairement petit, ce qui implique
que fT est intégrable. Le raisonnement est similaire pour f~. 0

Proposition 1.1.16 Toute combinaison linéaire de fonctions intégrables est intégrable ;
plus précisément, si f et g sont deux fonctions intégrables et si c et d sont deux constantes,
on a

m(cf +dg) = em(f) + dm(g).

Démonstration. On peut bien entendu se contenter du cas réel. Soit donc f et g deux
fonctions réelles, bornées et intégrables sur I. On obtient directement

mu(f +g) = ma(f) +mi(g) = m*(f) + m*(g) = m*(f +g) = m.(f + 9),

ce qui permet d’affirmer que f + g est intégrable. Si ¢ est une constante positive, on a

ma(cf) = emu(f) = em™(f) = m*(cf).

Si ¢ est négatif, il vient

my(cf) = em™(f) = emu(f) = m*(cf),
ce qui permet de conclure. O

Proposition 1.1.17 Si f est une fonction bornée et intégrable, il en va de méme pour

/1.

Démonstration. Supposons d’abord f réel. Les fonctions f et f~ étant intégrables, il en
va de méme pour f+ + f~, ce qui suffit.
Passons maintenant au cas général. Soit ¢,, @;, ¥, et 1; des fonctions étagées telles
que
0< o <RI <Y et 0< @ <[Sf| < e

Posons ¢ = ¢, + ip; et ¥ = 1, + i1); ; on vérifie de suite que les fonctions |p| et || sont
des fonctions étagées qui satisfont

ol <[l < [l

Des lors, il vient

m([Y]) —=m(lel) = m(Y]—e]) <m(lv = ¢]) < (IR — )| + S = 9)))
= m(d}r - Sor) + m(q/% - ‘Pi)a

ce qui suffit, le membre de droite pouvant étre rendu arbitrairement petit. O

Si I est un intervalle compact de R, f = x/ng — Xin(r\@) 1'est pas intégrable, alors que
|| = x1 Dest.
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Proposition 1.1.18 L’%ntégrale d’une fonction intégrable positive est positive.

Corollaire 1.1.19 Si f et g sont deux fonctions réelles et intégrables telles que f < g,
alors m(f) < m(g).

Proposition 1.1.20 Si f est une fonction intégrable sur I, on a

[m(NI < m(F) < A1) = sup [ (D] ]

Démonstration. On a toujours |f| < || f|lrxz, donc m(|f|) < ||f||z |Z]. Supposons mainte-
nant f réel; puisqu’on a

I fllexr < —lfI < fF<IfI < | fllexr

il vient |m(f)] < m(|f]).
Passons maintenant on cas ou f est complexe. Si ¢ est une constante, posons g = R(¢f).
Par ce qu’il vient d’étre montré, on a |m(g)| < m(|g|) et donc

[Rm(ef)| = [R(em ()] < m(IREf)]) < m(ef]) = lelm(|f])-
Pour ¢ = m(f), on a em(f) = |m(f)|? et donc
m()I* < [m()lmd| f1)-
Si ¢ est non nul, en simplifiant par |c|, on obtient

Im ()l < m(| 1),

comme désiré. O

Proposition 1.1.21 Si f et g sont deuzx fonctions réelles et intégrables, alors max(f,g)
et min(f, g) sont également intégrables.

Démonstration. C’est évident puisque l'on a max(f,g) = f + (¢ — f)* et min(f,g) =
g—(g-NH*. O

Proposition 1.1.22 Si f est une fonction intégrable, continue et positive telle que m(f) =
0, alors f =0.

Démonstration. S’il existe xg € I tel que f(xg) = yo > 0, alors il existe un intervalle non
vide J C I pour lequel x € J implique f(x) > yo/2. La fonction étagée ¢ = (yo/2)xs
vérifie p < f, ce qui implique m(f) = m(p) = (yo/2)|J| > 0. O

Montrons enfin I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 1.1.23 Si f et g sont deux fonctions intégrables sur un intervalle compact I,
alors fg est intégrable sur cet intervalle et on a

m(fg)I* < m(|f*)m(|g]?).
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Démonstration. En considérant la décomposition canonique
f=@®HT =R +iSHT —i(Sf)7,
on peut supposer avoir affaire a des fonctions positives. Soit C' > 0 une constante majorant
f et g. Pour € > 0, soit ¢, ¢', 9 et 1)’ des fonction étagées majorées par C telles que
p < f <, ¢ < g <Y et vérifiant m(y) —m(p) < e/(20), m(y') —m(y') < £/(20).
Bien entendu, on a ¢’ < fg < Yy et
WY = =Y (Y — ) + (¥ = @) SCW —9) + C(' = ¢'),
ce qui implique
m(yy) —m(pg') <e.
Considérons les égalités
m(|f +zg") =m((f +29)(F +29)) = m(fF*)+m(fzg) +m(fzg) +m(z[*|g|?)
= alz?+bz+bz+c, (1.3)
pour tout z € C, avec a = m(|g|?), b = m(fg) et ¢ = m(|f|?). Si a # 0, en prenant
z = —b/a dans 1'égalité (1.3), on obtient
abb  bb  bb ac — bb
< +

S 2 ¢ ’

ce qui implique ac > bb. Si a = 0, posons z = tzy avec t € R dans l'expression (1.3) pour
obtenir

(bZo + bzo)t = —e,
ce qui implique bZy + bzg = 0, donc b = 0 (pour zg = b). Dans tous les cas, I'inégalité de
I’énoncé est bien vérifiée. O

En conséquence, si f est intégrable sur I et si J est un sous-intervalle de I, la fonction
fx7 est encore intégrable sur I. En multipliant par x s les fonctions étagées encadrant f, il
est évident que l'intégrale de f sur J est I'intégrale de fx; sur I. Si (I;) est un découpage
de I, I'intégrale de f sur I est donc la somme des intégrales de f sur les intervalles I;.

Corollaire 1.1.24 Si f et g sont deux fonctions intégrables sur un intervalle compact,

alors on a /m(|f + g|?) < vVm(|f]?) + vVm(|g]?).

Démonstration. 11 vient

m((f +9)(f +9))

?) +m(fg) +m(fg) +m(|g|*)
?) + 2Rm(fg) + m(|g]*)
f12) +2im(fg)| +m(|g*)
*) + 2v/m(|f1))v/m(|g]?) + m(lg]*),

|
3

|
3

NN
3

ce qui implique

m(|f + g%) < (Vm(If?) + vm(g?))?,

comme il devait étre montré. O

Si f est une fonction intégrable sur un intervalle compact, on pose |f|a = \/m(|f]?). Le
résultat précédent montre que l'on a [f+gla < |f|2+4[g[2. On pose également |f|1 = m(|f]).
Ici ausi, 'inégalité |f + g| < |f| + |g| implique |f + g|1 < |f]1 + |g|1. Bien entendu, pour
toute constante ¢, on a |[cf|a = |c||f|2 et |ef]1 = || |f]1-
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1.1.4 Sommes de Riemann

L’idée d’approximer 'aire sous la courbe par des rectangles (on peut faire remonter ce
type de démarche & Archimede) est clairement exprimée dans la définition de I'intégrale
de Darboux.

Soit f une fonction réelle et intégrable sur un intervalle I. Pour € > 0 fixé, soit ¢ et ¢
deux fonctions étagées telles que ¢ < f < 1 et

m(f) —m(p) <e/2, m(P) —m(f) <e/2. (1.4)

Soit encore (Ij)‘] un découpage de I plus fin que ceux adaptés a ¢ et ¢ et pour chaque
Jje{l,...J}, & un élément de I;. La fonction 6 = Z}le f(&j)x1; est une fonction étagée
telle que ¢ < 0 < 9. Les inégalités (1.4) implique alors

Im(f) —m(0)] < m(y) —m(p) < (m(¥) —m(f)) + (m(f) —m(p)) <e.
Autrement dit, on a

Im(f) =D FEHILI| <e. (1.5)

J
—1

J
Cette inégalité reste bien str valable pour tout découpage plus fin. Le cas complexe
s’obtient naturellement en considérant les parties réelle et imaginaire de la fonction. Si
I’on considere la subdivision

a=x1<---<zxjp1=2>b

correspondante de I, la relation précédente peut se réécrire
J
Im(f) = F(&) (@i —x;)| <e,
j=1

ce qui explique les notations

m(f):/ffdx:/If(x)dJU:/abfd:r,

si a et b désignent les extrémités de 'intervalle I, avec a < b. Une notation plus rigoureuse

serait celle-ci : =

Nous adopterons cependant les conventions usuelles. On a |f|l1 = [;|f|dz et |f]o =

,/fl\f|2dm.

On peut obtenir mieux que la majoration (1.5). Si f est une fonction réelle et bornée
sur l'intervalle compact I, pour tout découpage P = (Jz;,7;4+1[){ de I, on peut associer
les fonctions étagées pp et Yp définies par

J J

(PP = Z lnf f(x) X[:):j,a:j+1[ et ,I/J,P = Z Sup f(w) X[mj,zj+1['

j=1 2€[wj,j+1] j=1 €[z, +1]

On a bien sur pp < f < ¢¥p (sauf éventuellement en z;y1, mais cela n’affecte pas la
valeur de 'intégrale) et d’une certaine maniere, ces fonctions sont les plus proches de f
pour un découpage donné.
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Proposition 1.1.25 Soit f une fonction réelle définie sur l'intervalle compact I et bornée
sur cet intervalle, alors pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout découpage
P = (Jxj, xjq1]) de I satisfaisant max;j(xj41 —x;) <, on ait

m.(f) —mlpp) <e et m(pp) —m*(f) <e.

Démonstration. Considérons la premiere inégalité, 'autre s’obtenant de méme. Pour & > 0
fixé, soit . une fonction étagée sur I telle que . < f et my(f)—m(p:) < £/2. Considérons

un découpage (I J(a))zlv de I adapté a ¢., posons

A= ité};f(x) — inf f(z) +1

et montrons que
s5—_¢
2NA
convient. Soit donc P = (I;){ un déoupage de I tel que max;|l;| < & et soit P’ le
découpage formé des intervalles I; N Ij(f) Ge{l,....J} j € {l,....,N}). On a ¢. <
opr < f et done mu(f) < m(epr)+e/2. Pour obtenir P/, on a ajouté au plus N — 1 points

aux intervalles I1,...,I;. On modifie ainsi NV — 1 intervalles de la forme I; au plus, ce qui
donne - -
) — <(N-1A —.
m(ppr) —m(ep) < ( JASA <3

Au final, il vient
€ €
m«(f) = 5 <mlpp) <mlep) + 5,

ce qui suffit. O

Théoréme 1.1.26 Si f est une fonction réelle, bornée et intégrable sur l'intervalle com-

(¢) .(6) DJ(5)

pact I, alors si (]ZL'] T D)1 représente un découpage de I tel que

max xj4+1 —2; <0,

1<5<J(6)
on a
J(8)
. (%) QN
515& ’ /Ifdtv - ;f(fj)($j+1 - )| =0.

Démonstration. Pour € > 0, il existe 6 > 0 tel que toute partition P de la forme

(1 (6) .(9) DJ(5)

5% vérifie
m(p) = mlpp) < m(f) + 5 —m(f) + <.

De la, on trouve

ce qui permet de conclure. O
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Exemple 1.1.27 Considérons la fonction identité x — =z définie sur lintervalle [a, b].
Pour J € N,, posons
b—a 1. b—a

7 et E=a+(—3) :

27 J
Les intervalles (]2, ;41[)7 forment un découpage de [a, b] et &; est un élément de |z, z;41]
pour tout j € {1,...,J}. On a

zj=a+(j—1)

J J
b—a b—a . Jb—a
;fj($j+1—xj) = 3 (Ja+ 7 ;J—Q 7 )
_ b—a b—alJ(J+1) b-a
= Vet 5 )
b—a b—a b-—a
= —5 (Ja+ (J+1) 5 2)
_ b—an—I—a:bQ—a?.
J 2 2

On en déduit que 'on a

b 2 2
b* —a

dr = )
/axx 2

Si d’autres valeurs de {; avait été choisies, il aurait fallu recourir a la limite pour J tendant
vers l'infini.

Exemple 1.1.28 Considérons la fonction identité  +— x? définie sur l'intervalle [a, b].
Pour J € N,, posons
b—a b—a

7 et {=a-+] .

J
Les intervalles (]2, ;41[)7 forment un découpage de [a, b] et &; est un élément de |z, z;11]

zj=a+(—1)

(la fonction est continue) pour tout j € {1,...,J}. On a
J J
b—a b—a
> Glaj—xy) = > (a+3j )?
: J 4 J
J=1 7j=1
= Q_a®+ (=)D 5"+ 205> J)
J 4 J ; J 4
7j=1 7j=1 7j=1
b—a b—a)? I+ 1)(J+1)J _ b—a(J+1)J
= Ja? 2
U 6 T )
2J+ 1) (J+1 J+1
= (b—a)a2+(b—a)3( + DT+ )+(b—a)2ai.

6.J2 J

La limite pour J tendant vers +oo donne

J
Y Eii—a) = (b-a)?+ 50— +0-a
j=1

» a3
= agb—a3+§—§+a2b—ab2+ab2+a3—2a2b
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b 3_ .3
/1:2d33:b a'
a 3

1.1.5 Fonctions intégrables sur un compact

On en déduit que l'on a

Bien que la thérie de l'intégration puisse porter sur des cas bien plus généraux, nous
allons nous restreindre au cas des fonctions continues ou monotones. Il ne nous semble
pas opportun de développer une théorie plus complete, alors que 'intégration au sens de
Lebesgue est a la fois plus générale et plus puissante.

Théoréme 1.1.29 Tout fonction continue sur un intervalle compact est intégrable sur
cet intervalle.

Démonstration. Soit f une fonction continue sur U'intervalle compact I. On peut bien
entendu se restreindre au cas réel. Pour € > 0, soit § > 0 tel que pour tous points x et y
de I vérifiant |z — y| < 6, on ait |f(x) — f(y)| < ¢/|I]. Soit (I;){ un découpage de I tel
que |I;| < ¢ pour tout j € {1,...,J} et posons

o = mef XL, U= Zsupf

7=1
Onap< f<yet

J

ce qui permet de conclure. O

Théoreme 1.1.30 Toute fonction monotone sur un intervalle compact est intégrable sur
cet intervalle.

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que f soit une fonction croissante sur
Uintervalle compact I. Si (Jzj,2;+1[){ est un découpage de I, posons

J J
Y= Zf Ti)Xejwp] €6 Y= Zf Tj41)Xjas@541]
7j=1

7j=1

On a bien entendu ¢ < f < ¢ et

Puisque la quantité x;11 — x; peut étre rendue arbitrairement petite quelque soit j en
choisissant un découpage approprié, on peut conclure. ]

Remarque 1.1.31 La preuve qui vient d’étre donnée pour les fonctions monotones se
transpose sans difficulté aux fonctions admettant des limites finies a gauche et a droite.
De telles fonctions sont dites réglées.
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1.1.6 Intégrale orientée

Nous avons montré que si f est intégrable sur 'intervalle d’extrémités a, ¢ avec a < c,

/acfdx:/abfdw/bcfda:,

pour tout b €]a, c[. Dés lors, il vient

/bcfdx—/acfdx—/abfd:c,
/bcfdx:/bafdx—i—/acfdx,

en adoptant la convention naturelle suivante,

/bafda::—/abfda:.

Lemme 1.1.32 Si f est intégrable sur Uintervalle d’extrémités a et b avec a < b et sur
Uintervalle d’extrémités b et c avec b < ¢, alors f est intégrable sur l'intervalle d’extrémités

on a toujours

et on peut convenir d’écrire

a etc.

Démonstration. On peut sans restriction supposer la fonction réelle. Désignons par [
Iintervalle d’extrémités a, b et par J Uintervalle d’extrémités b, c. Pour € > 0, soit ¢ et ¢
deux fonctions étagées sur I telles que ¢ < f < ¢ sur I et m(yp) —m(p) < €/2. Soit aussi
¢ et 1" deux fonctions étagées sur J telles que ¢’ < f < ' sur J et m(¢¥') —m(¢') < /2.
Posons ¢ = p+¢' et ¢ = 1 +1)'. En modifiant éventuellement la valeur de ces fonctions
enb onap’ < f<yY sur TUJ et

m(") = m(¢") = m(') = m(¢') + m(y) —m(p) <e,

ce qui suffit. O
Proposition 1.1.33 Si x1,...,x541 sont des nombres réels et si f est intégrable sur
Uintervalle d’extrémités x;, xji1 pour tout j € {1,...,J}, alors f est intégrable sur

Uintervalle d’extrémités x1, xjy1 et

J

T Jj+1 Tj+1
/ fdx = Z/ ’ fdz.
x1 - Tj

j=1

Démonstration. 1l suffit bien entendu de prouver le résultat pour J = 3. Désignons par
I; ;. I'intervalle d’extrémités x; et xy. Par convention, on a

/:kfdx:/j_ sign(ay, — ;) f da.

J 7,k

Il suffit alors de noter que 'on a

Sign($3 - .7,'1) fXI1,3 = Sign($2 - 1'1) fXI1,2 + Sign(1‘3 - :EQ) fXIQ,S

pour conclure. O
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1.2 Propriétés de ’intégrale

1.2.1 Théoreme fondamental du calcul intégral

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme d’existence d’une primitive, parfois
appelé théoreme fondamental.

Théoréme 1.2.1 Si f est une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R, alors,
pour tout xg € I, la fonction F définie sur I par F(x f f(t)dt vérifie DF = f.

Démonstration. Pour tout x € I\ {zo}, la fonction f est continue sur 'intervalle compact

d’extrémités xg, x, donc intégrable sur cet ensemble; la fonction F' est par conséquent
bien définie et vaut 0 en xg. Soit « € I et h un nombre réel non nul suffisament petit. On

F(x+h]iF(fU)_f(I) _ 111</ dt—/ f(t)dt) - f()

z+h
= h/ f(x)dt.

Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout point y de I vérifiant |z — y| < J, on a
|f(z) — f(y)| < e. Des lors, pour |h| < ¢, on a

|}1Z/mer f(t) - dt\\‘m‘/ z)|dt| < e,

ce qui permet de conclure. O

Remarque 1.2.2 Ce résultat se généralise aux fonctions réglées.

Ce résultat a des conséquences tres importantes pour le calcul intégral. Donnons déja
le résultat suivant, appelé théoreme de variation des primitives.

Théoréme 1.2.3 Si [ est une fonction continue sur un intervalle I de R et F' une
primitive de f, i.e. une fonction dérivable telle que DF = f sur I, alors

b
| tde=F®) - Fla,

Démonstration. De fait, soit xg € I; on a

/abfdx:/:ofder/:fda::F(b)—F(a),

ce qui suffit. O

pour tous a, b appartenant a I.

En particulier, remarquons que si f appartient & C1(I), alors

b
/ Dfdx = f(b) — f(a),
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pour tous points a, b de I. En subdivisant l'intervalle [a,b] en J+1 points a = z1 < -+ <
Zj4+1 = b, on remarque que l'on a

J J
F0) = fla) =Y flajer) — f(z;) = > DF(&) (@i — ),
j=1

j=1

pour des points ;, avec &; €]x;,x;41[. Cette derniere expression est évidemment une
somme de Riemann.

Exercice 1.2.4 Calculer

Suggestion. On a

Considérons le découpage de [0, 1] en les ensembles I, =|(k—1)/j, k/j] avec k € {1,...,7}
et pour tout indice k fixé, soit & = k/j. La fonction In(1+x) étant continue sur l'intervalle
compact [0, 1], il vient de suite

1 k 4
lim - In(l4+ =) = lim In(1 4+ 2)],—e, |1,
Jim 52 n(t -+ St + a)lomg, i

j—00
I

= /1 In(1+ z)dzr = 1n(4/e).
0

On en conclut, vu la continuité de la fonction exponentielle, que la limite cherchée vaut
4/e.

1.2.2 Intégration par parties

Le théoreme d’intégration par parties permet bien souvent de simplifier les calculs.

Proposition 1.2.5 Si f et g sont deux fonctions de classe C' sur un intervalle I, alors
pour tous points a et b de I, on a

/abngdxz[fg]‘;—/abegdx.

Démonstration. On remarque de suite que fg est une primitive de la fonction fDg+gD f.
Il vient donc

b b
/ fDgdz + / gDfdx = [fgll,

comme annonceé. O

Nous pouvons des & présent obtenir la formule de Taylor avec reste intégral, telle qu’ob-
tenue par Cauchy. Notons que ce résultat est valide pour les fonction complexes.
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Théoréme 1.2.6 Si f est une fonction de classe CPTY sur un intervalle I de R, alors
pour tous points a, b de I, on a

" (b—a) . b(h— )P
f(b): ( j! ) [D]f]a‘f‘/a (p!)[Dp+1f]tdt

J=0

Démonstration. Posons Py = 1 et si P; a été défini, soit Pj1 une primitive de P;. On a
A = / Df dt = / RDf dt = [PDS]: - / PD?f dt
a

b
= [PDfL — [PDfLE + / PyDP fdt —
P

b
- EX—D”W%DUE+G4W/fMW“f#

j=1
Si on choisit P;(t) = (t — b)?/;j! pour tout j € Ny, on remarque que l'on a DPj1 = Pj et

(a—b)
S

Wth(ly“wj!)WU]

ce qui permet de conclure. O

[P;D7 flo = =

Corollaire 1.2.7 Si f est une fonction de classe CPT1 sur un intervalle I de R, alors
pour tout point x de I et tout nombre h tel que x +h € I, on a

fx+h)= Z

O

hp+1

/1(1 — t)P[DP! flo i andt.
0

Démonstration. Soit g la fonction
g:[0,1] - C t— f(z+th).

La formule de Taylor permet d’écrire
= zp: ;![ng]o + /01 (1p!t)p[DpHg]tdt.

j=0
On vérifie de suite que I'on a

[ng]t = n [Djf}erth,

ce qui suffit. O

Comme pour la formule de Taylor avec reste entier, ce résultat se généralise & R

Théoréme 1.2.8 Si f est une fonction de CPTL(U), alors, pour tout point x de U et tout
point h tel que le segment {x +th :t € [0,1]} soit inclus dans U, on a

flx+h) - f(z) = Z Piy -+ hig; [Dyy - Di; fa

d d L(1—¢t)p
Y hkl--~hkp+1/o D+ Dy flanct
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1.2.3 Formule du changement de variable

Le résultat suivant, bien que presque trivial, a de nombreuses applications.

Théoréme 1.2.9 Soit 2’ une fonction réelle de classe C1 sur un intervalle compact [a, b]
et f une fonction continue sur z'([a,b]). On a

z'(b) b
r)dr = ' (2)) D2’ (x)dx.
L, = [ seEpe

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur 2/([a,b]); on a donc

z' (b)
[ f@)is = F0) - Fe'(a).

La fonction F(z2') est de classe C! sur [a,b] et
D(Fox') = [DF)yDa' = f(2')Da'.
Le second membre de 1’énoncé est donc égal & F(2/(b)) — F(2'(a)), ce qui suffit. O

Une conséquence importante de ce résultat est le théoreme du changement de variable.

Corollaire 1.2.10 Soit 2’ une fonction réelle de classe C' de dérivée non nulle sur un
intervalle compact I et f une fonction continue sur [a,b] = 2'(I). On a

b '~ 1(b)
r)dr = 2 (z)) D2’ (z)dx.
[ e [ e @inee

Bien str, le cas général peut se traiter en décomposant la fonction en sa partie réelle et
sa partie imaginaire.

Si f est une fonction paire et continue sur l'intervalle [—a, a], ou1 a est un nombre réel
positif, alors ffa fdr=2 foa fdx. De fait, on a bien entendu

a

0 a
fdx = fdr+ / fdz,
—a —a 0
et la fonction 2 définie explicitement sur R par 2/(z) = —z permet d’écrire
0 0 a
f@ys =~ [ f(-a)de= [ fla)aa,
a 0

—a

d’ou la conclusion. Si f n’est plus pair mais impair, le méme raisonnement procure aussitot
Iégalité ffa fdx=0.
1.3 Intégrales de Darboux généralisées

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré 'intégration que sur un intervalle borné, le
plus souvent compact. Nous allons maintenant nous libérer de cette restriction.
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1.3.1 Intégrales convergentes

Pour tous nombres a et b strictement positifs avec a < b, on a

si s est un nombre réel différent de —1 et

' do

= In(b) — In(a).

a

Il est naturel de poser

b b bs+1
/ z°dr = lim 2’dr = ——,
0 a—01 Jq s+ 1

pour tout s > —1. Une telle notation ne peut étre associée a un nombre réel pour les
autres valeurs de s. De la méme maniére, on peut poser

“+o00 b as+1
/ 2%dr = lim 2édr = —
a

b—+o0 J, S-f—l7

pour tout s < —1. Dans tous les cas, on remarque qu'une telle démarche ne permettra
jamais de définir I'intégrale f0+°° xidz.
On est donc amené a la définition suivante.

Définition 1.3.1 S f est une fonction continue sur Ja, 3], lintégrale [ f f dx existe si

ff f dx converge vers un nombre fini lorsque a et b tendent vers « et S respectivement,

avec [a,b] Clay, B, i.e. si
b
lim / fdx
a—atb—p~ J,

existe et est fini.

Si par exemple I =lag, +oo] avec ap € R, f;goo f dx existe et vaut m si pour tout € > 0,
il existe § > 0 et N > 0 tels que

b
a—ag <0 etb> N implique |m—/ fdx| <e,
a

pour tous a,b € I, avec a < b.

Théoréme 1.3.2 L’intégrale d’une fonction f continue sur |a, B] existe si et seulement
si une primitive de F' posséde des limites finies an o™ et 3~. Dans ce cas, on a

/dex = lim F(z)— lim F(x).

T— B~ z—at

Démonstration. Pour tout intervalle compact [a, b] de |a, [, on a bien sur

b
/ fdx = F(b) — F(a).
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Des lors, l'intégrale existe si la primitive admet des limites finies aux extrémités de |a, 3.
Inversement, si I'intégrale existe, soit ¢ > 0. Si (a;); est une suite de Ja, 5[ qui converge
vers «, il existe N € N, et b €]a, §[ tels que p,¢ > N implique

b b
|F<ap>—F<aq>|=|/ fd:c—/ fdz <e,

de sorte que F admet une limite finie en o™. Pour conclure, il suffit de raisonner de méme
pour 5. O

Exemple 1.3.3 Si ¢ est une constante strictement positive, I'intégrale f0+°° exp(—cx)dz

existe et vaut 1/c. De fait, toute primitive de ’exponentielle admet une limite en —oco et
il vient directement

+o00 b —cb 1 1
/ exp(—cz) = lim exp(—cz) = lim _oxp(=ch) +-=-.
0 b—+o00 0 b——+o00 C C C

Exercice 1.3.4 Calculer

Suggestion. On a

On vérifie de suite que la fonction In est intégrable sur |0, 1[. On obtient des lors

1,k !
lim - ) In(=) = / In(z)dx = —1.
Jmee g d 0

Des lors, la limite & calculer existe et vaut 1/e.

1.3.2 Fonctions intégrables

L’appellation « fonction intégrable » est a réserver aux fonctions dont 'intégrale de la
valeur absolue existe, pour la simple bonne raison que nous voulons garder une théorie
consistante avec celle de I'intégration de Lebesgue.

Théoréme 1.3.5 L’intégrale d’une fonction f continue et positive sur |, B[ existe si
et seulement si ’ensemble des intégrales de f sur les intervalles compacts de |a, 5[ est

majoré. Dans ce cas, on a
B b
/ fdxr= sup / fdx.
o [a,b]Cle, B[V a

Démonstration. Puisque f est positif, les primitives de f sont croissantes sur |a, [. Ainsi,
une telle primitive admet une limite finie en 3~ et a™ si et seulement si elle est bornée
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sur |a, B]. Des lors, si l'intégrale de f sur |a, 3] existe, toute primitive de f est bornée, ce
qui implique que l'intégrale de f existe sur tout intervalle [a,b] de |a, ([, avec

/abfdxg/jfdx.

Inversement, si f; f dx est majoré pour tout intervalle [a, b] de |, 8], les primitives de f
sont bornées sur |a, 3.

Enfin, si la primitive de f existe sur Jo, [, soit (a;); et (b;); deux suites monotones de
Ja, B[ qui convergent vers o et 3 respectivement. La suite (x;); définie par

bj
xj :/ fdx,

J

pour j assez grand est croissante et majorée. Elle converge donc vers la la borne supérieure
de ses valeurs. Par définition, cette valeur n’est autre que l'intégrale de f sur |a, f[. O

Pour les fonction admettant une intégrale, I'intégrabilité joue le role de la convergence
absolue pour les séries convergentes.

Définition 1.3.6 Une fonction f continue sur |a, 3] est intégrable sur |« 5[ lorsque I'in-
tégrale de | f| existe sur |a, .

Proposition 1.3.7 Toute fonction continue et de module majoré par une fonction inté-
grable est intégrable.

Démonstration. Si f est continu sur |a, 8] et 8'il existe une fonction g intégrable sur |o, ]
telle que |f| < g sur cet intervalle, alors

b b 8
/fldw</gdx</ gdx,

pour tout intervalle [a,b] de ], B[, ce qui suffit. O

Théoréme 1.3.8 Si la fonction f continue sur |a, 5[ est intégrable sur cet intervalle,
alors Uintégrale de f sur |a, B[ existe et on a

\/jfdxléfj\f\dw-

Démonstration. Bien entendu, (Rf)™, (Rf)™, (Sf)" et (3f)~ sont majorés par |f| et

/jfdﬁﬂ:/j(%f)+dfv—/j(%f)‘dx+z’/j(%f)+dx—i/j(<3f)—dx,

De plus, il vient directement

B b b B
del= i de| < i de = da,
WARZEEN T 2R I T M

ce qui suffit. O
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Corollaire 1.3.9 Si f est une fonction continue et bornée sur |a, B[ et g une fonction
intégrable sur cet intervalle, alors fg est intégrable sur |, B[ et on a

B8 B8
/ Faldz < | lasy / 9] de.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz peut se généraliser.

Corollaire 1.3.10 Si f et g sont deux fonctions continues dont le carré du module est
intégrable sur |a, B[, alors fg est intégrable sur |, 5[ et l'on a

B B B
| / fgdaf? < / e / gl2dz.

Démonstration. Pour tout intervalle [a,b] de ]o, 8], I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous
procure les intégalités suivantes :

b 2 b 2 b 2 p 2 p 2
r/ £llgl del </ /) dx/ ] dw</ /] dw/ 9[2dz.

On en déduit que l'intégrale de |f||g| existe et

B 2 /B 2 p 2 /8 2
|/ fgda <|/ 1£llgl del </ 1l dx/ gl2dz,

ce qui suffit. O

Si lintégrale de f sur Ja, 3] existe, on préfere souvent écrire cette intégrale comme suit,
—p
fdx,

—Q

afin de réserver la notation sans fleche aux fonctions intégrables et ainsi lever toute am-
biguité ; on parle d’intégrale fléchée. Si f est intégrable sur |a, §[, alors

—p B
fdx:/ fdx,

—Q

alors que si f n’est pas intégrable, le second membre n’a pas de sens. Cette convention
permet de rester cohérant avec la théorie de l'intégration de Lebesgue.

1.3.3 Criteres d’intégrabilité
Nous allons maintenant établir de simples mais puissants criteres d’intégrabilité.

Proposition 1.3.11 Si f est une fonction continue sur l'intervalle |o, 5[ de R et s’il
existe deuz nombres réels a, b de |a, f[ avec a < b tels que I Xja,a] € fXp,p] s0nt intégrables,
alors f est intégrable sur |a, .

Démonstration. De fait, il suffit de considérer la décomposition

IXja.80 = fXjasal T X[ + X80

ou la fonction fx(, s est intégrable car continue sur le compact [a, b]. O
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Définition 1.3.12 Une fonction f continue sur |a, 3 est intégrable en a™ lorsqu’il existe
a €]a, B[ tel que f soit intégrable sur |a, a]. De méme, une fonction f continue sur |a, §]
est intégrable en 5~ lorsqu’il existe b €]a, 8] tel que f soit intégrable sur |b, 5].

Les exemples qui suivent sont fondamentals pour I'obtiention des criteres d’intégration.

Lemme 1.3.13 Sir et 0 sont deux nombres réels, les fonctions

I
@1 “ G—ap

sont intégrables respectivement r+ et r~ si et seulement si 0 < 1.

Démonstration. La fonction (x — r)~? est positive et continue sur I'intervalle Jr,r + 1] et
une de ses primitives sur cet intervalle est donnée par

(z —r)—?

T g sif#£1

et par In(z — r) sinon. Ces fonctions n’admettent des limites finies en r* que si § < 1. Le
cas de la seconde fonction se traite de méme. O

Lemme 1.3.14 Si © est un nombre réel, les fonctions

1 1

- t -
0 z]®

sont intégrables respectivement en +0o et —oo si et seulement si © > 1.
Démonstration. La fonction 2~© est positive et continue sur I'intervalle |1, +oc[ et une
de ses primitives sur cet intervalle est donnée par

1-©

x
1-0

si®#1

et par In(z) sinon. Ces fonctions n’admettent des limites finies en 400 que si © > 1. Le
cas de la seconde fonction se traite de méme. g

Théoréme 1.3.15 Une fonction f continue sur |, B[ est intégrable en o™ si l'une des
conditions suivantes est réalisée :

— « est un nombre réel et f admet une limite finie en o™,

— « est un nombre réel et il existe 0 < 1 tel que

lim (z —a)’|f(z)|

z—at

eriste et est fini,
— a = —0o0 et il eriste © > 1 tel que

lim |a|°|f(2)]

T—r—00

existe et est fini.
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Démonstration. Pour le premier cas, il existe a €]a, 8] et C' > 0 tel que

|f|X}a,a[ < CX]a,a['

Pour le deuxieme, il existe a €]a, 5] et C > 0 tel que

‘f|X]a,a[ < C($ - O‘)_GX]a,a['

Enfin, pour le troisieme, il existe a €] — 0o, B[ et C' > 0 tel que

|f|X]—oo,a[ < C|$’_®X]—oo,a['

On peut bien entendu procéder de méme pour l'intégrabilité en 5.

Théoréme 1.3.16 Une fonction f continue sur |a, B] est intégrable en = si l'une des
conditions suitvantes est réalisée :

— [ est un nombre réel et f admet une limite finie en 57,

— [ est un nombre réel et il existe 0 < 1 tel que

lim (8 — 2)°|f ()|
z—3
existe et est fini,
— B =400 et il existe © > 1 tel que

lim |a|°]f(2)]

T—++00
existe et est fini.

Bien entendu, une fonction f n’est pas intégrable si elle ne vérifie pas une propriété que
son intégrabilité entrainerait. Ainsi, la fonction (xIn(x))~! n’est pas intégrable en +oo car
Inoln est une primitive de cette fonction n’admettant pas de limite finie en +o0o0. Aussi,
f n’est pas intégrable si elle majore une fonction non-intégrable. En particulier, on a les
résultats suivants.

Théoréme 1.3.17 Une fonction f continue sur l'intervalle |a, B[ n’est pas intégrable en
at si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
— « est un nombre réel et
lim (z — a)f(x)
z—at
existe et difféere de 0 (mais peut valoir l’infini),
— a=—00 et

lim_|a] ()

existe et différe de 0 (mais peut valoir linfini).

Théoréme 1.3.18 Une fonction f continue sur lintervalle o, B[ n’est pas intégrable en
B~ si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
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— B est un nombre réel et

lim (8 —x)f(x)

=L~
existe et différe de 0 (mais peut valoir l’infini),
— B =+o0 et
lim zf(z)

Tr—-+00

existe et difféere de 0 (mais peut valoir U'infini).

Exemple 1.3.19 La fonction

In(zx)

0 — R —
10, +oo] T

est intégrable sur |0, +oo[. De fait, elle est continue sur |0, +oo] et on a

1
lim 7\/5 n(z) =0,
e—0+ 12 +1

ce qui implique 'intégrabilité en 0. En ce qui concerne I’autre borne, on trouve directe-

ment 23/2 In(z) x? In(z)
lim ———= = lim lim =0,
zo+oo 241 z—+o00 22 + 1 a—+o0 \/E

ce qui permet de conclure.

Exemple 1.3.20 La fonction
In(x)
x?2—1
est intégrable sur |0, +oo[. Elle est d’abord continue sur |0, 1{U]1, +oc]. Elle est intégrable
en 0T puisqu’on a
Vv ln(z)

lim —————~ =0.
a0t 12 -1

10,400 R z—

Elle est de plus intégrable en 1~ et 1T car elle admet une limite finie en 1, comme on le
vérifie en recourant, par exemple, au théoreme de I’Hospital. Enfin, elle est intégrable en
400, puisqu’on a

23/2 1In(z) z? . In(x)

lim ————% = lim lim

=0
zo4+00 2 —1 z—+oo x4 — 1 z—+o0 \/5

Meéme si cela peut paraitre évident, insistons sur 'importance de la continuité de la
fonction étudiée. Ainsi, on vérifie directement que la fonction 1/x2 est intégrable en —17
et 17. On ne peut bien str pas en conclure que cette fonction est intégrable sur I'intervalle

] = 1,1[. On aurait dans ce cas
1
dx 1 1
L=l

ce qui est absurde pour deux raisons : premieérement, la fonction 1/z n’est pas continue
sur | — 1,1[. Qui plus est, 'intégrale d’une fonction positive est nécessairement positive.
En pratique, on découpe le domaine de définition en des intervalles ou la fonction est
continue.



1.3. INTEGRALES DE DARBOUX GENERALISEES 25

1.3.4 Cas pratiques de calcul d’intégrale

Nous disposons maintenant d’un puissant arsenal pour aborder le calcul pratique d’in-
tégrales

Le théoreme du changement de variable (corollaire 1.2.10) est toujours valable sur un
intervalle quelconque ]o, 5[ ; il suffit de faire tendre a et b vers « et § respectivement.

Proposition 1.3.21 Soit 2’ une fonction réelle de classe Ct de dérivée non nulle sur un
intervalle ouvert I et f une fonction continue et intégrable sur |o, B|= 2'(I). On a

/aﬁf(ar)d:c = /j f(#'(z)) D/ (z)d,

ot on a posé v =lim,_,,+ ¥’ (z) et § =lim, ,5- 2/~ (z).

Démonstration. Quitte a considérer la décomposition canonique de f, on peut supposer
avoir affaire & une fonction positive. Pour tout intervalle [a, b] de ]a, 5[, on a

O] 8
/ f(a' () D' (z)dx < / f(z)dz.
2/~ 1(a) a

Par définition, on a alors

B z'~1(b)
[ f@ar= [T )@,

a—at, b=B7 Jgi-1(q)
ce qui suffit. O

Il en va de méme pour l'intégration par parties.

Proposition 1.3.22 Si les fonctions f et g sont de classe C* sur |a, B[ et si deus des
assertions suivantes sont vérifiées,

— fDg admet une intégrale sur |, ],

— gD f admet une intégrale sur]a, ],

— fg admet des limites finies en o™ et 37,
alors la troisiéme assertion est vérifiée et on a

—p
fDgds =1fgli~ [ gDfda.

—Q

—p
—Q

Démonstration. Un passage a la limite dans le précédant résultat concernant I'intégration
par parties permet directement de conclure. O

Exercice 1.3.23 Etant donné deux nombres réels a et b tels que a < b, calculer, si
possible,

/b dz
o V(@—a)b—2z)

Suggestion. Si a et b sont deux nombres réels tels que a < b, la fonction

1
Vr—avb—z

la,b| = R x>
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est intégrable sur |a, b[. De fait, elle est continue sur cet intervalle et on a

 Vr—a Vb—x 1

lim = lim

vat T —avb—x  a-b- /T —avb—zx \/b—a'

La fonction
z:R— R t+ z(t) = acos?(t) + bsin?(t)

est de classe C* sur R et vérifie
Dzx(t) = (b — a)sin(2t)

sur R. Il s’ensuit que Dz est positif sur |0, 7/2[, avec ([0, 7/2]) = [a, b]. Au total, il vient

/ m / N _?lzm(??osat)dt:2/;/2‘“:”‘

Remarquons qu’une autre maniere de procéder pour prouver l'intégrabilité consiste a
d’abord montrer que la fonction ¢ — x(t) possede les propriétés requises pour appliquer
la proposition 1.3.21, avant de constater que la fonction

(foz)Dzx = 2X10,7 /2]

est intégrable sur R.

Exercice 1.3.24 Etablir que, pour tous nombres réels a, b strictement positifs, on a

+°° In(ax)
Y e = = n(ab
/0 27 4 52T = g (ab).

Suggestion. Une simple vérification permet d’affirmer que cette intégrale a un sens. L’ap-
plication linéaire z(y) = by permet d’écrire

+oo +oo
/ lr21( )dx _ 1/ In(ab) +ln(y)dy
0o 124 b? b Jo y?+1

_ In(ab) /+°° dy +1/+°° In(y) dy
b Jo y*+1 bJy Y41

Par variation des primitives, on trouve directement

In(ab) /+°° dy _ mln(ab)
b Jo v+l 2 b

Il reste & montrer que la seconde intégrale est nulle. Il suffit de considérer ’application
y(t) = 1/t sur |0, +oo[ pour pouvoir écrire

T In 0 _In(t) —dt T In(t
/ 2(1/) dy:/ (_)22:_/ 2()dt_
o yr+1 oo LHE2 8 0o t241

On conclut alors directement.
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Exercice 1.3.25 Etablir que, pour tout a > 0, la fonction

2
a
10,4+00[—= R =z~ In(1l+ ?)

est intégrable sur |0, +o00[ et calculer son intégrale.
Suggestion. La fonction considérée est continue sur son domaine et le théoreme de I’Hos-
pital permet d’affirmer que l'on a

2 2
lim vZIn(l+5)=0 et lim 2?In(l+ =) =a>
xr Xz

x—0t T—r+00

Ainsi, la fonction est intégrable sur ]0, +o00[. Soit alors les fonctions explicitement définies
sur ce méme intervalle par f(z) = z et g(x) = In(1 + a2/2?). Ces fonctions sont de classe
C' et le théoreme de L’Hospital donne

2 2

. a . a
xlg& xzIn(1 + ﬁ) = wgrfooxln(l + ?) = 0.
Enfin, la fonction
F(2)Dy(z) =
x T)=———s
g 22 + a?

est intégrable sur 0, +o0o[. On peut donc écrire
+00 2 +oo 2
a - n 2a B Titoo
/0 In(1+ ﬁ)dx = [fglg™ —i—/o mdw = Qa[arctg(a)]o = ar.

On peut aussi établir 'intégrabilité de la fonction de départ en vérifiant que les expres-

sions [fg]§™ et
+oo 2 2
/ 2 . zdz
0 a“+zx

ont un sens, ce qui permet d’affirmer que l'intégrale

——+400 CL2
/ ln(l + ?)d.%

—0

existe, en intégrant par parties. L’intégrabilité de la fonction In(1+a?/22) découle du fait
qu’elle garde un signe constant sur I'intervalle d’intégration.

1.3.5 Séries numériques absolument convergentes

On peut caractériser les séries numériques » ;% absolument convergentes pour autant
que la suite (|z;]); soir décroissante. Le résultat qui suit suppose que la suite puisse étre
exprimée au travers d’une fonction f possédant certaines propriétés, ce qui est en fait
toujours possible (cf. remarque 1.3.27).

Théoréme 1.3.26 Si f est une fonction continue sur l'intervalle [n,+oo] avec n € N,
telle que |f| décroit vers 0, alors la série 3772, f(j) est absolument convergente si et
seulement si f est intégrable en +o00.
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Démonstration. Pour tout m > n, on a bien entendu |f(m + 1)| < |f(x)| < |f(m)|, pour
tout x appartenant a |m, m + 1]. En intégrand sur |m,m + 1], on obtient

m+1

Fm+1)] < / F@)lde < |f(m).

m
Par conséquent, pour tout nombre entier J > n, on a

J

J-1 J J-1
S+ Dl= 3 Gl [ 1@l < Y16

j=n+1

Si la série de I’énoncé converge, alors f: | fldz est majoré par 3 77 |f(4)| pour tout
J, ce qui implique que f est intégrable sur |n,+oo[. Inversement, si f est intégrable sur
Jn, +oof, 2272, [£(§)] est une série a termes positifs dont la suite des sommes partielles

est majorée par f:oo | f| dx, donc convergente. O

Remarque 1.3.27 Etant donné une suite (xj); de C telle que (|z;|); décroit vers zéro,
posons

fitli+1]—=C

N (|x]| + (|| — |j]) (2 — j))ei(arg(ffj)+(arg(%‘+1)*arg(mj))(wfj))’

pour tout j € N,. La fonction f qui & « € [j, j + 1] associe f;(z) est une fonction continue
sur [1, +o0[, telle f(j) = x; pour tout j € N, ; qui plus est, la fonction | f| est décroissante
vers 0.

Donnons quelques exemples.

Exemple 1.3.28 Si a € C vérifie |a] < 1, la série géométrique Zj o’ converge absolu-
ment. De fait, la fonction x — |a|” est de classe C*° sur |0, +00] et décroit strictement vers
0. Qui plus est, elle est intégrable en +o0o, car une de ses primitives, a savoir |a|*/In |
admet une limite finie en +00; on peut aussi appliquer le critere d’intégration en ©.

@ converge absolument si et

Exemple 1.3.29 Pour o > 0, la série de Riemann Zj j-
seulement si o > 1. De fait, la fonction z — =% est de classe C*° sur |1, +o0o[ et décroit

strictement vers 0. Qui plus est, elle est intégrable en 400 si et seulement si o > 1.

Exercice 1.3.30 Etablir que la série de Bertrand

o0

1
2 7W)

J=2

diverge si m = 1 et converge si m = 2.

Suggestion. La fonction z + (xIn™(z))~! est de classe C™ sur |1, +o0] et décroit stricte-
ment vers 0. Nous savons déja que lorsque m = 1, la fonction n’est pas intégrable en 4oc0.
Sim = 2, une primitive de la fonction est donnée par —1/1In(x), ce qui permet d’affirmer
qu’elle est intégrable en +oo.
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1.4 Intégrales et limites

1.4.1 Dérivation des intégrales paramétriques
Proposition 1.4.1 Soit I un intervalle compact, A un intervalle et
f():IxA—=C (z,\)— fa(x)

une fonction continue sur I x A. La fonction
A /f,\(x)dx (1.6)
I

est continue sur A. De plus, si X\ — Dy fx(x) est continu sur I x A, alors (1.6) est de
classe C* sur A et on a

D /I F @)z = /[ Df (x)da.

Démonstration. Les notions de continuité et de dérivabilité étant des propriétés locales,
quitte a considérer un sous-intervalle, on peut considérer A compact. Posons

g(/\):/ff,\(ac)d:c.

La fonction f étant uniformément continue sur I x A, pour ¢ > 0 fixé, il existe § > 0
tel que |A — X'| < § implique |fy(x) — fav(x)| < £/|I], pour autant que A et A’ soient des
éléments de A, pour tout z € I. Pour de tels éléments, on a donc || f\ — fy||r < €/|I] (on
a la convergence uniforme). Il vient alors

9 — gVl = /I fr— fadal < |lfs — Fllal] <&,

ce qui montre que g est continu.
Considérons maintenant 1’expression

g(>\+h})L —9(A) /ID)\f)\(l')dlL' _ /1 fA+h(fC)h— falz) Dy fa(@)da

Il nous suffit de montrer que pour A € A fixé, I'intégrand tend uniformément vers 0 sur
I lorsque h tend vers 0. Rappelons que le théoreme des accroissement finis implique que
pour toute fonction h dérivable sur [a,b], on a

|h(b) — h(a) — Dh(z0)(b—a)| < |b—al s |Dh(x) — Dh(x0)],

pour tout zg € [a,b]. On a des lors

|farn(x) = fa(x) — Dafa(x)h] < |h hs%)h] | Dafatn (x) — Dafa()].
relo,

La fonction A — D) fi(x) étant uniformément continue sur A, pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que |h/| < ¢ implique

| D farn () — Dy fa(z)| < e/|I].
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Des lors, |h| < § implique
€

|fatn(z) — fa(x) — Dafa(z)h] < me

pour tout z € I. On en déduit que |h| < § implique

/[f)\Jrh(l')h— z) Dy fy () < Hf/\Jrh(ﬂf)h_ ) D)\f)\(in)HIu‘ <e,

ce qui suffit. O
Théoréme 1.4.2 Soit I et A deux intervalles de R et
FO)IxA (x,))— fa(z)

une fonction continue. Si
— f) admet une intégrale pour tout A € A,
— Dy fa(z) est continu sur I x A,
— Pour tout compact K C A, il existe une fonction intégrable g sur I telle que

|Dafa(z)] < gk (),

pour tout x € I, alors X — [} fa(x)dx est continiment dérivable et l'on a

D/]fx(iﬂ)dlf:/IDAfA(ﬂ?)d%

Démonstration. L’idée est d’appliquer le résultat précédent sur [a,b] C I, puis de passer
a la limite. Pour pouvoir intervertir limite et dérivée, il nous faudra recourir a la notion
de convergence uniforme. Supposons avoir I =|a, 3] et soit K un compact de A. Si [a, b]
est un intervalle de |a, B[, pour tout A € K, on a

b B
/ Dafa(@)lde < / g da,

ce qui montre que D) f) est intégrable sur |a, 3]
Soit (a;); et (bj); deux suites de Joy, B[ qui convergent vers « et [ respectivement et
posons

bj
gj()\) = / f)\ dx.
a;
Puisque f) admet une intégrale, g; converge en un point \ vers [ 7 [rdx. La suite
b
Dy = [ Dafi(a)da
aj
converge uniformément sur tout compact K de A vers [; Dy fi(z)dz. Par la théorie de la

convergence uniforme, il en résulte que g; converge uniformément sur tout compact K (ce
que nous savions déja) vers [; fxdx et

D/IfA(UU)W:/ID,\f,\(UC) dz,

ce qui suffit. O
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Exercice 1.4.3 Etablir que si a et b sont deux nombres strictement positifs, on a

+o0 ,—ax __ ,—bx
/ S In(b/a).
0

T

Suggestion. Soit b > 0, I =|0,4o0[, A =]0, 4+o00[ et posons

cette expression définit une fonction sur I x A. De plus, f.(z) est de classe C* pour tout
x > 0 et f, est intégrable sur I pour tout a > 0. Enfin, pour tout compact K de A,
ag = inf K est tel que

[Dafa(z)| = ™% < e77,

pour tout a € K, ol le membre de droite de 'inégalité est intégrable sur I. Des lors, pour
tout b > 0, I'intégrale proposée est de classe C' sur A et on a

+oo —ax —bx +o00
e —e _ 1
D, ——dx = — e “dr = ——.
0 Z 0 a

On en déduit I'existence d’une constante réelle C' dépendante de b telle que

+oo ,—ax _ ,—bx
/' e e~ C(b) — n(a).
0 X

Un argument symétrique permet d’affirmer 1’existence d’une constante C’ telle que

+oo ,—ax _ ,—bx
/‘ e e = C'(a) + In(b),
0 X

d’ou le résultat annoncé, puisqu’en a = b, 'intégrale doit étre nulle.

Présentons l'intégrale de Poisson.

Théoreme 1.4.4 Pour tout a >0, on a

/+OO e dp = 1 T
0 2 a‘

Démonstration. Pour A\g > 0, posons I = [0,1], A = [—Xg, Ao| et soit fy(z) la fonction
définie sur I x A par
B exp(—A2(1 + 2?))

f)\(l‘) 1+ 22

Pour tout x € I, f.(x) est de classe C! sur A et fy est intégrable sur I. De plus, on a

IDafa(z)| = | — 2Xexp(=A2(1 + 22))| < 2.

Il s’ensuit que fol fa(z)dx est de classe C1 sur A et que I'on a

1 7)\2 1 2 1 A ,
0 0 0

1+ 22
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ou l'on a effectué le changement de variable 2/(z) = Az. Considérons maintenant la
fonction

o) = ([ ey

, . . _ 2
définie sur R. La fonction z — e™*

on a

étant de classe C! sur R, il en va de méme pour g et

A
Dyg(\) = 26_’\2/ e " da.
0

Par le théoreme de 'ouvert connexe, on a ainsi obtenu

1 o 21 2 A
/ exp(=AT( ;x))d:c+(/ e dz)? = C,
0 1+ 0

pour une constante C'. En A = 0, cette relation donne

1
dx T
o= _c
/0 1+22 070

Qui plus est, on a

1 2 2 1
0 0

A—+oo 1+ 22 A——+o00 1+ 2
. )2 T
= lim e = =0.
A——+oo 4

Puisqu’on a

A 1 exXpl— X
/ e dr = \/g(\) = \/Z _/ p(—A2(1 + 2))d$7
0 0

1+ a2
il vient
/+00 e dr = lim " e " dy = ﬁ
0 A—+00 Jg 2
Le changement de variable 2/(x) = y/ax permet de conclure. O

Exercice 1.4.5 Connaissant l'intégrale de Poisson, établir que pour tous nombres réels
a et baveca>0,ona

Suggestion. Soit a > 0, posons I =0, +oo[, A = R et définissons la fonction (x,b) — fp(x)
sur I X A en posant

folx) = e’ cos(bx).
Il est évident que fi(z) est de classe C* sur R pour tout > 0 et que f, est intégrable
sur I pour tout b. Qui plus est, on a

Dy fy ()] < e,
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ou le majorant est intégrable sur I. Dés lors, 'intégrale proposée est de classe C! sur R
et on a

+o0 5 +o0 9
Db/ e %" cos(bx)dx = —/ xe " sin(bx)dz.
0 0

On peut évaluer cette dérivée en recourant a une intégration par partie. En effet, il vient
directement

oo 2 1 oo 2
—/ xe " gin(br)de = — sin(bx)Dye”** dx
0 2a Jo
1 b [F
= 5 [sin(b:v)e_‘mg]aroo 5 e cos(bzx)dx.
a a Jo

Des lors, pour a > 0 fixé, la fonction

+o0 9
u(b) = / e cos(bx)dx
0
est de classe C! sur R et vérifie ’équation différentielle & second membre linéaire

2aDpu 4 bu =0

2
sur R. Il existe donc une constante C' dépendant de a telle que u(b) = C(a)ef%a. La
fonction C se détermine aisément si 'on remarque qu’en b = 0, l'intégrale proposée est
celle de Poisson.

1.4.2 Passage de la limite sous le signe d’intégration

Le théoreme suivant est en général appelé le théoreme de la convergence dominée du
pauvre. Il est en fait rendu obsoléte par la théorie de I'intégration de Lebesgue.

Théoreme 1.4.6 Soit (f;); une suite de fonctions continues et intégrables sur un inter-
valle I de R telle que
— la suite converge uniformément vers une limite f pour tout intervalle compact de I,
— il existe une fonction g intégrable sur I telle que |f;| < g pour tout j € N,.
Alors, la fonction [ est intégrable sur I et l'on a

/Ifdazzlijm/lfjdx.

Plus précisément, la suite ([, |f — fj|dx); converge vers 0.

Démonstration. La fonction f est bien str continue. Puisqu’elle est majorée en valeur
absolue par g, elle est aussi intégrable. Si I =]«, [, pour tout intervalle [a,b] C|a, 8], on

a Aﬂf—ﬁwx—lﬂf—ﬁwx<%LiMx—£Z¢w

Pour £ > 0, soit a, b deux éléments de |a, 8] tels que le membre de droite de I'inégalité
soit majoré par €/2. D’autre par, on a

b
/‘f—ﬁwm<uf—ﬁmww—a»
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Pour j assez grand, le membre de droite est également majoré par €/2. Au total, il vient

I/jfdx—/jfjdfﬂl</j|f—fj|dﬂf</ab!f—fj\d$+€/2<6,

pour j suffisament grand. O

Exercice 1.4.7 Etablir que,pour tout nombre réel a et tout nombre réel non nul b, on a

o0 In(a? + 2?)
T e =T b
| s = gl + b,

Suggestion. On peut bien sir supposer avoir a > 0 et b > 0 Qui plus est, cette intégrale a
déja été calculée dans le cas a = 0 (¢f. exercice 1.3.24). Soit b > 0, I =]0, +oo[, A =)0, 4o00[
et définissons

In(a? + 22)

e

Pour tout > 0, f.(x) est de classe C* sur A et f, est intégrable sur I pour tout a > 0.
Si K est un compact de A, il existe un intervalle [ag, ay] de A contenant K, donc tel que

f():IxA—>R (z,a0)— folz)=

2q,
(a2 + 22)(22 + b2)’

[ Dafa(2)] <

ol le majorant est intégrable sur 1. On en conclut que l'intégrale proposée est de classe

C! sur A et que
D/Jroolna —l—ﬂz)_2a/+°° dx
z2 + b2 o (24 a?) (22 +b?)

Pour a différent de b, il vient

D/Jroolna —l—ac)dx_ 2a /+°° 11 dp— T
22 + b2 T b2—a? )y 22+4a? 224027 bla+b)

Par continuité, on a donc obtenu
D/+°°1na +x)da:: T 7
z? + b? b(a+b)
pour tout a € A, ce qui permet d’affirmer ’existence d’une constante C' dépendant de b
telle que
o0 In(a? + 2?) T
Pour déterminer la constante C, il suffit de considérer la suite (f;/;); de fonctions in-

tégrables sur I. Cette suite est décroissante et le théoreme de la convergence dominée
permet d’affirmer que l'on a

+o00 2
(7)o = T n(p),

|
lim bln(,—l—b)—l—C’(b)—/O 2D 2

Jj—00 7

ce qui implique C = 0.
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Exercice 1.4.8 Etablir que, pour tout nombre a strictement positif et tout nombre positif
b, on a
teo b 1
/ exp(—(az® + = ))dz = = T e=2vab,
0

2 2V a

Suggestion. Puisque, lorsque b est nul, il s’agit de 'intégrale de Poisson, on peut supposer
avoir b > 0. Soit a > 0, I =0, +oo[, A =|0, +oo] et définissons la fonction

FO):IxA—=R (z,b)— fio(z) = exp(—(az? + %))

Pour tout z > 0, f.(z) est de classe C™ sur A et f} est intégrable sur I pour tout b > 0.

Pour tout compact K de A, il existe un intervalle [by, by] de A contenant K et il vient

alors

e~ (ax?® + boz™2)
22

[ Dy fo()] <

ol le majorant est intégrable sur I. Des lors, I'intégrale proposée est de classe C sur A
et

)

+oo b +o00 6—(ax2+bx*2)
Db/ exp(—(az? + —))dx = —/ ———dx.
0 x 0

2

Le changement de variable a/(x) = y/b/a/x permet quant & lui d’écrire

+oo ,—(ax?+bx~2) +o00
— eid.’ﬂ = — g 6_(ax/2+bx/_2)d$,.
0 z? b Jo

1l s’ensuit que pour a > 0 fixé,

“+o0o
U(b) :/ 6—(a1'2+b:v—2)dx
0

est de classe C! sur A et vérifie 'équation différentielle & second membre linéaire

sur A. Il existe donc une constante C' dépendant de a telle que
+00
/ e~ (az® bz gy C(a)e‘Qm.
0

Pour déterminer la constante C, considérons la suite de fonctions (f;/;);. Chaque élément
est majoré par fy, qui est inégrable sur I. Par le théoréme de la convergence dominée, il

vient N
. oo 1
lim C(a)e?VI = / e 4y = \/?»
j—>00 0 2 a

Les théoremes issus de la théorie de l'intégration de Lebesgue sont nettement plus
forts. Enongons—les a titre de comparaison. Pour une premiere lecture, le lecteur pourra
faire abstraction de la locution « presque partout ». Il en va de méme pour la notion de
mesurabilité ; contentons-nous de signaler que toute fonction continue est mesurable et
que la construction de fonctions non-mesurables nécessite ’axiome du choix. Le théoreme
de la convergence dominée, du a Lebesgue, s’énonce comme suit :

ce qui suffit.
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Théoréme 1.4.9 Si(f;); est une suite de fonctions mesurables sur I qui converge presque
partout vers f et s’il existe une fonction g intégrable sur I telle que |f;| < g presque par-
tout pour tout j € Ny, alors f est intégrable et la suite fI |f — fjldx tend vers 0. En

particulier, on a
lim/fjdac:/fd:r.
i Jr I

Le théoreme de la convergence monotone est quant a lui di a Levi.

Théoreme 1.4.10 Si la suite (f;); de fonctions réelles presque partout et intégrables
sur I est croissante (i.e. telle que f; < fj11) presque partout et si la suite ([; f dx); est
magjorée, alors la suite (fj); converge presque partout vers une fonction f intégrable sur
I et la suite ([, |f — fjldx); converge vers 0. En particulier, on a

lijrrl/lfjdx:/lfdw.

Il existe bien entendu un énoncé similaire si la suite est décoissante avec la suite des
intégrales minorée.

1.4.3 L’intégrale de Dirichlet

Comme application, considérons I'intégrale de Dirichlet, |, 7 sin(x)/a dx. La fonction

0

sinc: R, = R sin(@)

peut étre prolongée sur R en posant sinc(0) = 1, puisque les limites a gauche et & droite
sont toutes deux égales a 1 (la fonction est d’ailleurs paire). Cette fonction, appelée sinus
cardinal, occupe une place centrale en théorie de I’analyse du signal. Ce qui précede montre
que la fonction sinc est intégrable sur tout intervalle compact de R. Montrons qu’elle n’est
cependant pas intégrable sur ]0, 4+o0o[. Pour tout j € N, on a les relations suivantes,

(G+D)m | o | ;
o / [sinz)] , / [sin(t + jm)] ,
J 0

T t+gm
1 i 2
/ Sindl‘:‘i.
(+m Jo (J+m

Fort de cette inégalité, on peut écrire

=

n

T | sin(z)| — 2 N1
e =y >y
[ RO SR O

j=0 j=1

pour tout n € N,, ce qui prouve que la fonction sinc n’est pas intégrable, la série harmo-
nique nétant pas convergente. Soit maintenant b un nombre réel positif; en intégrant par
parties, on obtient

b sin(x — cos(x 1 — cos(z — cos b1 — cos(z
/O()dx:{l ()]b+/0 ! ()dmzl (b)+/0 1 = cos(x) ()daj

x x 0 2




1.4. INTEGRALES ET LIMITES 37

Son numérateur étant borné, le premier terme du membre de droite tend vers zéro lorsque
b tend vers +00. De plus, I'intégrand du second terme est intégrable en +oo car on a

|1 — cos(x)| o 2

< =.
22 22

I1 en résulte que 'intégrale de la fonction sinc existe sur |0, +o00[ et que 1'on a

—+00 o too 1 _ 100 9 gi 2 9 +0c0 3 2
/ sin(x) dx :/ cc;s(:n)d$ :/ sin gx/ )d:c :/ (sm(t)) it
0 T 0 T 0 T 0 t

Une autre méthode pour obtenir I'existence de l'intégrale consiste a remarquer, comme
I’a fait Dirichlet, que 'on a

/Omr Sinagx) de — Z(_l)jl'j»

ol (z;); est une suite décroissant vers 0.

Pour calculer la valeur de cette intégrale, il nous faut procéder de maniere plus fine. La
technique que nous allons exposer peut sembler un peu grossiére ; on peut plus subtilement
utiliser la transformée de Fourier ou I'intégration complexe. Cependant, ces outils ne sont
pas encore a notre disposition. Posons

sin(x
f)\(l’) —_ efo ( )7
x
pour A > 0. On vérifie de suite que pour tout A > 0, cette fonction est intégrable en 4o0.
On constate tout aussi aisément que les autres hypothese du théoreme de dérivation des
intégrales paramétriques sont vérifiées. On a donc

+00 +0o0 too ,
D/ sin( )dzv _ * sin(z)da = _%/ (AT
0 0
1
g 2% (—>\+’L)J} +oo — &
J[z Y Jom =973
o At -1

/\2+1 EPVES R

De la, on obtient

+o0 3
/ e N sin(z) dx = —arctg(\) + C,
0

T

pour une constante C' € R. Considérons donc la fonction

Feo sin(x
g(A) :/0 e_’\xgd:v.

x

définie pour tout A > 0. Nous savons que cette fonction est égale a —arctg, a une constante
additive pres. Déterminons cette constante. On constate que les hypotheses du théoreme
de la convergence dominée s’appliquent aux fonctions f;(z) = e~ sin(z)/x, ott (\;); est
une suite positive quelconque qui converge vers +oc. En particulier || fj||(4, converge vers
0 pour tout [a,b] C]0,+o0[. On a donc
lim g(A) =0= lim —arctg(\) + C,
A—00

A——+o00
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ce qui implique

400 H
g(\) = / e N sin(z) de = T — arctg(A).
0 €T 2

Nous ne pouvons pas encore en déduire que U'intégrale de Dirichlet vaut 7/2, puisque g(0)
est une intégrale impropre, i.e. ce que nous avons obtenu jusqu’a présent n’a de sens que
pour A > 0. Il nous faut donc montrer que g peut étre continiment prolongé a ’origine.

Posons Ly
G - [

et considérons l'intégrale impropre

/%Oo fx—fodz = /%Oo M(e‘“ —1)dz = /%OO —DG(z)(e ™ — 1)dz
0 0 0

x

—+00
= —[G(z)(e ™ = 1)]F> — ) e Mdz.
= G - [ Glane

Puisque l'intégrale de Dirichlet existe, lim,_, o G(2) = 0 et on obtient

—+00 —+00 —+00 ¢
/ fr— fodr = —/ G(x)Ae dx = —/ G(~)e tdt.
0 0 0 A

Considérons la fonction

G(X)e™ siA#0

h():Rf xR" =R (x,A)HhA(x):{O §i\ =0

Elle est continue sur son domaine, la continuité en (z,0) découlant de lim,_,4~ G(x) = 0.
Pour tout A, elle est aussi intégrable sur ]0, +oo[. Le théoreme de la convergence dominée
permet une fois de plus d’écrire

—+00 o3 +00 +o0
lim |g()\)—/ S 1ol = Jim / hy dz| = |/ lim hydz| = 0.
0 X 2—=0t " Jo 0 A—0t

A—0t

Au final, on a obtenu

v |

x A—=0t

—+00 o3
/ Sm(x)da; = lim g(\) = il
0



Chapitre 2

Intégration sur une partie de
I’espace euclidien

2.1 Intégrales multiples

Nous allons ici développer la théorie de l'intégration de Darboux pour les intervalle
compacts de Iespace euclidien. Cela peut sembler restrictif; c’est d’ailleurs la principale
raison qui a pousser Lebesgue a développer sa théorie de I'intégration. Nous nous limite-
rons en outre aux fonctions continues.

2.1.1 Intégration sur un ensemble compact

Soient I et I’ deux intervalles compacts de R et f une fonction continue sur I x I’. On
peut considérer I'intégrale superposée

///If(x,y)da:dy = /I’(/I f(x,y)dz)dy.

La premiere étape consiste a remarquer que I’on peut effectuer les opérations dans I’ordre
inverse.

Théoréme 2.1.1 Soient I et I' deux intervalles compacts de R et f une fonction continue

surI xI'. On a
///If(x’y)dxdy—/l/p fz,y)dydz.

Démonstration. Soit € > 0; il existe § > 0 tel que si (z,y) et (2',4’) sont deux points de
I x I qui vérifient |(z,y) — (z/,y")| <, on a |f(x,y) — f(2',9')| < e(2|I| |I'|)~ . Soit alors
(I;){ et (I ]/)1‘] " des partitions de I et I’ respectivement telles que le diametre de I; x I 7

39
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soit inférieur & ¢ pour tous indices j et j'. Avec les notations usuelles, on a

[ [ 1oty 3 / ,_/ /Ij 165 €)dady

j=1j'=1

J g J g
— |ZZ/ /f(:c,y)dxdy—ZZ/ /f(Ej,f})d:cdm

J=1j'=1 IJ/" I j=1j'=1 I]’,, I;

J
< ZZ// / 1 (2,y) — F(&. €| dady

Jj=14'=1""4 I;

g

ST rdxdy = €/2.

< 2|[||I'|/I,/IXIXI ray E/

Ainsi, 'intégrale superposée [ It f ; [ dxdy peut étre assimilée, a une erreur /2 pres, a la
somme de Riemann

J g o
YD BN NN IFCRATEIED 9 SR AIAL ]

j=1j/=1 j=1j'=1

Evidemment, il en va de méme pour l'intégrale |, 7 /, 1 fdxdy, ce qui donne

[ [ eizay = [ [ gy

J J
< |, [ rendear =33 16110

Jj=1j'=1
J J
HY S f& LI - [ [ s v
— — 1Jr
Jj=1j4'=1
< €.
La conclusion s’ensuit aussitot. O

On peut deés lors introduire la notation
fdxdy = / f dady.
IxI 1Jr

On parle d’intégrale double sur l'intervalle compact I x I’. On introduit de la méme
maniere les intégrales multiples; par exemple, pour les intégrales triples, on pose

/ fdxdydz:/// fdxdydz,
IXI/XI” I I 1"

ou simplement f IxI' I fdx.
On peut alors définir I'intégrale d’une fonction sur un ensemble compact.

Définition 2.1.2 Une fonction f continue sur un compact K de R est intégrable sur cet

ensemble si la fonction fy g est intégrable sur I, ou I est un intervalle compact contenant
K.
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/de:r:/]fXde.

Sans autre moyen a notre disposition, il peut étre tres malaisé de calculer I'intégrale d’une
fonction sur un compact.

On écrit alors

2.1.2 Théoreme d’intervertion des dérivées
Le théoreme fondamental permet d’obtenir le théoreme d’intervertion des dérivées.

Théoreme 2.1.3 Soit I et J deuz intervalles de R ; si f est de classe C? sur I x J, alors
D1Dsof = DaDy f.

Démonstration. Puisqu’il s’agit de considérations locales, on peut supposer avoir affaire a
des intervalles compacts : I = [a,b], J = [c,d]. Le théoréeme fondamental permet d’écrire

/u/ngle(:r,y)dydm = /ule(:c,v)—le(:L‘,c)dx
= f(uav)_f(aav)_f(uac)+f(avc)'

De la méme maniere, on trouve

[ [ pivss@aasae = [ [" 0iDapieydady
= f(u,v) - f(u,c) - f(a,v) +f(a,c).

De la, la fonction
g=DsD1f —D1Dsf

u v
/ / g(z,y)dydx = 0.

En dérivant par rapport a w, puis par rapport a v, on obtient g = 0. U

sur [a,b] X [c,d] est telle que

2.1.3 Dérivation des intégrales paramétriques : cas ou ’ensemble d’in-
tégration varie

Théoreme 2.1.4 Soit I, A deux intervalles de R et
FO i IXASC (2,0) > fa2)

une fonction continue telle que Dy f\(x) soit continu. Si a et b sont deuz fonctions déri-
vables de I dans A, alors la fonction

b(A)
A= / fa(z)dz
a(N)

est dérivable et on a

b(\) b(A)
D / Fr(@)dz = f(b(N)Db(Y) — fr(a(N) Da(A) + / Difa(2)dz.
a(N) a(X)
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Démonstration. Quitte a considérer la différence, on peut considérer avoir affaire a une
fonction constante pour a. Soit

F:IxA—R (t,A)%F(t,A):/th(a:)dx.

Puisque f est une fonction continue, F(-, \) est une fonction de classe C* telle que
DtF(a)\) — f)n

pour tout A € A. Le théoréeme de dérivation des intégrales paramétriques permet quant &
lui d’affirmer que l'on a

t
D,\F(ta/\)—/ Dy fa(z)de.

Montrons que F est de classe C! sur I x A. Soient (¢, \) un point de I x A et (hy,hs)
un point du plan tel que (t + hi, A + hg) soit encore un point de I x A. Il vient

t+h1 t
DAF(t+ A +he) = DAF(Y) = [ D@~ [ Das(w)ds

t
= Dty (x) = Dafa(z)dx

t+hq
+/ Dy fathy (x)da:
t

La premiere intégrale de la derniére somme tend vers zéro avec ho, grace a la continuité
uniforme de D) f dans [a,t] x K, ou K est un ensemble compact de A contenant \. La
seconde tend vers zéro avec hp, 'intégrand étant borné au voisinage de (¢, A). La fonction
D:F(-,)\) étant aussi continue, F' est une fonction de classe C! sur I x A. La formule de
dérivation des fonctions composées donne alors

b(\)
D [ fa(w)dz = DAF((), ) + DiF (X)) DAb(N)
ce qui permet de conclure. O

Exercice 2.1.5 Calculer

! n(1
/ n( +tx)dx,
0 1+$2

pour tout ¢ > 0.
Suggestion. Pour t > 0, on vérifie directement que l'intégrale

“In(1
f(t,u):/o md:ﬂ

a un sens pour tout u > 0. Soit U =0, +oo[? et vérifions que f est de classe C' sur U.
Pour tout ¢ > 0, la fonction
In(1 + tx)
1+ a2



2.2, INTEGRATION SUR UN ENSEMBLE QUELCONQUE 43

est continue sur [0, +00[. Des lors, f est dérivable par rapport & u sur |0, +oo[ et on a

In(1 + tu)
D, f(t,u) = Traz

)

pour t > 0. Maintenant, pour v > 0, le théoreme de dérivation des intégrales paramé-
triques permet d’affirmer que l'on a

T

th(t,u):/o (1+x2)(1+taz)d$'

Il reste a constater que D, f et D;f sont continus sur U. Pour D, f, c’est immédiat ; en
ce qui concerne Dy f, cela découle du théoreme de la convergence dominée. On peut des
lors écrire

(1 + tx)
D ————dx = D.f(t,t
t/o Ty W 1 f(t,1)

In(1 + t2)

t
dz.
1+ 12 +/0 A+ 221 +tx) "

Or, on a

/t T J /t t 1 N 1 z+t
r = Xz
o (I1+22)(1+4tx) o 1+t?21+tx 1421422

_ In(1 + tz)]4 + %[arctg(w)]é

1+1¢2 14+t
1

71 1 2\1t

—In(1 + ) t

= tg(t
21 1 ) + e g(t),

ce qui permet d’écrire

t 2
Dt/ ln(l—l—tx)d In(1+t7)
0

1+22 7 21+ )

+

e arctg(t).

Par conséquent, il vient

“In(1 + tz) In(1+ t2) 1 )

1
~ 5 arctg(t) In(1 4 2).

Par le théoreme de la convergence dominée ou monotone, l'intégrale considérée tend vers
0 lorsque t tend vers 0. On en conclut que I'on a

Fln(1 + tx) 1 9

2.2 Intégration sur un ensemble quelconque

Pour aborder un cadre plus général, il nous faut quitter la théorie de l'intégration de
Darboux. Nous le ferons par 'intermédiaire de résultats admis.
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2.2.1 Définition, théoremes de Fubini et Tonelli

Nous n’allons pas nous attarder sur la définition rigoureuse d’une intégrale sur un
ensemble quelconque, puisque ces notions seront généralisées par l'intégrale de Lebesgue.
Nous dirons qu'une fonction f continue sur un ensemble E est intégrable sur F si

sup / |f| dz
KcCcEJK

est fini, le supremum étant pris sur tous les compacts K inclus dans E. Cette définition
mene a la notion d’intégrale pour une fonction positive : la quantité qui précede est
Iintégrale de f, pour autant que f soit positif. On recourt a la décomposition canonique
pour l'intégrale d’une fonction en toute généralité; on a donc

/Efd:v:/E(éﬁf)+d:c—/E(S%f)_dx—iri/E(%f)*dx—z‘/E(%f)_dx.

L’intégrale de f sur E se note bien entendu [ g [ dz. On vérifie que cette définition préserve
le caractere linéaire de l'intégrale.

Soit d un nombre entier strictement supérieur & 1, d’ un nombre entier non nul stricte-
ment inférieur & d et d’ = d — d’. Si 7 est une permutation de {1,...,d}, on pose, pour

tout = € RY,

' = (Tr(1ys - Tr(@)) e 2 = (Tr(@gr)s s Tr(a))-

De cette maniere, on peut écrire = (2, 2”) et si f est une fonction définie en z, on pose
f(z',2") = f(x). Si E est une partie de R% et 2’ un point de R? | considérons la projection

Ey ={2" eR" : (2/,2") € E}.
De méme, si 2 est un point de R%, on pose
E* = {2 eR? : (¢, ") € E}.
1l s’agit de parties de R?" et de R? respectivement. Enfin, il est naturel d’écrire
Epe ={2" € RY ¢ il existe #' € R? tel que («/,2") € E}

et
d// . .
ER" = {2/ e R? : il existe 2" € R tel que (2/,2") € E}.
Si f est une fonction définie sur E, pour x” fixé, on peut ainsi considérer la fonction

/

f,a") EY - C o — f(2,2").
De méme, pour z’ fixé, la fonction

f(‘rlv ) tEy —C " f(.’E/,.'Ij”)

est bien définie. On peut alors énoncer le théoreme de Fubini, relatif a la théorie de
Iintégration de Lebesgue.
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Théoréme 2.2.1 Si f est une fonction intégrable sur E, alors pour presque tout z”
appartenant & Egy, o' — f(a',2") est intégrable sur E* 2" s Jgor f(a! 2" )da! est
intégrable sur Epq et

[ram [ [ s -

L’égalité (2.1) est appelé réduction de lintégrale [, f da. Bien siir, ce résultat est toujours

valide si on remplace Eyps et E" par ERY ot FE,r respectivement.
Il n’en reste pas moins que nous n’avons toujours pas de critere d’intégration dans le
cadre général. Le résultat suivant, attribué a Tonelli, régle partiellement la question.

Théoréme 2.2.2 Si f est une fonction mesurable sur une partie E de R? telle que
|f(-,2")| est intégrable sur E¥" pour presque tout =" € Ega et si

- |f(2!, 2")|dz’
EI/,

est intégrable sur Egpq, alors f est intégrable sur E.

Remarquons que les hypotheses de ce résultat, issu de la théorie de 'intégration de Le-
besgue, porte sur |f| et non sur f.

Corollaire 2.2.3 Si g est une fonction intégrable sur A et h une fonction intégrable sur
B, alors la fonction f définie par

f:AxB—=C (x,y)— g(x)h(y)

est intégrable sur A x B.

2.2.2 Mesure d’un ensemble

Définition 2.2.4 Un ensemble E de R? est intégrable si la fonction xg est intégrable sur
I’espace tout entier. Dans ce cas, sa mesure est la quantité

’E|:/ XEdZL’.
R4

Définition 2.2.5 Un ensemble est négligeable s’il est mesurable et de mesure nulle.

On utilise la locution « presque partout » pour signifier « & ’exception d’un ensemble
négligeable ».
A titre d’exemple, calculons par réduction la mesure du disque

B={(z,y): 2* +y* < R*},

avec R > 0. L’ensemble étant compact, 'intégrabilité ne pose pas de probleme. Bien
entendu, on a Bg = [— R, R| et pour tout y € [—R, R],

B = VR =P =
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On obtient des lors
w/2

R v/ R%2—y? R
|IB| = / / dxdy = 2/ VR?—y?dy = 2/ R? cos®(t)dt
—-RJ-\/RP—yp? -R

—7/2

sin?(2t) /2 9
5 ]77r/2 =R,

grace au changement de variable z = Rsin(t). Le cas de la boule de R3 se traite de méme.

Exemple 2.2.6 Soit B = {(z,v,2) : 22+ 9%+ 2% < R?}, avec R > 0. On a Bp2 = [~ R, R]
et pour tout z € [-R, R, B* = {(x,y) : 22 +3? < R?— 22}. Cet ensemble étant un disque

de rayon vR2 — 22, il vient
R R 4
|B| = / (/ dzdy)dz = / m(R? — 2*)dz = —TR®.
—R z

R 3

= Rt+

Soit z un point de R%. Pour tout € > 0, X{z} €st majoré par xi., ou I. est un intervalle
de coté /e contenant x. Des lors, L’intégrale de X{z} est majorée par ¢, ce qui implique
|{z}| = 0 pour tout point, i.e. un point de R? est négligeable.

Exemple 2.2.7 Soit I’hyperplan
H = {:E: (xlv"'amd) IZL‘dZO},

avec d > 1 et considérons les d — 1 premieres composantes. On a Hga-1 = {0} (et
HY = R¥1), ce qui implique
[H| = 0. (2.2)

Exercice 2.2.8 Etablir que l'intégrale

/ e_y(1+z2)dmdy
]0,4+00[?
a un sens et obtenir sa valeur.

Suggestion. L’intégrand est continu et positif sur E =]0, +o00[2. Qui plus est, on a ER =
10, +o0o] et E, =]0, +oo[, pour tout x € EX. De la, pour un tel z, la fonction

Y — e—y(1+z2)

est intégrable sur ]0, +00], car elle est continue, positive sur cet intervalle et une de ses
primitives, a savoir
efy(1+w2)

14242
admet des limites finies au bord de 'intervalle. Qui plus est, on a

e y(1+z?) 1
- dy = .
/0 ¢ Y=7 + 22

On vérifie directement que le membre de droite est intégrable sur |0, +oo[ et que l'on a

/+oo dx _z
o 1422 27

Les théoremes de Tonelli et Fubini impliquent alors que I'intégrale de départ a un sens et
est égale a /2.

I
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2.2.3 Permutation de ’ordre d’intégration

En pratique, on est parfois amené a calculer une intégrale sous forme réduite pour
laquelle on ne peut appliquer les méthodes de calcul acquises ici. Dans ce cas, une permu-
tation de l'ordre d’intégration peut s’avérer une stratégie payante; il s’agit simplement
de considérer I'intégrale sous une autre forme réduite.

Exercice 2.2.9 Etablir que, pour tout z > 0, la fonction e~ Y /y est intégrable sur |z, +-00[

et que la fonction
+oo -y
x »—>/ —dy
x Yy

est intégrable sur |0, +oo[. Enfin, obtenir la valeur de

400 +oo -
/ / —dyda:
Suggestion. Le fonction e~ /y est continue sur |0, +oo[ et vérifie
lim y?— =0,
Y—r—+00 Yy

ce qui implique son intégrabilité sur |z, +oo[, pour tout = > 0. Pour obtenir 'intégrabilité
de f;oo e Yy~ ldy, on peut appliquer les critéres usuels, mais la méthode qui suit permet
d’écourter les calculs. Soit £ = {(z,y) : 0 < x < y}. Pour tout y > 0, e”¥/y est intégrable
par rapport a x sur |0,y] (il s’agit d’une fonction étagée) et

Y~y
e
/ —dx =eY.

On vérifie alors directement que la fonction e™¥ est intégrable par rapport & y sur |0, +00].
Par le théoreme de Tonelli, e7Y/y est intégrable sur E. Par le théoréeme de Fubini, on
obtient alors l'intégrabilité de e~ /y sur |z, +00[ pour presque tout = > 0 (ce que nous
savions déja), I'intégrabilité de f;oo e Yy~ tdy sur |0, +oo et

00 ptoo ,— +oo +oo
/ / —dyda: = / / —dxdy = / e Ydy = 1.
0

Exercice 2.2.10 Soit R > 0; permuter 'ordre d’intégration dans

2R rV2Rz
/ / (z,y)dydz.
V2Rx—x? 12

Suggestion. Remarquons qu’il s’agit 1a de la réduction de || g fdxdy, ou la projection de
E sur 'axe des x est ]0,2R][ et ol, pour tout & appartenant a cet intervalle, la section de
E en x vaut |v2Rx — 22,+/2Rx]. Or,

{(z,V2Rx — 2?) : z €]0,2R][}

est une partie de la circonférence d’équation x> +y? — 2Rz = 0, c’est-a-dire la circonférence
de centre (R,0) et de rayon R. De méme,

{(z,V2Rx) : x €]0,2R[}
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est une partie de la parabole 2Rz = y2. De 1a Eg =0, 2R] et

~VR2—2[UJR+VR?—42,2R[ si0<y<R
2

]Qy—R 2R| siR<y<2R

Une autre maniere de procéder consiste a écrire

Eg = U [V2Rx — 22, V2Rx],

0<z<2R

EY =

pour pouvoir obtenir, grace & une étude des fonctions v2Rx — 22 et v/2Rx, Er =|0,2R].
Pour déterminer EY, soit y €]0,2R] et considérons le systeme d’équations

V2Rx — 2?2 <y < V2Rzx

par rapport a x. Vu la regle régissant le signe d’un trinome du second degré, 1'inégalité
2?2 — 2Rx + y? > 0 est vérifiée pour tout z lorsque R < y < 2R et pour x appartenant a

— VR =y [U]R+ VR? = y? 400,

lorsque 0 < y < R. Pour y €]0, R[, il faut donc résoudre le systeme d’inéquations

{O<x<2R

0<z<2R

a:<R VR2—y2ouxr >R+ /R?—1y?
v

2R<{L‘

ce qui donne
2
EY :];LR,R — VR = ?[U|R+ R? —2,2R].
Pour y €]R,2R], c’est le systeme

O0<x<?2R

2
y )
2R<$

qu’il faut considérer pour obtenir

y2
EY =] 2
I5p 28l

Au total, on obtient

2R 2Rw R [R—/R2—y?
/ / f(z,y)dydx = / / f(z,y)dzdy
V2Rz—x2 0 2/2R
/ / (x,y)dzdy
2R
/ / f(z,y)dzdy.
y?/(2R)
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Remarquons que, dans le calcul de [ g fdrdy par réduction ou par permutation de
Iordre d’intégration, il est essentiel que la fonction f soit intégrable sur E. En particulier,
il n’est pas suffisant d’imposer l'intégrabilité de f sur EY pour presque tout y € Eps et
Iintégrabilité de [ gy fdx sur Epy (sauf bien siir si f est une fonction positive, auquel cas
f est intégrable sur E, par application du théoréme de Tonelli). Considérons par exemple

la fonction
22 —

Sur son domaine de définition, on a

o) =D =P

et f(-,y) est intégrable sur |0, 1] pour tout y €]0, 1[. On a donc

1 Tt —y - 41 -1
2 22d$:[2 2]0: 2
o (2 +y?) 2ty 1+y

Cette fonction est intégrable sur ]0, 1] et il vient

1
y _ dy _ m
// EETrl A A A |

De la méme maniere, on vérifie que f(a:, -) est intégrable sur ]0, 1] pour tout = €]0, 1], avec

/lff_ydy:[ v o 1
, @21 2)2 2420 T T2

Puisque cette fonction est intégrable sur |0, 1], on peut écrire

1
—y dx T
dd —_— = .
// (22 +y2)? yar = /0 1+22 4

Dans ce cas, on ne peut donc permuter les intégrales! La raison en est simple : f n’est

pas intégrable sur |0, 1[2. Montrons que l'intégrale f]o 12 | fldxdy n’a pas sens. Si ¢’était le

cas, l'intégrale pourrait étre réduite. Or, pour tout x €]0, 1[, on trouve aisément

1 z 1 .2 2
-y y —x
flz,y)|dy = /dy /dy
| 1 o @), Gr e
_ Yy x Yy 1
- [$2+y2}0_[x2+y2}x
_ 1
1+ 2

1
x
On peut conclure, cette fonction n’étant pas intégrable sur |0, 1.

2.3 Changement de variable

2.3.1 Théoréme du changement de variable

Le théoréeme du changement de variable est un résultat délicat de la théorie de I'inté-
gration de Lebesgue.
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Théoréme 2.3.1 Si x(z') est un CVR d’ordre p > 1 entre les ouverts U et U' de RY,
alors f est intégrable sur U si et seulement si

O(x)
fate) faom (523 |
est intégrable sur U’, auquel cas, on a

[ rao= [ stataiam (55 las

Remarquons directement que ce résultat implique celui obtenu dans le cas unidimension-
nel. Si on a Dz’ > 0, la fonction 2’ est strictement croissante et si I =]a, b[, il vient

b 2/~ 1(b) 2z'~1(b)
[rae=[ sy pd@lde= [ @) D@,

0 0

Si D2’ < 0, 2’ est strictement décroissant et on peut écrire, avec les mémes notations,

b z'~1(a) ' ~1(b)
/fwz/ mmmwamm=/ /(' (z)) Da'(x)d.

0 1 (a)

2.3.2 Exemples

Si A est une matrice réelle non-singuliere de type d x d et si a est un point de R?,
r = Az’ 4+ a est un CVR d’ordre infini entre R? et lui-méme. Une fonction f est donc
intégrable sur R? si et seulement si |[dtmA|f(A - 4+a) Iest, auquel cas, on a

/ fdas:dth|/ f(Az + a)dx.
Rd R

Il s’ensuit que si £ est une partie intégrable de R?, alors AE + a également et |AE +a| =
|dtmA||E|. En particulier,

— les translations préservent l'intégrabilité et la mesure d’un ensemble,

— les rotations préservent l'intégrabilité et la mesure d’un ensemble.

Proposition 2.3.2 Tout hyperplan de l’espace euclidien est négligeable.
Démonstration. Cela découle des considérations qui précedent et de 1'égalité (2.2). g
Exercice 2.3.3 Démontrer le résultat précédent par induction, en réduisant 'intégrale.

Envisageons le passage aux coordonnées polaires dans le plan. Il nous faut donc consi-

dérer le CVR
x = rcos(h)
y = rsin(0)

d’ordre infini entre

Ug, = R?\ {(rcos(p),rsin(fg)) : 7 = 0} et Ug, =10, +00[x]60, o + 27,
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fp étant un nombre quelconque. Le module du jacobien vaut

Oz, y)\| _
a(r,0)
Une demi-droite étant une partie négligeable de R?, Uy, est égal presque partout a R? et
le théoréme du changement de variable permet d’affirmer qu’une fonction (z,y) — f(z,y)

est intégrable sur R? si et seulement si (r,6) — rf(rcos(d),rsin(f)) est intégrable sur
Uéo, auquel cas, on a

cos(f) —rsin(0)
sin(d)  rcos(0)

=T

+oo  plo+2m
fdxdy = / / rf(rcos(8),rsin())dodr.
R2 0 (2

Exemple 2.3.4 Considérons le disque de rayon R > 0, B = {(z,y) : 2> + y*> < R?}. Cet
ensemble est égal presque partout a

{(z,y) : 2>+ y* < R%}\ {(,0) : 2 > 0}

et un passage en coordonnées polaires transforme cet ensemble en l'intervalle |0, R[]0, 27].

On a donc
R 21
|B| = / / rdfdr = 7 R?,
0 0

Exemple 2.3.5 Calculons la mesure de ellipse

comme attendu.

1,2 y2
Eup = {(z,vy) : v + o] < 1},

avec a, b > 0. Cet ensemble étant compact, il est intégrable. Avec le changment de variable

linéaire
z\ (a0 x!
y - 0 b yl )

By ={(a',y) 2" +y? <1},

I’ellipse devient

c’est-a-dire le disque centré a l'origine et de rayon unité. On a donc
|Eap| = / abdx'dy = wab.
B

Remarquons que ’on peut combiner le changement de variable linéaire et le passage aux
coordonnées polaires en considérant directement le CVR

[o= et

Exemple 2.3.6 Etant donné v>1,0<c¢ <c2et0<d) <d, calculer la mesure de
I’ensemble
A={(v,p):c1 <pv <y f <pv? <y}
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On vérifie d’abord que
pv =z
=y
est un CVR d’ordre infini entre |0, +00[x]0, +00| et lui-méme, qui s’inverse en

{ v =yl

p — m’Y/('Yfl)yfl/('yfl)

Ce CVR transforme A en [c1, c2] x [¢], c5]. De plus, on a
‘(3(1070))'_ [(3(%3/)” )
0(z,y) 00, 9) ) | o) w.)

ce qui permet d’écrire
dydm _a-a
A= [ / = /),

Une application directe du passage aux coordonnées polaires est le théoréme de Poisson.

1
(v—1y’

Théoreme 2.3.7 Pour tout A > 0, on a

+oo
—\z2 1 ™
doe = =/ ~.
/0 e i 5 b\

, . L . a2 . .
Démonstration. On vérifie trivialement que f(x) = e **" est une fonction continue, po-

sitive et intégrable sur |0, +oo[. Le théoreme de Tonelli permet alors d’affirmer que la
fonction

(z,y) — f(2)fy) = e~ M@ +y?)

est intégrable sur ]0, +-00[2. Un passage aux coordonnées polaires procure les inégalités

+o0 5 +oo \a? +o0o 5
(/ e M dr)? = / e " dac/ e M dy
0 0 0

= / e M@ 2+y2)dxdy
0+oo

—+o00
= / / =X 19dr

_ E[ _)\r] _
) oA 0 TN

d’ou la conclusion. O

Envisageons maintenant le passage aux coordonnées polaires dans ’espace euclidien a
trois dimensions. Il nous faut cette fois-ci considérer la CVR

x = rsin(0) cos(yp)
y = rsin(6) sin(p)
z =rcos(0)
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d’ordre infini entre
Up, = = R3\{(rcos(y),rsin(by),z) : 7 >0, z € R} et Uéo =10, +o0[x]0, [ x]bp, O + 27|,
0o étant un nombre quelconque. Le module du jacobien vaut

vy sin(@) cos(p) rcos(f)cos(p) —rsin(f)sin(p)
‘ (M) ’ = | sin(f)sin(p) rcos(f)sin(p)  sin(f)cos(p) | = rZsin(h).
(r.0,) cos(6) —rsin(0) 0

Un demi-plan étant une partie négligeable de R?, Uy, est égal presque partout & R? et
le théoreme du changement de variable permet d’affirmer qu’une fonction (z,y,z) —
f(x,y, z) est intégrable sur R si et seulement si

(7,0, 0) — r2sin(f) f(rsin() cos(p), rsin(8) sin(g),  cos(h))

est intégrable sur Uéo’ auquel cas, on a

f dxdydz

+o00 Oo+2m
/ //9 2 sin(0) f (r sin(6) cos(g), rsin(6) sin(), r cos(8))deddr.

Exemple 2.3.8 Considérons la mesure de la boule B de rayon R > 0,
Br ={(z,y,2) : z? —I—y2 +22< RQ}.
On constate que la boule B est égale presque partout a
{(z,y,2) 2?2+ 92 + 22 < R*}\ {(,0,2) : 2 > 0, z € R}.

Par un passage aux coordonnées polaires, cet ensemble se transforme en |0, R[]0, 7[x]0, 27].
La mesure de la boule vaut donc

R pm 27 4
|B| = / / / 2 sin(f)dpdfdr = —wR>.
o Jo Jo 3

Exemple 2.3.9 Etant donné trois nombres réels strictement positifs a, b et ¢, calculer la
mesure de Dellipsoide

.z Y z
Eope=1{(,y,2): StE+t5< 1}.
Le changement de variable linéaire
x a 0 0 '
Yy = 0O b 0 y/
z 0 0 ¢ 2

transforme E, ;. en la boule de rayon unité. Il s’ensuit que E, . est intégrable (ce que
I'on savait déja puisque Eqp . est compact) et que 'on a

4
|E. = —mabc.
"y 3




54 CHAPITRE 2. INTEGRATION SUR UNE PARTIE DE L’ESPACE EUCLIDIEN

Exemple 2.3.10 Etant donné deux nombres réels r et R tels que 0 < r < R, calculons
la mesure du tore

T ={(z,y,2) : d((z,y,2),C) <r},

ol
C={(z,y,2): 2> +y*=R? 2=0}.

Le changement de variable a opérer paraitra plus naturel si on se remémore le représenta-
tion géométrique suivante du tore : il s’agit de I’ensemble des points obtenu par la rotation
du disque

{(z,y,2) : (x — R)*+ 22 <r?, y =0}

autour de ’axe des coordonnées z.
11 suffit ensuite de vérifier que

x = (R+ pcos(d)) cos(y)
y = (R + pcos(0))sin(y)
z = psin(0)
est un CVR d’ordre infini entre un ensemble égal a T" presque partout et

{(p,0,0) :0<p<r,0<0<2m,0<p<2m}.

Le jacobien vaut

‘ <8(:c, ” z)> ‘ cos((g)) cos((@)) —p sin((g)) cos((cp)) —((}1; + pcos((z)))) Sin((go))
YU aRY = cos(0) sin —psin(f) sin + pcos cos
0.6, ) sin(0) ’ ’ pcos(h) : ’ 0 7
= | —p(R+ pcos(6))],

ce qui permet d’écrire

r o or2m p2w
IT| = / / / p(R+ pcos(0))dpdfdp = 27°r*R.
o Jo Jo



