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|. Espace R"

Définition

Etant donné n € N*, I'ensemble R” est défini comme suit :

Rn:{(X1?X27'-~7Xn): X1y---45Xn GR}

Si x = (x1,%2,...,Xp) est un point de R”, x; (j € {1,..., n}) est appelé
la j-éme composante de x et est noté [x];.

Points particuliers :
e 0=1(0,...,0),
e ¢=(0,...,0,1,0,...,0) (je{1,...,n}),
N
j
appelé j-eme point unité (il y en a donc n).
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On pose bien entendu R = R.

Bien sir, si x et y sont deux points de R”, on a x = y ssi [x]; = [y]; pour
tout j € {1,...,n}.

Donc e = e ssi j = k.

Si x € R" et r € R, le point rx est I'élément de R” tel que :

[x]; =r[x]; Vjie{l,...,n}.

Si x,y € R", le point x + y est |'élément de R" tel que :

x+yli=Ki+l]l; ¥ell...,n}

@‘ Les opérations précédentes définissent la combinaison linéaire sur
g n . m P— m .
R™ 2 D0y mexely = Dkl relxd;.
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tw‘ Il 'y a une analogie évidente entre R? et C, mais ces espaces sont
‘ différents.

Si x,y € R", le produit scalaire de x et y est le nombre réel

n
(ay) = Xy
j=1

Exemple : Pour x e R" et j € {1,...,n}, on a (x, &) = [x];.

n

et par conséquent x = Z(X, &j)e;.
j=1
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Définition

Etant donné n € N*, I'espace euclidien R"” est I'ensemble R” muni de la
combinaison linéaire et du produit scalaire précédemment définis.

Proposition

Pour tous x,y,z € R" et tout r € R, on a
e (x,x) >0et (x,x) =0ssi x=0,

(x,y) = (y,x) (commutativité),

(r,y) = rixy),

x+y,2) = (x,2) +(y,2).

p

Exercice : E I’ka,E S/y/ E E rgS| Xk,y/
=1

k=1 I=1

S. Nicolay Analyse 1



Définition

Le module d'un point x de R" est le nombre positif ou nul

On trouve de suite [0] =0 et |ej| =1 (j € {1,...,n}).

/@‘ Cette notion généralise celles déja introduites sur R et C.
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Théoréme

Pour tous x,y € R" et tout r € R, on a

@ |[x| =0ssi x =0,
o |rx| =|r||x,

o [(x, ) < Ix|lyl.
I'égalité n'ayant lieu que si on a x = 0 ou y = sx, avec s € R.

\

La derniére relation est appelée I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition

Pour tous x,y € R", on a
o X < IxI <o lixlkl Vi€ {l,... n},

o [x+y| < x|+l
I'égalité n'ayant lieu que si on a x =0 ou y = sx, avec s > 0,

o |[x] —yll <|x—yl

La deuxiéme relation est appelée I'inégalité de Minkowski.
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m m
Exercice : On a toujours \erxj| < Z [ril 1]
j=1 j=1

Définition

Une distance dist sur un ensemble non vide E est une application
dist: E X E — [0,4+00] (x,y)— d(x,y)

telle que
e dist(x,y) =0ssi x =y,
o dist(x, y) = dist(y, x), (symétrie)
o dist(x, y) < dist(x,z) + dist(z,y) Vz € E. (inégalité triangulaire)

L'ensemble E muni de la distance dist est appelé |'espace métrique
(E, dist).
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Proposition

Sur R”, 'application
d:R"xR" [0,400] (x,y) |x—y]

est une distance.

Définition

La distance précédente est appelée la distance euclidienne.
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Proposition

Pour tous w;, x, y, z de I'espace métrique (R", d), on a
° |d(X,Z)*d(Z,y)| Sd(X,y),
° |d(X,y)—d(Z,W)‘ Sd(X,Z)—Fd(y,W)

Proposition

Pour tous x, y, z de I'espace métrique (R", d) et tout r € R, on a
d(rx, ry) = |rld(x, ).

dix+y,y+z)=d(x,z),

d(|x],[y[) < d(x,y).

d([x]}, [y]j) < d(x,y) pour tout j € {1,...,n}.
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Exercice : On a d(x,y) = d(x,z) + d(z,y) ssi z=rx+ (1 —r)y, avec
r € [0,1].

Exercice : On a |d(x,z) — d(z,y)| = d(x,y) ssi x =y ou
z=rx+(1—r)y, avec r €0, 1[°.

Définition

Un intervalle / de R" est un sous-ensemble de R" qui s'écrit

I=h % I,

ol I1,..., 1, sont des intervalles de R.
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Définition

Etant donné x € R" et r > 0, la boule ouverte de centre x et de rayon r
est I'ensemble

B(x,r)={y e R": d(x,y) < r}.

La boule fermée de centre x et de rayon r est I'ensemble
B(x,<r)={y eR":d(x,y) < r}.

La sphére de centre x et de rayon r est I'ensemble

S(x,r)={y eR":d(x,y) =r}.

/@‘ Dans R, ona B(x,r) =|x—r,x+r[et B(x,< r) = [x—r,x+r].
¥ On a également S(x,r) = {x — r,x + r} dans cet espace.
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Définition

Une partie E de R” est bornée s'il existe C > 0 tel que E C B(0, C).

f’@x On a E C B(0, C) ssi |x] < C pour tout x € E.

Exemples : pour tout x € R” et tout r > 0, B(x,r), B(x,<r) et S(x,r)
sont bornés.

Proposition

Une partie E de R” est bornée ssi, pour tout j € {1,...,n}, I'ensemble
E; = {[x]; : x € E} est borné dans R.
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Corollaire

Un intervalle / = /; x --- x [, de R” est borné ssi quelque soit
J€{1,...,n}, I; est borné.

Corollaire

Toute partie d'un borné est bornée; en particulier toute intersection de
bornés est bornée.

Tout union finie de bornés est bornée; en particulier toute partie finie est
bornée.
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Définition

Soit E une partie non vide de R"; si {|[x — y|: x,y € E} est une partie
majorée de R, on appelle diamétre de E le nombre

diam(E) = sup{|x — y|: x,y € E}.

Proposition

Une partie non vide E de R" admet un diamétre ssi elle est bornée.

Exemples : Toute boule de rayon r > 0 admet un diamétre et on a
diam(B(x, r)) = diam(B(x, < r)) = 2r.

Sil=1h x---x I, est un intervalle de R" constitué d'intervalles /;

d'extrémités a;, b (j € {1,...,n}), alors | est borné et
diam(/) = |b—a|, ou [a]; = aj et [b]; = b; (j € {1,...,n}).
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Définition

Etant donné deux parties non vides E et E’ de R”, la distance entre E et
E’ est le nombre

d(E,E')=inf{Ix—y|: x€ E,y € E'}.

@ Il est important de constater que d ne définit pas une dis-
tance sur les parties de R" !

Proposition

Si A, B et C sont des parties non vides de R", on a
e d(A,B) >0,
e d(A,B)=d(B,A),
@ si B est borné, d(A, C) < d(A, B) + diam(B) + d(B, C).
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;‘,w“, La distance entre deux parties peut étre nulle sans que ces parties
‘ soit égales.

Corollaire

Pour tous x, y € R" et toute partie non vide E de R”, on a

|d({x}, E) — d({y}, E)| < d(x,y).
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[I. Suites dans R”

Définition
Une suite de R” est une application de N* dans R”".

Il s'agit de la méme définition que précédemment, ol nous avons
considéré R et C.

En fait, on peut remplacer K par R”; les résultats obtenus sont toujours
valides.

Ainsi, par exemple, si (XJ)J est une suite de R” et / € R", on a x; — [ ssi
Ve>0,3Jtqj>J=d(x,)=|x -1 <e
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Théoréme

Une suite (x;j); de R" converge vers | € R" ssi, pour tout k € {1,...,n},
la suite ([xj]«); converge vers [/]x.

Proposition

Si (xj); et (y;); sont deux suites de R” tq x; — / et y; — /', alors

5,5y = (1, 1).

Proposition

Si (x;); est une suite de R” qui converge vers 0 et (y;); une suite bornée
de R”, alors
{xj, ) = 0.

S. Nicolay Analyse 1



Théoréme

Une suite de R” converge converge ssi elle est de Cauchy.
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lll. Topologie de R”

Définition

Un point x € R” est adhérent a I'ensemble E si toute boule centrée en x
est d'intersection non vide avec E.

L'ensemble des points adhérents a E est appelé I'adhérence de E et est
noté E.

Proposition

Un point est adhérent a un ensemble ssi il existe une suite de cet
ensemble qui converge vers ce point.
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Définition

Un ensemble E de R" est fermé si E C E.

On a donc, si E est fermé, E = E.

Proposition

Un ensemble de R"” est fermé ssi il contient les limites de ses suites
convergentes.
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Définition

Un ensemble de R" est ouvert si son complémentaire est fermé.

Proposition

Un ensemble E de R” est ouvert ssi Vx € E, 3r > 0 tq B(x,r) C E.
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Définition

Un ensemble K est compact si de tout recouvrement ouvert de K on
peut en extraire un recouvrement fini.

Théoréme

Un ensemble K de R" est compact ssi il est fermé et borné.

Théoréme

Un ensemble K de R" est compact ssi de toute suite de K on peut
extraire une sous-suite convergente.
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Fonctions de R”

|. Généralités

[l. Limite des valeurs d'une fonction

I1l. Fonctions continues
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|. Généralités

Une fonction définie sur A C R" est une application de A dans C,
A est I'ensemble (domaine) de d’efinition, noté dom(f),

x € A est la variable ou I'argument, f(x) est la valeur de f en x,
si BC A, f(B) ={f(x):x € B} est I'image de B par f,

I'image de f est im(f) = f(A),

si ACR", on écrit f(x) = f(x1, %2, ..., Xn)-

Ne pas confondre la fonction f et la valeur f(x).
f(x) n'est pas une fonction, x — f(x) est une fonction.

Exemples :
o |- |[:R" =R x> |x],
o [j:R"=R x—[x; (efL....,n})
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Définition

Soit f une fonction définie sur A C R"; le graphe de f est |'ensemble

M(f) ={(x,f(x)): x € A}.

On a donc I(f) C R™2 si f est complexe, [(f) C R™1 sj f est réel.

@ Ne pas confondre le graphe de f (qui est un ensemble) et
le graphique de f (qui est une représentation géométrique).

Si f et g sont deux fonctions de méme domaine de définition, on définit
naturellement f = g, ¢f (c€C), f - g.
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Si fi,...,f, sont n fonctions réelles (n € N*) définies sur A C C, leur
enveloppe supérieure est la fonction

sup{fi,....,fh} A= R x> sup{fi(x),...,H(x)}.
Leur enveloppe inférieure est la fonction

inf{fi,....,H} :A=R x—inf{fi(x),...,H(x)}.

Proposition

Soit n € N* et n fonctions réelles fi, ..., f, définies sur une méme partie
A de C.

Leurs enveloppes supérieure et inférieure peuvent étre obtenues au moyen
d'un nombre fini de combinaisons linéaires et de recours aux parties
positives, aux parties négatives ou aux modules de fonctions.

Exemple : sup{fi,h} =+ (h—A)" = f—1+f-2+2‘f1_f2"
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bornée
Une fonction f réelle définie sur A est majorée sur B C Asi
réelle minorée
borné
f(B) est un ensemble ¢ majoré
minoré

Elle est bornée (resp. majorée, minorée) si elle I'est sur A.

4

Si f est majoré sur B, la borne supérieure de f(B) est notée sup f(B) ou

supg f(x).
Idem inf £(B), infg f(x).
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Définition

Un zéro d'une fonction f définie sur A est un point x € A tel que
f(x) = 0.
L'ensemble d'annulation de f est I'ensemble des zéros de f.

Définition

| \

Si Zr désigne I'ensemble d'annulation de f, un zéro x de f est un zéro
identique s'il existe un intervalle ouvert contenant x inclus dans Z.
L'ensemble des zéros identiques est noté Z¢.

Un zéro non-identique est un zéro accidentel.

Le support de f, noté [f] ou supp(f) est I'ensemble [f] = R" \ Z¢.

Proposition

Le support d'une fonction est un ensemble fermé.

Proposition

Etant donné n fonctions fi, ..., f, définies sur R”, on a
o= fl CULy(f] et ([T}, £i] € N7 [f].
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Définition

La fonction caractéristique d'un ensemble A est la fonction

1 sixeA

Xa:RT=R X'_){ 0 sinon

La fonction 0 est la fonction xg, la fonction 1 est la fonction xg»

Exercices : on a
® xac =1—xa,
@ BC Assixg<xa
et A= B ssi xa = xs,
° Xm/"':1Af = Hj,?:l XAj = inf{XAm e 7XA,,}
et Xur A = sup{Xay;---s XA, }
® XAUB = XA+ XB — XAXB-
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[I. Limite des valeurs d’une fonction

Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de R”, xp un point
de A et £ un nombre complexe. On dit que £ est la limite de f pour x
tendant vers xq si

Ve >0, 36 > 0 tq {

On écrit lim f(x) = ¢ ou « f(x) — £ lorsque x — xg ».
X—rXo

Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de R”, xp un point
de A et £ un nombre complexe. On dit que f tend vers I'infini lorsque x
converge vers xg Si

VN >0, 30 > 0 tq { = |f(x)| > N.

On écrit lim f(x) = oo.
X—Xo
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Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide et non-bornée A de R”
et £ un nombre complexe. On dit que f tend vers ¢ lorsque x tend vers
I'infini si

Ve > 0, 3M>th{ = |f(x)— ¢ <e

On écrit lim f(x) =¢.

X—r 00

Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide et non-bornée A de
R". On dit que f tend vers l'infini lorsque x tend vers I'infini si

VYN >0, 3IM >0 tq { rx|€>A/\/l = [f(x)] > N.

On écrit lim f(x) = oo.
X— 00

Notation : dans tous les cas, on écrit Iim5 f(x)=~
X—
(€ e R"U{oo}, v € CU{oo}).



Si f est réel, on peut étre plus précis :
o lim f(x) = +o0

X—Xo

SVYN>0,30>0tqVx €A, [x—x|<d=Ff(x)>N,
o lim f(x) = —o0

X—Xo

< VN > 0,30 >0tq Vx € A,
o lim f(x) =400

X —xo| <9 = f(x) < =N,

X—00

S VYN>0,IM>0tqVx €A, x| >M= f(x) >N,
o lim f(x)=—-oc0

X—r00

& VYN >0,IM>0tqV¥x €A, x| >M= f(x) <—N,
o lim f(x)=/¢"

X—Xo

SVe>0,30>0tqVx €A [x—x| <0 =0<F(x)—{<e¢,
e lim f(x)=¢"

X—Xo

& Ve>0,30>0tqVx €A [x—x| <0 =0</l—f(x)<e,
o lim f(x)=/¢"

X—00

SVe>0,IM>0tqVx €A |x|>M=0<f(x)—{<e
o lim f(x)=1¢"

X—>00

SVe>0,IM>0tqVx €A x| >M=0<{-f(x)<e



Définition

Soit f une fonction définie sur une partie A de R"” et B C R" tq
ANB#0,

soit £ € AN B ou £ = 0o si AN B n'est pas borng,

soit enfin v € CU {oo};

si f est réel, on peut avoir v € {£,£~, 400, —oo} (£ € R).

On dit que f tend vers ~ lorsque x tend vers £ dans B si la restriction de
f a AN B tend vers v lorsque x tend vers &.

|

On écrit  lim  f(x) =~ pour signifier que I'on a ||m flans(x) = 7.
x =&
x € B
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Théoréme

Soit f défini sur A C R" non vide et £ € AU {oo} (si cela a un sens),
soit v € CU {oo}.

f tend vers «y lorsque x tend vers £ ssi pour toute suite (x;); de A qui
converge vers &, la suite (f(x;)); tend vers .

Proposition

Soit f défini sur A C R” non vide et n ensembles Ay, ..., A, (n € N*)
formant une partition de A,

soit £ € AU {oo} (si cela a un sens) et v comme d’habitude.
Sivje{l,...,n}tq feﬂj si £ € Cou tq Aj n'est pas borné si { = oo,
f|a; tend vers 7 lorsque x tend vers , alors f tend vers v lorsque x tend
vers &.

S. Nicolay Analyse 1



Théoréme (Cauchy)
Soit f défini sur A C R" non vide et ¢ € AU {oc}. Les ASE
o lim f(x) existe et est fini,
x—E€
@ V suites (x;); et (yj); de A qui convergent vers &, |f(x;) —f(y;)| — 0,

@ pour tout € > 0, J intervalle ouvert / contenant £ tq

sup [f(x) —f(y)l <e.
x,y€Anl
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|
/

Théoréme

Soit n € N*, fi,...,f, des fonctions définies sur une partie non vide
A C R" et n nombres complexes cy, ..., c,.
Soit £ € AU {oo} et pour tout j € {1,...,n} supposons avoir

I|mE fi(x) = ~;, avec 7; € CU {o0}. On a
X—

@siy;eCVje{l,...,n} on aXIiLnEZqﬁ(x):Znyj,
=1 =
@siy;eCVje{l,...,n}\ {jo} et 5, = o0, l@éZqﬁ(x)zoo
=1
@siy;eCVje{l,...,n} on al@gHﬂ(x):Hyj,

@ sivyy#A0Vje{l,...,n}ety, =00,0na ||me(x

jl
@ siv1 €C, v2 #£0etsi f2(x) #0 Vx € A, alors
. f1(X) 2y 1() 5
I I = =
X;rr}é(x) " siye € Cet im L B(x) =0siv=00
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Théoréme

Soit f défini sur A C R" et g défini sur B C C tq f(A) C B.
Soit £ € AU {oo} et supposons avoir IimE f(x) =~et lim g(x) =+
X—> X—>y

/

Ona lim gof(x) =+
x—E

Proposition

Soit f défini sur AC R", £ € AU {oo} et supposons avoir lim f(x) = .

x—E&
SiyeC, ona
(@) lim f(x) =% (c) lim Rf(x) = Ry
x—& x—§

(b) lim |FI() = bl (d) lim 37() = 3

siy=o00,0na
(a) lim f(x) =00 (b) )I(lng [fl(x) = 400

x—&
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Proposition

Soit n € N*, f1,...,f, des fonctions réelles définies sur une partie non

vide ACR" et £ € AU {oo}.

Pour tout j € {1,..., n}, supposons avoir Iimg fi(x) =7;. On a, si 'yj+ et
X—

~~ désignent les parties positive et négative de 7;,
o lim A7 (x) =,
x—E&
o lim £ (x) =77,
x—&
° )!iingsup{fl(x), vy ()} =sup{, .-y}
° |im£inf{f1(x)7 cey B =inf{y, ..
X—
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[1l. Fonctions continues

Définition

Une fonction f définie sur A C R” est continue en xp € A si lim f(x)
X—rXo

existe et est fini.

Un tel point xp est un point de continuité de f.

Si f n’est pas continu en xg € A, f est discontinu en xg et xp est un point
de discontinuité de f.

w‘ Si f est continu en xo, on a nécessairement

lim f(x) = f(xo)-

X—rXo

Proposition

Une fonction f définie sur A C R” est continue en xg ssi Ve > 0, 36 > 0
tgx € Aet |xo — x| < = |f(x) — f(x)| <e.
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Proposition

Une fonction f définie sur A C R" est continue en xg ssi pour toute suite
(xj)j de A qui converge vers xg, on a f(x;) = f(xo).

Définition

Une fonction f est continue sur A si elle est définie sur A et continue en
tout point de A.

L’ensemble des fonctions continues sur A est noté CO(A).

Définition

Une fonction f définie sur A C R” est uniformément continue sur A si,
Ve>0,30>0tgx,y €Aet|x—y|<d=|f(x)—f(y)| <e

Proposition
Si f est uniformément continu sur A alors f est continu sur A.
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Exemples de fonctions (uniformément) continues :

@ Xp, XRn,
o R, 3 |,

@ X > }7:1\/)?,

La fonction x — Z}’Zl xj2 (n € N) est continue mais pas uniformément
continue.
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Soit A une partie non vide de R",

Théoréme

@ Toute cl de fonctions continues sur A est une fonction continue sur
A,

@ tout produit fini de fonctions continues sur A est une fonction
continue sur A,

@ le quotient de deux fonctions continues sur A est une fonction
continue sur A, pour autant que le dénominateur ne s'annule en
aucun point de A.

| A

Théoréme

Si f est une fonction continue sur A et g est une fonction continue sur
une partie contenant f(A), alors la fonction g o f est continue sur A.

Proposition

Si f est une fonction continue sur A, alors les fonctions £, Rf, Sf et ||
sont continues sur A. Si en outre f est réel, ft et f~ sont continus sur A.
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Proposition

Soit n € N* et n fonctions fq, ..., f, réelles et continues sur une partie
non vide A de R”. Les fonctions sup{fi,...,f,} et inf{f,...,7,} sont
continues sur A.

Proposition

Si f est une fonction continue sur une partie non vide A de R” et si B est
une partie non vide de A, alors la restriction f|g de f 3 B est une
fonction continue sur A.
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Soit K un compact non vide de R" et f une fonction continue sur K.

De toute suite de f(K) on peut extraire une sous-suite qui converge vers
un élément de f(K).

Théoréme (image continue d'un compact)

L'image 7(K) est compacte.

Théoréme (bornes atteintes)

S'il existe une suite (x;); de K telle que la suite (f(x;)); converge vers un
élément zp de C, alors il existe £ € K tq f({) = zo.

Si en outre la fonction f est réelle, alors il existe deux points x,, et xs de
K tq f(xm) = inf f(K) et f(xs) = sup f(K).

Théoréme (Heine)

Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue sur
ce compact.

4
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Fonctions dérivables de R”

|. Fonctions dérivables

Il. Espaces CP

I11. Application a I'étude de fonctions
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|. Fonctions dérivables

Définition

Etant donné k € {1,...,n}, une fonction f définie sur un ouvert U de
R" est dérivable par rapport a xx en x € U si la limite

f(x + hex) — f(x)
h

[Difl = flylno

existe et est finie. Auquel cas, cette limite est appelée |la dérivée de f par
rapport a la k-éme composante de x.

Définition

Une fonction f définie sur un ouvert U de R" est dérivable par rapport a
la k-éme composante sur U si elle est dérivable par rapport a la k-éme
composante en x pour tout x € U.

Définition

Une fonction £ définie sur un ouvert U de R" est dérivable sur U si elle
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Si f est une fonction définie sur I'ouvert U de R”, pour x € U et
k € {1,...,n}, posons

Uk ={t eR: (X1, .., Xk—1, t, Xkt1, - - -, Xn) € U}

Cet ensemble est un ouvert de R qui contient x,. Posons alors
fx,k : Ux,k —-C t— f(Xl, cey Xk—1, by Xkeg1, - - 7Xn).
Il est clair que la fonction f est dérivable par rapport a la k-éme

composante en x ssi f, , est dérivable en x; et que dans ce cas, on a

[Diflx = [Dfs il -
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Proposition

Si f est une fonction définie sur un ouvert U de R" dérivable par rapport
a la k-éme composante en x alors ’!imo f(x + hey) = f(x).
—

.‘,w“, Il n’y a pas de lien entre continuité et dérivabilité dans R" lorsque
> 1
La fonction

x2sin(1/x) si(x,y)#0

. 2
f:R°—=R (x,y)»—){o si (x,y)=0

est dérivable sur R?, mais n'est pas continue en 0.
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Exemple : la fonction [[; : R” = R x> [x]; est dérivable sur R" et

o ={ ] 374
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Théoréme

Toute cl de fonctions dérivables sur U C R” est dérivable sur U :
pour n € N* si fl, ..., f, sont dérivables sur U et si c1,...,c, € C, alors

Di( Zcﬂi) = ZCJDkf

Théoréme

Si f et g sont dérivables sur U, alors fg est dérivable sur U et
Di(fg) = gDkf + fDig.
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Théoréme

Si f et g sont dérivable sur U et si g ne s’annule en aucun point de U,
gDk — fDyg

alors f /g est dérivable sur U et Dy(f/g) = e

Théoréme

Une fonction f définie sur U C R” est dérivable sur U ssi f est dérivable
sur U, ce qui a_Iielﬂ Rf et Sf sont dérivables sur U.
On a alors Dy f = Dy f, DiRf = RD\f et D, Sf = SDyf.

@ Si f est dérivable, on n’a pas nécessairement |f| dérivable!
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Théoréme

Si f est dérivable sur U et si V C U est ouvert, alors f|, est dérivable
sur V et Di(f|v) est la restriction de Dif a V.

Théoréme (fonctions composées)

SimeN* fi,...,f, sont des fonctions réelles et dérivable sur I'ouvert U
de R” et si f est une fonction dérivable et de dérivée continue sur un
ouvert V de R™ contenant {(fi(x), ..., fm(x)) : x € U}, alors

f(fi,. .., fm) est une fonction dérivable sur U et, pour tout

ke{l,...,n}, ona

m

[Dif(f, s fon)le = DDl ()t [Pk i

j=t
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Théoréme (fonctions de fonction)

Si f est dérivable sur U C R" et si g est dérivable sur B, avec f(A) C B,
alors g o f est dérivable sur U et [Dy(g o f)]x = [Dg]¢(x)[Dif]x-

Théoréme (TAF)

Si f est une fonction réelle et dérivable sur un ouvert U de R", alors pour
tout x € U et tout accroissement h € R" tq B(x, < h) C U, il existe des
accroissements auxiliaires h(Y) ... h(") de R" tq |h(¥)| < |h|
(ke{l,...,n}) et

Fx+h) = f(x) + zn:[h]k[Dkf]x+h<k>.
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Définition

Un ouvert U de R" est connexe s'il n'existe pas de partition de U en deux
ouverts non-vides.

Exemple : les seuls ouverts connexes de R sont les intervalles ouverts
(avec I'ensemble vide).

Dans R”, on peut montrer que les intervalles ouverts et les boules
ouvertes sont des ouverts connexes.

Théoréme (ouvert connexe)

Dans R", deux fonctions dérivables f et g sur un ouvert connexe sont tq
f = g + c sur cet ouvert pour une constante ¢ € C ssi Dxf = Dyg sur
I'ouvert pour tout k € {1,..., n}.
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[I. Espaces CP

Proposition

Toute fonction dérivable sur un ouvert U de R” dont les dérivées sont
continues est elle-méme continue.

Soit U un ouvert de R"; si f est dérivable sur U par rapport a la j-éme
composante en x et que D;f est lui-méme dérivable par rapport a la
k-éme composante en x, cette dérivée s'écrit [Dy D;f],.

Si elle existe, une expression de la forme Dy Dy, --- Dy, f est appelée
une dérivée partielle d’ordre m de f.
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Définition

Une fonction définie sur un ouvert U C R” est de classe CP sur U

(p € N*), si toute les dérivée d’ordre g de f existent avec g < p et si
toutes les dérivées d'ordre p sont continues.

Dans ce cas, on dit que f est p fois continment dérivable sur U et on
écrit f € CP(U).

Une fonction f est infiniment continiment dérivable sur U, ce que I'on
note f € C*°(U), si f € CP(U) pour tout p € N*,

Proposition

Si f € CP(U), toutes les dérivées partielles d'ordre g < p de f sont
continues.

Théoréme (interversion des dérivées)

Si une fonction f appartient & CP(U), toutes les dérivées partielles
d'ordre g < p de f qui ne différent entre elles que par |'ordre dans lequel
on dérive sont égales.
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- _ Z1 4 n _ n .
Si a = (a1,...,an) est un élément de N”, on pose |a| = > 7", a;;
un tel élément « est appelé un multi-indice.

Si f est de classe CP avec |a| < p, on pose
D*f = D* D3 - .- D~ f .

Il s'agit d'une dérivée partielle d'ordre |«.
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Soit p € N* U {oo} et U un ouvert de R",
e toute cl d’élements de CP(U) appartient 3 CP(U),
@ tout produit fini d'éléments de CP(U) appartient & CP(U),
@ le quotient de deux fonctions de CP(U) appartient a CP(U), pour
autant que le dénominateur ne s'annule en aucun point de A,

o si f € CP(U), alors f, Rf et If également,
o sife CP(U)et ge CP(V), avec f(U) C B, alors go f € CP(U),
e si f € CP(U), alors, pour tout ouvert V de U, f|y € CP(V).

Proposition
Si n € N*, c,,e(Cet fl,.. f, € CP(U), alors pour tout o € N"
tq |a| < p, on a D%( chﬂ)_ZcJDa

Jj=1 Jj=1
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Proposition (formule de Leibniz)

p

Si UCR"etsif,ge CP(U), on a D.(fg) :Z( )Dijp ~/g pour
Jj=0

tout k € {1,...,n}.

Proposition

Si UCR"et f € CP(U), alors, pour tout a € N" tq |a| < p,
on a DoF = Daf, D¥(RF) = RDf et D*(Sf) = IDOF.
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Théoréme (formule de Taylor-Lagrange)

Si U est un ouvert de R”, si f € CP(U) est une fonction réelle et si
x, h € R" vérifient {x + th: t € [0,1]} C U, alors il existe 6 €]0, 1] tq

f(x+ h) = f(x)

p—1 n n
1
+Zﬁ hfl"'hfk[DJ'l"'Djkf]x
k=1 =1 Jk=1
1 < n
+a. "‘Zhjl"'hjp[Djl"'Dj,,f]x+oh-
1=1 Jp=1
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[ll. Application a I'étude de fonctions

Définition

Soit f une fonction réelle définie sur une partie A de R".

La fonction f atteint un maximum local au point xg € A s'il existe ¢ > 0
t.q. f(x0) > f(x) pour tout x € AN B(xp,€). La fonction f atteint un
minimum local au point xo € A s'il existe € > 0 t.q. f(x) < f(x) pour
tout x € AN B(xg, €).

On omet parfois le mot local.

Si f atteint un maximum ou un minimum local en xg, on dit que f
atteint un extremum local en xg.

L'extremum (maximum ou minimum) est strict si I'inégalité précédente
est stricte.

Un extremum est global si I'inégalité est vérifiée pour tout € > 0.

w Une fonction peut ne pas avoir d’extremum, atteindre un ex-
¢ tremum en un nombre fini de points ou en un nombre infini de
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On ne dispose pas de méthode générale permettant la recherche d'un
extrema d’une fonction réelle sur une partie de R”".

Dans le cas des fonctions dérivables sur un ensemble ouvert, on a le
résultat suivant :

Théoréme

Soit f une fonction réelle et dérivable sur un ouvert U de R"; si f atteint
un extremum en x € U, alors on a [Dif]x = [Daf]x = -+ = [Daf]x = 0.

Ce résultat n'admet pas de réciproque (comme en atteste

la fonction x +— Z[x]f)

Jj=1

Définition

Soit f une fonction réelle et dérivable sur un intervalle ouvert / de R; un
point stationnaire de  dans / est un point de / en lequel les dérivées
d'ordre 1 de f s’annulent.
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Définition

Si f € C?(U) est une fonction réelle, la matrice hessienne associée a f en
x € U est la matrice H¢(x) de dimension n x n définie par

[Hr(x)]j,k = [D;D«f]x,

pour tout j, k € {1,...,n}.

Il s’agit d'une matrice réelle et symétrique, donc hermitienne.

Rappels : Une matrice hermitienne H de dimension n x n de vp
A1, ..., A, est dite

o définie positive (dp) si A\; >0 Vj e {1,...,n},

o définie négative (dn) si \; <0 Vj e {1,...,n},

e semi-définie positive (sdp) si A; >0 V) € {1,...,n},
o semi-définie négative (sdn) si \; <0 Vje{1,...,n},
e indéfinie dans les autres cas.
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Théoréme

Soit xg € U un point stationnaire de la fonction réelle f € C?(U);

o si la matrice Hr(xo) est dp (resp. dn), f atteint un minimum (resp.
maximum) strict local en xg,

o s'il existe r > 0 tq Hr(x) soit sdp (resp. sdn) pour tout x € B(xq, r),
f atteint un minimum (resp. maximum) local en xg,

@ si He(xo) est sdp (resp. sdn) et s'il existe r > 0 tq H¢(x) soit dp
(resp. dn) pour tout x € B(xp, r) \ {xo}, f atteint un minimum
(resp. maximum) strict local en xg,

@ si He(xo) est indéfini, f n'atteint pas d'extremum en xp sur U.

Exercice : rechercher les extrema de la fonction
£:]0, 72> R (x,y) > sin(x) +sin(y) + sin(x + y).
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Définition

Un champ vectoriel f = (1, fo, f3) sur un ouvert U de R® est une
application qui a tout point (x, y,z) de U associe le point
(fi(x,y,2), f3(x,y,2), f3(x, y, 2)) de R®.

f est continu, CP,...si fi, > et 3 le sont.

Rappels :
o le gradient d’une fonction réelle f(x, y, z) est Vf = (D1f, Dof, D3f),
o la divergence d'un champ vectoriel f est V- f = Dify + D>f, + Dsfs,

@ le rotationnel d'un champ vectoriel f est
V Af = (Dafy — D3, f, D3ty — Difs, Difr — Doty).
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Définition

Un champ vectoriel f sur U dérive d'un potentiel
e scalaire s'il existe F € C*(U) tq f = VF,
e vectoriel s'il existe un champ vectoriel g € C}(U) tq f =V A g.

Exercices : si le chanmps vectoriel f sur U

o dérive d'un potentiel scalaire F € C2(U), alors
VAFf=VA(VF)=0sur U,

e dérive d'un potentiel vectoriel g € C3(U), alors
V- f=V-(VAg)=0surU.
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Définition

Un champ vectoriel f sur U est
e irrotationnel si f € C1(U) et VAf =0 sur U,
o indivergentiel si f € C}(U) et V- f =0 sur U.

Définition

Les fonctions fi, ..., f, définies sur un ouvert U de R" sont primitivable
sur U s'il existe une fonction F dérivable sur U tq
DiF =fi,...,D,F = f,.

Proposition

Si les fonctions fi, . .., f, appartiennent & C!(U) et sont primitivables sur
U, alors elles vérifient les égalités croisées : D;f, = Dif;
Vj,k e{l,...,n}.
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Définition

Un ouvert connexe U est dit critique s'il existe des fonctions fi, ..., f,
appartenant & C1(U) qui vérifient les égalités croisées et qui ne sont pas
primitivables.

Sur un tel ouvert, fi,. .., f, appartenant & C1(U) sont primitivables ssi ils
vérifient les égalités croisées.

Théoréme (champ irrotationnel)

Si f est un champ irrotationnel de C*(U), ot U est un ouvert connexe
non-critique, alors f dérive d’un potentiel scalaire F € C2(U).

De plus, la fonction réelle G € C1(U) est tq f = VG ssi il existe C € R
tqg G=F+ Csur U.
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Définition

Un ouvert U de R" est étoilé en a € R" si pour tout x € U, le segment
[a,x] = {ta+ (1 — t)x : t € [0,1]} est inclus dans U.

w‘ Un ouvert étoilé n’est pas critique.

Théoréme (champ indivergentiel)

Si U est un ouvert étoilé en a et si f est un champ indivergentiel de
C*(U), alors f dérive d'un potentiel vectoriel g € C*(U).

De plus, le champ vectoriel h € C1(U) est tq f = V A h ssi il existe
He C*(U)tq h=g+ VH sur U.
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Exemple : Si f € C°(]0,+oc) est réel, alors
(F(r)x, f(r)y, f(r)z),
sur R3\ {0}, avec r = |(x, y, z)|, dérive d'un potentiel scalaire F(r); F

est une primitive réelle de tf(t) sur |0, 4o0l.

En particulier :

° M dérive du potentiel scalaire r sur R3\ {0},
° bors2) dérive du potentiel scalaire In(r) sur R\ {0},

r2

° —Gm( y, ?) dérive du potentiel scalaire —Gm/r sur R®\ {0}.
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