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|. Logique (rudiments)

e Quelques locutions et symboles

@ Une relation entre objets mathématiques est une propriété, vérifiée
ou non, entre certains de ces objets

@ le principe de non-contradiction : une relation ne peut étre vraie et
fausse a la fois

@ le principe du tiers exclu : si une relation n'est pas vraie elle est
fausse; si une relation n'est pas fausse, elle est vraie

@‘ Paradoxe du menteur : Epiménide, un Crétois, dit « tous les
Crétois sont des menteurs ». Dit-il la vérité?
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A partir de deux relations, R et S, on peut en définir de nouvelles :

@ négation de R, =R ; une relation est vraie si sa négation est fausse
et elle est fausse si sa négation est vraie

o la relation « Rou S » (RV S) vraie si I'une des relations R ou S est
vraie

o la relation « Ret S » (RAS) vraie si les relations R et S sont vraies
o la relation « R implique S» (R=15):SV-R
o la relation « R si et seulementsi S » (R< S) : (R=S)A(S=R)
@ le « ou » est pris au sens non disjonctif : si R et S sont
vrais alors RV S est vrai.

w‘ Seules deux méthodes de construction sont nécessaires. Les
: autres s'en déduisent.
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[I. Ensembles

Théorie naive (= théorie des patates) : un ensemble n'est pas (/est mal)
défini.

e Un ensemble est déterminé par ses éléments [elelililzS

@ de maniére explicite,

@ en placant entre accolades un symbole générique suivi de « : » et
d'une propriété caractérisant les éléments,

@ par un symbole.

e Relations concernant les ensembles

@ a € Asignifie que a est un élément de A,
A C B signifie que tout élément de A est un élément de B,
A = B signifie AC Bet BC A,

|'ensemble vide () est le seul ensemble ne contenant aucun élément,

©(A) est I'ensemble des parties (sous-ensembles) de A.
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e Ensembles associés

AU B, I'ensemble des éléments qui appartiennent & A ou a B,

AN B, I'ensemble des éléments qui appartiennent 3 A et 3 B,

A\ B, I'ensemble des éléments qui appartiennent 3 A et
n'appartiennent pas a B,

@ A<, I'’ensemble des éléments qui n'appartiennent pas a A.

Puisque (ANB)NC=AN(BNC), ANBN C a un sens. On écrit
@ a appartient a NjcA; si a appartient a chacun des A;, avec j € J,
@ a appartient 3 Uje A; si a appartient a un des A;, avec j € J.

Al X - XA, = HJ'-;I A; est I'ensemble des éléments (a,. .., a,) tels
que a1 € Aq,..., a, € A
On pose A" = A x --- x A (n fois).
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e Deux quantificateurs

@ pour tout : V,

o il existe : 3.
Savoir nier! !l
e Paradoxe de Russell
Soit R={A: A A}
Si R € R, alors, par définition de R, RZ R;

si R € R, alors, par définition de R, R € R.
OnadoncReER< R¢ER)!
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lIl. Applications

Une application f de A dans B est une partie de A x B qui permet

d'associer a tout élément a de A un unique élément f(a) de B
Ceci n'est pas une définition, mais permet de définir la no-
tion d'application.

Une notation pour f : A — B est f € BA.
Une application f € BA est une fonction si B C C.

Soit f:A— B aw>f(a)et A CA; larestriction f|a de f 3 A est
I'application fla : A — B aw f(a).
Soit f:A—B ACA A £(et B CB:

o l'image directe de f par A’ est f(A") = {f(a) :a € A’},

o I'image inverse de f par B’ est f"}(B') ={ac A: f(a) € B'}.
On pose f(0) = 0.
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L'ensemble f({a}) contient toujours un seul élément (a savoir f(a));
f=1({b}) peut contenir plusieurs éléments ou étre vide.

Proposition

Soit f € BA; on a
o A C A” C Aimplique f(A") C f(A”) C f(A),
e B' C B” C Bimplique f~}(B') c f~1(B") c f~}(B),
e A; C AVj € J implique f(Uje A;) = Ujesf(A;) et
f(NjesAj) C Njesf(A)),
BicBVjeJ implique fﬁl(UjEJBj) = UjEJffl(Bj) et
FHNjesBy) = NjesfH(B)),
e B’ C B implique f~1(B\ B') C A\ f~}(B).
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e Composition d’applications

Sif € BAet g € CB, la composition de f et g est I'application
gof:A— C aw g(f(a)).

Proposition

SifecBA gcCBetC'CC,ona

(gof)™(C)=f"1(g7(C)).
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e Injections, surjections et bijections

Soit f € BA:
@ f est une injection lorsque I'image inverse par f de tout élément de
B contient un élément au plus,

e f est une surjection lorsque f(A) = B,

@ f est une bijection si f est a la fois une injection et une surjection.

Proposition

f € BA est une injection si et seulement s'il existe g € AB tel que go f
est |'identité sur A.

L'application g est appelée un inverse a gauche de f.

Proposition (AC)

f € BA est une surjection si et seulement s'il existe h € AB tel que foh
est l'identité sur B.

L'application h est appelée un inverse a droite de f.
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Si f € BA est une bijection, il admet donc un inverse a droite et un
inverse a gauche.

Proposition (AC)

f € BA est une bijection si et seulement s'il admet un inverse a gauche et
un inverse a droite.
Dans ce cas, les inverses correspondent.

Dans ce cas, |'inverse unique est noté 1.

Proposition

Si f € BA et g € CB sont des injections (resp. surjections, bijections), il
en va de méme pour |'application g o f.
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e L'axiome du choix

Axiome du choix

Etant donné un ensemble (d’indexation) J non vide, et, pour tout j € J,
un ensemble E; non vide, il existe une application définie sur J, appelée
fonction de choix, qui a un indice j de J associe un élément de E;.

Dans ce cours, nous n'utiliserons qu'une version faible, I'axiome du choix
dénombrable, ol I'on suppose avoir J C N.
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V. Ensembles dénombrables

Deux ensembles A et B sont équipotents s'il existe une bijection f € BA.

Théoréme

@ A et p(A) ne sont pas équipotents,

o N et N sont équipotents (n et n’ naturels),
o N et Q sont équipotents,

o R et p(N) sont équipotents.

Un ensemble A est dénombrable s'il existe B C N tel que A et B sont
équipotents.

Corollaire

o N, Z et Q sont dénombrables,
@ R et C ne sont pas dénombrables.
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Pour aller plus loin...
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|. Les nombres naturels, entiers et rationnels

L'ensemble N est |'ensemble des nombres naturels {0,1,...,} muni de
|'opération addition.

Théoréme

Il existe une unique extension de N (muni de |'opération addition) en un
groupe Z, appelé ensemble des nombres entiers, tel que tout groupe
contenant N contienne également Z.

Le groupe Z est donc le plus petit groupe contenant N.

Le groupe Z est totalement ordonné.
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Théoréme

Il existe une unique extension de Z (muni des opérations addition et
multiplication) en un corps commutatif Q, appelé ensemble des nombres
rationnels, tel que tout corps commutatif contenant Z contienne
également Q.

Le corps commutatif Q est donc le plus petit corps commutatif contenant
Z.

Le corps commutatif Q est totalement ordonné.
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[I. Les nombres réels

Théoréme

Il existe une unique extension de Q en un corps commutatif totalement

ordonné R, appelé ensemble des nombres réels, pour lequel I'équation

x2 = r pour r > 0 admet toujours une unique solution positive.

Le nombre x > 0 vérifiant I'équation x>

r et est noté /r.

= r est appelé la racine carrée de

Un nombre irrationnel est un nombre réel qui n'est pas rationnel.
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R est un corps archimédien :

Théoréme

Si x et y sont deux nombres réels, avec x > 0, alors il existe un nombre
naturel n tel que y < nx.

Q est dense dans R :

Théoréme

Si x et y sont deux nombres réels tels que x < y, alors il existe un
nombre rationnel g tel que x < g < y.
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e Rappel sur les corps ordonnés

Puisque R est totalement ordonné, on a, pour tous nombres réels x, y et
Zz,

o x <y implique x+z <y+z,
@ x> 0ety>0implique xy > 0.

Théoréme

Pour tous nombres réels x, y et z, on a
@ x > 0 si et seulement si —x < 0,

@ x> 0ety< zimplique xy < xz,

@ x <0ety< zimplique xy > xz,
e x2>0,

e 0 < x<yimplique 0 <y~ ! <x71
e 0«1
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[Il. Les nombres complexes

L'ensemble des nombres complexes C est |'ensemble R? muni des
opérations addition et multiplication définies respectivement comme suit :

(o y) 4+ (u,v) = (x +u,y +v)

(x, y)(u, v) = (xu — yv, xv + yu).

Proposition

L'ensemble des nombres complexes définit un corps commutatif ol
@ (0,0) est le neutre pour I'addition,
@ (—x,—y) est I'opposé de (x,y),
@ (1,0) est le neutre pour la multiplication,

° (#, ﬁ) est l'inverse de (x, y) si (x,y) # (0,0).

v
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On pose i = (0,1); on a i2 = —1.

Proposition

Tout nombre complexe (x, y) s'écrit x + iy. En particulier tout nombre
réel x peut &tre considéré comme le nombre complexe (x,0).

e Parties réelle et imaginaire

Si z = (x, y) est un nombre complexe, la partie réelle de z est le nombre
réel Rz = x et la partie imaginaire de z est le nombre réel Sz = y.

Proposition

Soit z, z’ deux nombres complexes et r un nombre réel ;
@ on a z = 7' si et seulement si Nz = Nz’ et Iz = J7/,
e R(rz) = rRz, Y(rz) = rYz,

o R(z+2)=Rz+ N2, I(z+2') =Sz + 7.
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e Conjugué d'un nombre complexe

Si z = (x, y) est un nombre complexe, le conjugué de z est le nombre
complexe Z = (x, —y).

On adonc x + iy = x — iy.

Proposition

Soit z et z/ deux nombres complexes; on a
_ 1 5) v 1 =
o Rz=35(z+2), Sz =35(z—2),
@ z+z =z+2,zz =zZ,

@ zz>0etsi z#0, alors zz > 0.

w‘ Il n"existe pas d'ordre sur les nombres complexes compatible avec
I'addition et la multiplication.
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IV. Compléments sur les nombres réels et complexes
IV.a. Valeur absolue d’un nombre réel

r sir>0
N r»—){ —r sir<0
Ir| = V/r2.
Soit r et s deux nombres réels; on a
@ |r|>0,|r|=0ssir=0,
o Irs| = Ir|lsl,
o sis#0,[r/s| =]rl/|s],
o |r+s| <|r|+|s| égalité que ssi rs >0, (inégalité triangulaire)
o ||r] —1s|| < |r—s|. (inégalité triangulaire inversée)
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Proposition

Si r et s sont deux nombres réels, on a
@ |r|<sssi—s<r<s,

@ |r|>sssir>sour<—s.

n n
Exercice Si xi, ..., X, sont n nombres réels, on a | E x| < E x].
j=1 j=1

IV.b. Module d’un nombre complexe

|-]:C—>R zw|z| =+(R2)2+(S2)2
Il s’agit d'une généralisation de la valeur absolue.
Onazz=|z%
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Soit z et z/ deux nombres complexes; on a
@ |z| >0, |z]=0ssi z=0,
o lzl=|—zl=lzl=|-2
o |Rz| < |z| et |Sz] < |z|,
o |zZ'| = |z||Z|,
o siZ #0,|z/2| = |z|/12',
o |z+Z| < |z| +|2/|, égalité ssi Ir > 0tq z = rz/ ou 2’ = rz,
o |zl |2l < |z - 2.
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IV.c. Signature, parties positive et négative

. . 1 sir>0
Signature sign: R\ {0} — {-1,1} rn—>{ 1 sir<o

. - ¥ L Jor sir>0
Partie positive "R>R re—r _{ 0 sir<o
ir>
Partie négative -~ :R—>R rr :{ 0 S!r*O
—r sir<o

Proposition

Soit r et s deux nombres réels; on a
e rt>0,r >0,

o rt=(=r)", r—=(-r)t,
er=rt—r-et|rl=r"+r",

o rt=2X(lrl+r)etr==3(r|—r),
°

[rt —st| <|r—s|let|r- —s|<|r—s].
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Bornes supérieure et inférieure de deux nombres réels :

r sir<s
S sisinon

r sir>s
s sisinon

sup{r,s} = { ., inf{r,s} = {

Proposition

Soit r et s deux nombres réels; on a
o r* =sup{r,0} et r~ =sup{—r,0},
o |r| =sup{rt,r }etinf{rt,r } =0,
o sup{r,st=r+(r—s)" =r+(s—r)".
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Sir,...,r, sont n nombres réels (n > 2),

sup{r,...,rm} =sup{sup{r,...,ra—1}, fa},

inf{r,...,rm}=inf{inf{r,...;rm_1},r}

Proposition

Soit n nombres réels ry,...,r,; on a
sup{ri,...,rm}=—inf{—=r,...,—r},
inf{r,...,rmt=—sup{—r,...,—rp}
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IV.d. Parties majorées et minorées de R

Une partie E de R est majorée s'il existe b € R tel que x < b pour tout
x € E.
Un tel nombre b est appelé un majorant de E.

Une partie E de R est minorée s'il existe a € R tel que x > a pour tout
x € E.
Un tel nombre a est appelé un minorant de E.

Si b est un majorant de E et si b’ > b, b’ est aussi un majorant de E.

Définition

Un nombre réel s est une borne supérieure de E si s est un majorant de
E tel que, pour tout majorant b de E, ona s < b.

&finition
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Proposition

La borne supérieure d'une partie non vide majorée est unique.

Idem pour les bornes inférieures.

La borne supérieure d'une partie non vide E majorée est notée sup E,
La borne inférieure d'une partie non vide E minorée est notée inf E.
Ces notations sont consistantes...

Proposition

Un majorant s d'une partie E de R est la borne supérieure de E ssi pour
tout € > 0, il existe x € E tel que s — e < x.
Un minorant m d'une partie E de R est la borne inférieure de E ssi pour
tout € > 0, il existe x € E tel que m+ € > x.

Corollaire

Si s € E est un majorant de E, alors s est |la borne supérieure de E.

Idem minorant...
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Si sup E € E, on dit que la borne supérieure est réalisée ou atteinte (On
dit parfois que sup E est le maximum de E),

Siinf E € E, on dit que la borne inférieure est réalisée ou atteinte (On dit
parfois que inf E est le minimum de E).

Proposition

Si A et B sont deux parties majorées de R, alors on a
sup(A+ B) =sup A+ supB.

De méme, si A et B sont minorés, alors inf(A+ B) = inf A+ inf B.
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IV.e. Intervalles

Soit a,b € R, a < b; on pose

[a,b] = {x:a<x< b}, Ja,b] = {x:a<x< b},
[a, b[= {x :a < x < b}, Ja, bj= {x:a < x < b},
[a, +oo[= {x: a < x}, la, +oo[={x:a < x},
] — 00, b] = {x: x < b}, ] - 00, b= {x : x < b},

] — 00, +oo[=R.

semi-intervalle / intervalle ouvert / intervalle fermé.
a : origine, b : extrémité. Longueur b — a ou l'infini.
Le vide est aussi considéré comme un intervalle.

Notation « est un nombre ou le symbole —oo,
B est un nombre ou le symbole +oo.
— notation |, 8.
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Théoréme

Un ensemble / de R est un intervalle ssi x1,x € [ et x3 < x < X
implique x € /.

Corollaire

| A

Toute intersection d'intervalles de R est un intervalle (éventuellement
vide) de R.

N

Définition

Un intervalle complexe est un ensemble / de la forme
I={zeC:Rze h, Sze h},

ou /; et |, sont deux intervalles de R, appelés intervalles constitutifs de /.

OnaI:I1></2.
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Pour aller plus loin...
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Suites de R et C

|. Définitions
[I. Résultats fondamentaux
[11. Suites réelles
V. Propriétés des suites convergentes
V. Rudiments de topologie
VI. Ensembles bornés, ensembles compacts
VII. Suites de Cauchy

VIII. Théoréme de Bolzano-Weierstral}
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|. Définitions

Définition

Une suite de K est unélément de KN,
i.e. une fonction de N* dans K.

Notation x. : N* = K j— x;.
Une telle suite est notée (x;);.

Une suite peut étre obtenue a |'aide des trois procédés suivants :
@ en donnant explicitement |'application ;
exemple : la suite (x;); définie par x; = j2 4+ j + 1 (j € N¥),
@ en donnant une relation de récurrence ;
exemple : x3 =1, xo =1l et x; = xj_1 + xj—2 (j > 3),
e (AC) si, pour tout j € N*, E; est une partie non vide de K, il existe
une suite (x;); telle que, pour tout j € N*, on a x; € Ej.
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Une application k de N* dans N* est strictement croissante si
k(j + 1) > k(j) pour tout nombre naturel j non nul.

Définition

Une suite (y;j); de K est une sous-suite de la suite (x;); s'il existe une
application k de N* dans lui-mémme strictement croissante telle que
Yj = Xx(j) pour tout nombre naturel j non nul.

Si k est une application de N* dans lui-méme strictement croissante,
alors on a k(j) > j pour tout nombre naturel j non nul.
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Définition

Une suite (x;j); de K converge/tend vers £ € K si pour tout € > 0, il
existe un nombre réel J tel que pour tout indice j € N* vérifiant j > J,
onalxi—{| <e;

{ est la limite de la suite (x;);.

On écrit x; — £ ou limjx; = £.

Définition

Une suite (x;j); converge s'il existe ¢ tq xj — ¢;
dans le cas contraire, on dit que la suite diverge.

?w‘ Pour une suite réelle (x;),, on a x; — £ si Ve > 0,
Jtqj>J=>x €l —e, L+ €.

Dans la définition de la convergence, les inégalités peuvent
étre strictes ou non-strictes.
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[l. Résultats fondamentaux

Théoréme

Si une suite converge, sa limite est unique.

Théoréme

Toute sous-suite d'une suite convergente converge vers la méme limite.

Définition

Une suite (x;); de K est bornée s'il existe une constante C > 0 telle que
Ixj| < C pour tout indice naturel j non nul.

Théoréme

Toute suite convergente est bornée.
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Exemples
e la suite constante x; = ¢ Vj converge vers c,
o la suite définie par x; = 1/j Vj converge vers 0,
o la suite définie par x; = (—1) ne converge pas,

o la suite définie par x; = j ne converge pas.

Définition

Une suite (x;j); converge absolument vers I'infini si, pour tout N > 0, il
existe un nombre réel J tel que pour tout indice j € N* vérifiant j > J,
ona|xj| > N.

On écrit |x;| — +o00 ou lim;j |x;| = +o0.

Une série qui converge absolument vers 'infini ne converge
pas! Il s'agit d'un abus de langage.
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Théoréme

Toute sous-suite d'une suite convergeant absolument vers I'infini
converge absolument vers I'infini.

Dans R, interprétation similaire en termes d'intervalles :
pour j suffisamment grand, x; n’appartient pas a [N, N].
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[1l. Suites réelles

Pour K = R, on a des propriétés supplémentaires.

Une suite réelle (x;); est

@ croissante si x; < xj41 Vj € N¥,
strictement croissante si x; < xj1 Vj € N*,
décroissante si x; > xj41 Vj € N¥,
strictement décroissante si x; > xj41 Vj € N,

monotone si elle est croissante ou décroissante,

strictement monotone si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante.
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Soit une suite réelle (x;); qui converge vers £ € R; on dit qu'elle converge

a droite vers /£ s'il existe J tel que j > J implique x; > ¢, (x; — (1)
a gauche vers ¢ s'il existe J tel que j > J implique x; < ¢, (x; — )
en croissant vers £ si elle est croissante,

en croissant strictement vers £ si elle est strictement croissante,

en décroissant strictement vers ¢ si elle est strictement décroissante,

Proposition

Si E est une partie non vide de R majorée (resp. minorée), alors il existe
une suite de E qui converge vers sup E (resp. vers inf E).
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Une suite (x;j); de R est majorée (resp. minorée) s'il existe une constante
C > 0 telle que x; < C (resp. telle que x; > C) pour tout j € N*.

Cette suite est majorée ssi I'ensemble de ses valeurs {x; : j € N*} est
majoré.

Théoréme

Une suite réelle croissante et majorée (resp. décroissante et minorée)
converge vers la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de ses
éléments.

Corollaire

Si une sous-suite d'une suite réelle monotone converge, alors la suite
converge également.
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La suite numérique réelle (x;);
@ converge vers +0o si, pour tout N > 0, il existe J tel que j > J
implique x; > N, (xj = 400)
@ converge vers —oo si, pour tout N > 0, il existe J tel que j > J
implique x; < —N, (xj = —o0)
@ converge en croissant vers +oo si elle est croissante et converge vers
+00,

@ converge en croissant strictement vers +00 si elle est strictement
croissante et converge vers +00,

@ converge en décroissant vers —oo si elle est décroissante et converge
vers —oo,

@ converge en décroissant strictement vers —oo si elle est strictement
décroissante et converge vers —oo.
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IV. Propriétés des suites convergentes

Proposition

Si les suites (x;); et (x/); de K convergent vers ¢ et ¢’ respectivement,
alors la suite (x; + x;{); converge vers £ + ¢'.

Corollaire

Toute combinaison linéaire de suites convergentes converge vers la
combinaison linéaire correspondante des limites.

Proposition

. ] . .
Si (x;); et (x7); sont _deux suites de K telles que la suite (x;j); converge
absolument vers I'infini et si la suite (x;); est bornée, alors la suite

(xj + x{); converge absolument vers I'infini.
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Si les suites (x;); et (x/); de K convergent vers ( et ¢’ respectivement,

g / /
alors la suite (x;x;); converge vers £¢'.

Corollaire

Si (x5); et (x)); sont _d.eux suites de K telles que (x;j); convergent .
absolument vers l'infini et |xj’| > § pour un nombre § > 0 quel que soit
J € N*, alors (x;x7); converge absolument vers I'infini.

Si la suite (x;); de K converge vers un nombre non nul £ et si on a x; # 0
pour tout j € N*, alors la suite (1/x;); converge vers 1/¢.

Proposition

Si la suite (x;); de K n'a aucun élément nul, alors elle converge vers 0 ssi
(1/x;); converge absolue vers ['infini.
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Théoréme

Une suite (x;); de C converge vers ¢ ssi les suites (Rx;); et (3x;);
convergent vers ¢ et 3¢ respectivement.

Corollaire

Une suite (x;j); de C converge vers ¢ ssi (X;); converge vers £.

Proposition

Soit (x;); de K. On a les propriétés suivantes :
@ si (x;); converge vers £, alors (|x;|); converge vers |¢|,

@ (x;j)j converge vers 0 ssi (|x;|); converge vers 0.
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Théoréme (de Cesaro)

Si la suite (x;); de K converge vers ¢, alors la suite (y;); définie par

converge également vers /.

| A

Proposition

e 2 Y. - ites (xF): et (x7):
Une suite réelle (x;); converge vers £ ssi les suites (x;"); et (x;7);
convergent vers /T et /= respectivement.

Corollaire

Si (xj(l))j,..., (xj("))j sont n suites réelles qui convergent vers /(1) /(")

respectivement, alors (sup{(xj(l))j7 cee (x.("))j})j converge vers

j
sup{¢®) ... pM}
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Proposition

Si (xj); et (xj); sont deux suites réelles qui convergent vers ¢ et ¢/
respectivement, alors
o si £ # (', il existe J tel que j > J implique x; # XJ(.
Dés lors, si £ # r, il existe J tel que j > J implique x; # r,
o si £ </, il existe J tel que j > J implique x; < XJ,
En particulier, si £ < r, il existe J tel que j > J implique x; < r.

Si (x;); est suite réelle qui convergent vers £ et si x; < r pour tous
jE€N* alorsonaf<r.

A,

Méme type de résultat avec les autres signes d'inégalité.

Proposition

Si (xj); est suite réelle qui convergent vers +oc et si la suite réelle (x;);
est telle que x; < xj’ pour tous j € N*, alors cette derniére converge
également vers +oc.
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Théoréme (étau)

Si les suites réelles (XJ)J et (xi"); convergent vers £ et si la suite réelle
(x7); vérifie x; < x; < x;’ pour tous j € N*, alors la suite (x/); converge
egalement vers £.

Exemples
0eSir>1,r — +oo,
esi0<r<1 -0,
sir>0,vr—1,
Vi—1,

pour tout n € N* et tout a > 0, ey

1+a), — 0,

pour tout n € N* et tout z € C, tel que |z| > 1, on a < —>O

lim; S _o & converge,

1+ jl)f converge vers la méme limite que la suite précédente,

pour tout a > 0 et en choisissant x; >0, on a 1(x; + 2) — V/a.
J
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V. Rudiments de topologie dans R et C

Définition

Soit E une partie de K; un point xp de K est adhérent & E si tout
intervalle ouvert contenant xgp est d'intersection non vide avec E.
L'ensemble E des points adhérents & E est appelé I'adhérence de E.

R=K 0=0etECE.

Proposition
L'adhérence de E est E.

Proposition

Soit E C K un point appartient a E ssi il existe une suite de E qui
converge vers ce point.
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Exemple : |'adhérence d’un intervalle d'extrémités a et b (a < b) est
[a, b].

Définition

Un ensemble F est fermési F C F.

Un fermé de K contient les limites de ses suites convergentes.

Exemples : K et () sont fermés;
R considéré comme une partie de C est fermé.

Proposition

Etant donné un ensemble E, E est un fermé inclus dans tout fermé
contenant E.

« E est le plus petit fermé contenant E ».
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Définition

Un ensemble U est ouvert si US est fermé.

Proposition

Une partie U de K est ouverte ssi pour tout point de U il existe un
intervalle ouvert | contenant ce point tel que | C U.

Exercices Les intervalles...
Exercice Un singleton est fermé et non-ouvert.

Proposition

@ Toute union d'ensembles ouverts est une ensemble ouvert,
@ toute intersection finie d’ensembles ouverts est un ensemble ouvert,
@ toute intersection d'ensembles fermés est une ensemble fermé,

@ toute union finie d'ensembles fermés est un ensemble fermé.
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VI. Ensembles bornés, ensembles compacts

Définition

Un ensemble E de K est borné s'il existe C > 0 tel que
x € E implique |x| < C.

Proposition

Toute intersection d'ensembles bornés est un ensemble borné:
toute union finie d'ensembles bornés est un ensemble borné.

Proposition

Un ensemble E de R est borné ssi il est majoré et minoré.
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Définition

Un ensemble E de K est compact s'il est a la fois borné et fermé.

Exemple : Les seuls intervalles compacts de R sont les intervalles de la
forme [a, b] (a < b).

Exemple : La boule fermée B de rayon R >0, B={x € K: |x| < R}
est un ensemble compact.

Proposition

Toute intersection d'ensembles compacts est un ensemble compact;
toute union finie d'ensembles compacts est un ensemble compact.

@‘ Il ne s'agit pas ici de la « vraie définition », mais d'une caracté-
~ risation. Elle n'est pas valable dans un cadre plus général.
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Définition

Une famille d'ensembles est la donnée d'un ensemble non vide J et, pour
tout j € J, d'un ensemble E;.

Définition

Une famille (Ej)jey est une famille d'ouverts si E; est ouvert Vj € J.

Définition

Une famille (Ej)jecy recouvre E si E C Ujc,E;.
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Définition

Un ensemble E satisfait la propriété de Borel-Lebesgue si, pour toute
famille d’ouverts (U;)jec, qui recouvre E, il existe un ensemble fini J' C J
tel que E C Ujesr U;.

On dit que « de tout recouvrement ouvert de E, on peut en extraire un
recouvrement fini ».

Théoréme (RA)

Un ensemble de K est compact ssi il satisfait la propriété de
Borel-Lebesgue.

Exercice Si (x;); est une suite de K qui converge vers ¢, alors
{xj :j € N*} U {¢} est un compact de K.
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VIl. Suites de Cauchy

Définition

Une suite (x;j); de K est de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe un
nombre J tel que p, g > J implique |x, — X4| < €.

Proposition

Toute suite de Cauchy est bornée.
Proposition

Toute suite convergente est de Cauchy.

Théoréme

Une suite de K converge ssi elle est de Cauchy.
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VIIlI. Théoréme de Bolzano-Weierstraly

De toute suite bornée de K on peut extraire une sous-suite convergente.

Théoréme (Bolzano-WeierstraR)

Un ensemble de K est compact ssi de toute suite de cet ensemble on
peut extraire une sous-suite qui converge vers un point de cet ensemble.
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Séries

|. Définitions

Il. Séries fondamentales

I1l. Théorémes d’Abel

IV. Etude de la convergence de séries
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|. Définitions

Etant donné une suite (x;); de K, la suite des sommes partielles associée
est la suite

(

J

Xj)kZ(Xl +X2+"'+Xk)k.

k
=il

v

Une série est la donnée d’une suite (x;);, appelée terme général de la
série et de la suite des sommes partielles associées.

. ' o
Notation : 3 . x; ou .=, X;.
xj est le j-iéme terme de la série >, x;.

w‘ L'étude d'une série se raméne a celle d’une suite. L'inverse est
©ovrai tsiyr =x1, Yjp1 = X411 — X (j € N¥), alors x; = 3 k.
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|. Définitions

Définition

P . . . k
la série 3, x; converge si la suite des sommes partielles (3_;_; x;)«
converge.
Dans ce cas, cette limite est appelée la somme de la série Zij.
Si la série ne converge pas, on dit qu'elle diverge.

Notation : si elle existe, la limite est notée Zf.;xj-

Les notations pour une série et sa limite (éventuelle) sont
semblables!

Proposition

Soit >, x; et > _; y; deux séries convergentes et c un nombre; les séries
>.; X T yj et >_; cx; convergent.
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Proposition

La suite (x;); converge ssi la série 3 x;.1 — x; converge.
. oo
Dans ce cas, on a lim; x; = x; + ijl Xjt1 — X,

Proposition

Si la série ) . x; converge alors our tout J € N*, la série S0 x;
j j=J7J

o0
converge et ) .=, x; = ZJ 1%+ ZJ 5 Xj-
Inversement, s'il existe J € N* tel que la série Zj'inj converge, alors la
série ) x; converge.

Définition

. Lo e oo * 2 N
Si la série ) =1 % converge, alors > =t X (J € N*) est appelé le J-ieme
P o0
reste de la série 3.7 x,

S. Nicolay Analyse |



Définition

Une suite est réelle si tous ses termes sont des nombres réels.

Proposition

Une série réelle a termes positifs converge ssi la suite des sommes
partielles est majorée.

Exemple La série harmonique, > ;1/j, ne converge pas.

Exemple La série >-; 1/ converge.
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Théoréme (critére de Cauchy)

La série ) ; x; converge ssi, pour tout € > 0, il existe un nombre réel J tel
que g > p > Jimplique | 37 x| <.

Corollaire

Si la série 3 x; converge, le terme général associé (x;); converge vers 0.

Définition

Une série ), x; est absolument convergente lorsque la série des modules
>_; Ixj| converge.

Théoréme

Toute série . x; absolument convergente converge.
De plus, on a I'egalité | ;x| < > [xj].
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Définition

Une série est semi-convergente si elle converge sans étre absolument
convergente.

Exemples : La série 2:](71)1'/1'2 est absolument convergente ;
L. 1V ;-
la série 3°;(—1)//j est semi-convergente.

Rappel : une permutation sur I'ensemble E est une bijection de E sur E.

Théoréme

Si >_; x; est une série absolument convergente et 7 est une permutation
h . T
sur N*, alors la série > x(;) converge vers la méme limite.

Théoréme (réarrangement de Riemann)

Soit ;X une série réelle semi- convergente; si v € RU {—oco} U {+oc},
il existe une permutation 7 sur N* telle que Zf; ety = il
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[l. Séries fondamentales

Définition

La série géométrique de raison z est la série -2, 2/ =1+ 3%, 2.

1— Zk+1

11—z

K
Si ze C\ {1}, alors sz =
j=0

Théoréme

La série géométrique de raison z € C converge ssi |z| < 1.
Auquel cas, la somme vaut ﬁ
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e Paradoxe d’Achille et la tortue.

@ vitesse d'Achille : v mys,
o vitesse de la tortue : v/r m/s (r > 1),

@ avance accordée par Achille : d m.

Achille met d/v s pour atteindre la position initiale de la tortue.

% d
Pendant ce temps, la tortue a parcouru —— = — m.
rv o r
Achille parcourt cette distance en —— s.
rv
VA L N . dv d
Lorsqu’Achille arrive a cette position, la tortue a parcouru —— = — .
vrooor

n
Achille a atteint la n-iéme étape en — .
P Zo vr)
J:
Temps que mettra Achille pour rattraper son retard sur la tortue :

ii_g 1 dr
v v1i—1/r v(r—1)
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e Représentation en base 10

oo

Le nombre ag, ajax -+ - aj--- représente la somme de la série E —J.

10
j=0

o0 o0

Ona0<> 2 <32 donc la ser

n a — -—, onc a serie converge.
Jj=0 Oj Jj=0 OJ

On peut expliquer pourquoi 1 = 0,999 -
=1 10 1
De fai A11--- = — = —1==
e fait, ona 0 0 9 9
7
donc 0.999-.. =9 9= 1.

De méme, 1/3=0.333---

. I ;
Exercice : trouver une formule pour 37, 2/ et 37, 2.
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Définition

La série de Riemann d'ordre o > 0 est la série »-, j=°.

Proposition (principe de condensation de Cauchy)

Si la suite réelles (x;); a termes positifs est décroissante, la série }, x;
converge ssi la série Zj 2 x5; converge.

Théoréme

La série de Riemann d'ordre o > 0 converge pour o €]1, 400 et diverge
pour « € [0, 1].
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[1l. Théorémes d’Abel

Etant donné n € N*, n nombres complexes ci, ..., c, et n éléments de K
X1,...,Xp, ON a

n n—1 k n

1> xixl <D lg—goal sup D x|+ el 1D xl-
— = 1<k<n-1 ‘= =1

J J J J
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Théoréme

o Si la suite (¢;); de C converge vers 0 et est tq la série > . [¢; — ¢j11]
converge,

o s'il existe C > 0 tq la suite (x;); de K vérifie [ 3°7  x;| < C quels
que soient p,q tq p < q,

L " L
alors la série Zj cjxj converge et, pour tout J € N*, on a la majoration
du reste suivante :

oo o0
1>l < €Y lg = gl
= =

@‘ La condition sur (c;); est vérifiée si la suite est réelle, décroissante
- et converge vers 0.
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o Si la suite (¢;); de C est tq la série ) |¢; — ¢j11| converge,

o si la série ) _; x; de K converge,

alors la série Zj cjx; converge et, pour tout J € N*, on a la majoration
du reste suivante :

e} oo k
1> el < (el +2 I — gal)sup | D xl-
j=J j=J k2d =y

w‘ La condition sur (¢;); est vérifiée si |a suite est réelle, décroissante
- et converge vers 0.
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IV. Etude de la convergence de séries

Définition

Une série alternée est une série réelle qui peut s’ecrire sous la forme
; ! X
> j(—l)frj, avec r; > 0 pour tout j € N*.

Proposition (Leibniz)

Si (r;)j est une suite réelle décroissante vers 0, la série alternée

>-;(=1Yr; converge -
et, pour tout j € N*, on a la majoration du reste

1> (=Yl <r.
j=J

J

Exemple : La série Zj(—l)f/j converge.
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Théoréme (critére théorique)

Soit > _; x; et > _: y; deux séries réelles & termes positifs ou nuls;
o si la série 3 y; converge et s'il existe J € N* et C > 0 tels que
xj < Cy; pour tout j > J, alors la série ZJ-XJ' converge,
o si la série 3 y; diverge et s'il existe J € N* et C > 0 tels que
xj > Cyj pour tout j > J, alors la série 3 . x; diverge.

Théoréme (critére de comparaison)

Soit >, xj et > y; dgux séries réelles a termes strictement positifs ; si
lim; x; /y; existe, est fini et non nul, alors soit les deux séries convergent,
soit les deux séries divergent.

| \

Corollaire

Soit >, x; et >, y; deux séries réelles a termes strictement positifs; si 3J
tel que j > J implique xj11/x; < yj+1/y; et si la série ijj converge,
alors la série ), x; converge.
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La série ijj dans les résultats précédents est appelée série de
comparaison.

Théoréme (critére de la racine, Cauchy)

Soit ijj une série réelle 3 termes positifs ou nuls;
o sidJeN"etf€]0,1] tq X < 0Vj>J alors 3. x; converge.
Cela arrive notamment si j/x; — ', avec §’ < 1,
e si 3J € N* tq y/x; > 1 pour tout j > J, alors la série Zij diverge.
Cela arrive notamment si j/x; — 1% ou si \j/X; — © avec © > 1.

Théoréme (critére du quotient, d'Alembert)

Soit ijj une série réelle 3 termes strictement positifs;
o si 3J € N* et 6 €0, 1] tq xj+1/x; < 6 pour tout j > J, alors la série
> X converge.
Cela arrive notamment si xj1/x; — ¢, avec ¢’ < 1,
e si 3J € N* tq xj+1/x; > 1 pour tout j > J, alors ijj diverge.
Clest le cas si xj11/x; = 17 ou si xj41/x; — © avec © > 1.
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;‘,w“ Le critére de la racine est toujours applicable lorsque le critére
‘ du quotient est applicable.

Théoréme (critére de Riemann)

Soit ijj une série réelle 3 termes positifs ou nuls;
esidJeN", C>0eta>1tqj < CVj>J, alors la sériezjxj
converge.
Cela arrive notamment si j*x; — C, avec « > 1 et C positif,
o sidJeN et C>0tqjx; > CVj>J alors la série ), x; diverge.
Cela arrive notamment si jx; — C, avec C > 1 ou si jx; — +00.

Exercices

o la série 35, j~/ converge,

1
o la série Z —— (a, b > 0) diverge.
—a +jb
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Fonctions

|. Généralités

[lI. Limite des valeurs d'une fonction

I1l. Fonctions continues

IV. Fonctions définies sur une partie de R
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|. Généralités

Une fonction définie sur A C K est une application de A dans C,
A est I'ensemble (domaine) de d’efinition, noté dom(f),

x € A est la variable ou I'argument, f(x) est la valeur de f en x,
si BC A, f(B) ={f(x):x € B} est I'image de B par f,
I'image de f est im(f) = f(A),

siAZ R (AcCC), on écrit f(z) = f(Rz,3z) = f(x,y).

Ne pas confondre la fonction f et la valeur f(x).
f(x) n'est pas une fonction, x — f(x) est une fonction.

Exemples :
o |- [ K—=R x~|x],
o TR = [0,400] x> xT,
o R :C—R xm— Rx,
0 3:C—R xm—Sx.
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Définition

Soit f une fonction définie sur A C C; le graphe de f est I'ensemble
[(f) = {(Rx, Ix, Rf(x), f(x)) : x € A};

SiACR, I'(f) ={(x,f(x)) : x € A}.

@ Ne pas confondre le graphe de f (qui est un ensemble) et
le graphique de f (qui est une représentation géométrique).

Si f et g sont deux fonctions de méme domaine de définition, on définit
naturellement f = g, cf (c € C), f £ g, fg et /g (dans ce cas g ne doit
pas s'annuler sur son domaine).

Remarque : la fonction f : C = C x +— 2x? est composée de deux
fonctions : f = g o h, avec g(x) = 2x et h(x) = x2.
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A une fonction f : A — C, on associe

@ la partie réelle de f, R o f, notée Nf,
la partie imaginaire de f, S o f, notée 3,
le module de f, |- | o f, noté |f],

le conjugué de f, ~o f, notée f.

Les fonctions Rf, Sf et |f] sont réelles.
On a la décomposition canonique suivante : f = Rf + iSF.

A une fonction réelle f : A — R, on associe
o la partie positive de f, -* o f, notée £,

@ la partie négative de f, -~ o f, notée f—.
Si f est une fonction réelle, ona f =fT —f~ et |[f|=FT + .

Si f est une fonction complexe, on a

= (RE)T — (RF)™ +i(SF)T —i(SF)~.
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Si fi,...,f, sont n fonctions réelles (n € N*) définies sur A C C, leur
enveloppe supérieure est la fonction

sup{fi,....,fh} A= R x> sup{fi(x),...,H(x)}.
Leur enveloppe inférieure est la fonction

inf{fi,....,H} :A=R x—inf{fi(x),...,H(x)}.

Proposition

Soit n € N* et n fonctions réelles fi, ..., f, définies sur une méme partie
A de C.

Leurs enveloppes supérieure et inférieure peuvent &tre obtenues au moyen
d'un nombre fini de combinaisons linéaires et de recours aux parties
positives, aux parties négatives ou aux modules de fonctions.

Exemple : sup{fi,h} =+ (h - )" = f1+f2+2\f1_f2"
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bornée
Une fonction f réelle définie sur A est majorée sur B C Asi
réelle minorée
borné
f(B) est un ensemble ¢ majoré
minoré

Elle est bornée (resp. majorée, minorée) si elle I'est sur A.

v

Si f est majoré sur B, la borne supérieure de f(B) est notée sup f(B) ou
supg f(x).
Idem inf f(B), infg f(x).

Exercice : f :]0,4+0c0o[— R x — 1/x n'est pas majoré, est minoré et
infycj0,400[ f(X) = 0, alors que f(x) > 0 Vx €]0, 4-o0].

Exercice : Si f et g sont deux fonctions réelles et bornée sur une partie
A, établir que f — g est borné sur A et que

| sup f(x) — sup g(x)| < sup|f(x) — g(x)|
A A A
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Définition

Un zéro d'une fonction f définie sur A est un point x € A tel que
f(x) = 0.
L'ensemble d'annulation de f est I'ensemble des zéros de f.

Définition

| \

Si Zr désigne I'ensemble d'annulation de f, un zéro x de f est un zéro
identique s'il existe un intervalle ouvert contenant x inclus dans Z.
L'ensemble des zéros identiques est noté Z¢.

Un zéro non-identique est un zéro accidentel.

Le support de f, noté [f] ou supp(f) est I'ensemble [f] =K\ Z¢.

Proposition

Le support d'une fonction est un ensemble fermé.

Proposition

Etant donné n fonctions fi, ..., f, définies sur C et n nombres complexes
c1,.., 6 (ME€N), ona [37, fi] € Uiglf] et [[T7_; fi] € NPy [f].

S. Nicolay Analyse |



Définition

La fonction caractéristique d'un ensemble A est la fonction

1 sixeA

xa:K—R x'—>{ 0 sinon

La fonction 0 est la fonction xg, la fonction 1 est la fonction xx

Exercices : on a
® xac =1—xa,
@ BC Assixg<xa
et A= B ssi xa = xs,
o XA = [T/o xa = inf{xa,, ... xa,}
et Xur A = sup{Xay;---s XA, }
® XYAUB = XA+ XB — XAXB-

S. Nicolay Analyse |



[I. Limite des valeurs d’une fonction

Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de K, xp un point
de A et £ un nombre complexe. On dit que £ est la limite de f pour x
tendant vers xg si

Ve >0, 36 > 0 tq {

On écrit lim f(x) = ¢ ou « f(x) — ¢ lorsque x — xg ».
X—rXo

Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de K, xp un point
de A et £ un nombre complexe. On dit que f tend vers I'infini lorsque x
converge vers xg Si

VN >0, 30 > 0 tq { = |f(x)| > N.

On écrit lim f(x) = oo.
X—Xo
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Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide et non-bornée A de K
et £ un nombre complexe. On dit que f tend vers ¢ lorsque x tend vers
I'infini si

x €A

Mam =0 -t<e

Ve >0, M > 0 tq {

On écrit lim f(x) =¢.

X—r 00

Définition

Soit f une fonction définie sur une partie non vide et non-bornée A de K.
On dit que f tend vers l'infini lorsque x tend vers l'infini si

YN >0, 3M >0 tq { E<|€>A/\/I = |f(x)| > N.

On écrit lim f(x) = oo.
X—r 00

Notation : dans tous les cas, on écrit Iimﬁ f(x)=7~ (&v€KU{0}).
X—
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Si f est réel, on peut étre plus précis :
o lim f(x) = +o0

X—>Xo

SVYN>0,30>0tqVx €A, [x—x|<d=Ff(x)>N,
o lim f(x) = —o0
X—Xo

“ VYN >0 35>0tqVx €A,
e lim f(x) =400

X—00

X —xo| < = f(x) < =N,

S VYN>0,IM>0tqVx €A, x| >M= f(x) >N,
e lim f(x)=—-o00
X—r00

& VYN >0,IM>0tqV¥x €A, x| >M= f(x) <—N,
o lim f(x)=1¢"

X—>Xo

&SVe>0,30>0tqVx €A [x—x]<d=0<f(x)—1I<e
e lim f(x)=¢"
X—Xo

S Ve>0,30>0tqVx €A [x—x| <0 =0<1—1(x)<e
o lim f(x)=/¢"

X—00

&SVe>0,IM>0tqVx €A |x| >M=0<f(x)—1I<e¢,
o lim f(x)=1¢"

X—>00

SVe>0,IM>0tqVx €A x| >M=0</-f(x)<e¢,



Définition

Soit f une fonction définiesur ACKet BCKtqANB #0,

soit £ € AN B ou & =00 si AN B n'est pas borné,

soit enfin v € CU {00} ;

si f est réel, on peut avoir v € {{*,{~, 400, —00} (£ € R).

On dit que f tend vers ~y lorsque x tend vers £ dans B si la restriction de
f a AN B tend vers « lorsque x tend vers &.

v

On écrit  lim  f(x) =~ pour signifier que I'on a Iimg flans(x) = 7.
x—

x =&

x€eB
Si f est défini sur une partie de R, on pose lim f(x) = lim f(x)

X—r+00 X — 00
x €]0, +oo[
et X_|1rl’1°o f(x)= i} |L>mOo f(x).
x €] — 00, 0]

Exemple : x—llToo f(x)=1¢

< Ve>0,3IM>0tq x €dom(f), x > M = |f(x) —¢| <e.
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Si f est défini sur une partie de R, on pose lim f(x) = lim f(x)
x—xg X = Xo
X €]xo, +00[
et lim f(x)= lim f(x).
X—Xg X — Xo
X €] — 00, Xo

On parle de convergence par la droite et par la gauche respectivement.

Exemple : lim f(x)=¢

X—)Xo

< Ve>0,30 >0tg x edom(f), xo < x < x40 = |f(x)—{] <e.

Exercice : Etablir que
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Théoréme

Soit f défini sur A C K non vide et £ € AU {oco} (si cela a un sens),
soit v € CU {oo}.

f tend vers 7y lorsque x tend vers & ssi pour toute suite (x;); de A qui
converge vers &, la suite (f(x;)); tend vers .

e

Exemple : z — n'admet pas de limite a |'origine.

Z2

Proposition

Soit f défini sur A C K non vide et n ensembles Ay, ..., A, (n € N*
formant une partition de A,

soit £ € AU {oo} (si cela a un sens) et ¥ comme d’habitude.
Sivje{l,...,n} tqéeﬂj si £ € C ou tq Aj n'est pas borné si £ = oo,
f|a; tend vers 7y lorsque x tend vers , alors f tend vers v lorsque x tend
vers &.
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Corollaire

Soit f défini sur A C R et xp un point de A n’appartenant pas a A.
Si lim f(x) = lim f(x) =1, alors lim f(x)=~.
= X—rXo

X—rXq X—>Xg

Corollaire

Soit f défini sur A C R et xg un point de A.
Si lim f(x) = lim f(x) = f(xo), alors lim f(x) = f(xo).
= X—>Xo

X*)Xo X*}Xo

Théoréme (Cauchy)
Soit f défini sur A C K non vide et £ € AU {co}. Les ASE

e lim f(x) existe et est fini,
x—E&

@ V suites (x;); et (y;); de A qui convergent vers &, |f(x;) — f(y;)| — 0,
@ pour tout € > 0, I intervalle ouvert / contenant £ tq
sup |f(x) —f(y)| <e.

x,y€ANI

v

S. Nicolay Analyse |




|
/

Théoréme

Soit n € N*, f1, ..., f, des fonctions définies sur une partie non vide
A C K et n nombres complexes cy, ..., c,.

Soit £ € AU {oc} et pour tout j € {1,...,n} supposons avoir

lim fj(x) = ~;, avec 7; € CU {c0}. On a

x—E€

@siy;eCVje{l,...,n} on al@ngﬁ(x):chyj,
=1 =1
@siy;eCVje{l,...,n}\ {jo} et v, = o0, li;nngﬁ-(x)zoo
=1
@siy;eCVje{l,...,n} on QJTEHG(X):HW’

@ siv #A0Vje{l,...,n} ety =o0, onallme(x

jl
@ siv1 €C, 2 #Z0etsi f2(x) #0 Vx € A, alors
- A(x) _m fi(x) .
| I =
X;rr}é(x) Fysvpé(Cet |mfz() O0siy=o00
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Théoréme

Soit f défini sur A C K et g défini sur B C C tq f(A) C B.
Soit £ € AU {oo} et supposons avoir IimE f(x) =~et lim g(x) =7
X—

X—y
/

Ona lim gof(x) =9
x—&

Proposition

Soit f défini sur A C K, £ € AU {00} et supposons avoir lim f(x) = 1.

x—&
SiyeC, ona
(@) lim f(x) =% (c) lim Rf(x) = Ry
x—& x—§

(b) lim IFI() = bl (d) lim 37() = 3

siy=o00,0na
(a) lim f(x) =00 (b) ling [fl(x) = 400

x—&

S. Nicolay Analyse |



Proposition

Soit n € N*, f1,..., f, des fonctions réelles définies sur une partie non

vide ACKet & e AU {oo}.

Pour tout j € {1,..., n}, supposons avoir Iim5 fi(x) =7;. On a, si 'yj+ et
X—

~~ désignent les parties positive et négative de ~;,
o lim A7 (x) =,
x—E&
o lim £~ (x) =77,
x—&
° )!iingsup{fl(x), v Fa(X)} =sup{y1, ..., n},
° IimEinf{fl(x), o () =inf{y1, .. )
X—
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[1l. Fonctions continues

Définition

Une fonction f définie sur A C K est continue en xo € Asi lim f(x)
X—rXo

existe et est fini.

Un tel point xg est un point de continuité de f.

Si f n’est pas continu en xg € A, f est discontinu en xg et xp est un point
de discontinuité de f.

w‘ Si f est continu en xo, on a nécessairement

lim f(x) = f(xo)-

X—Xo

Proposition

Une fonction f définie sur A C K est continue en xp ssi Ve > 0, 30 > 0
tgx € Aet |xo — x| < = |f(x) — f(x)| <e.
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Proposition

Une fonction f définie sur A C K est continue en xg ssi pour toute suite
(xj);j de A qui converge vers xg, on a f(x;) = f(xo).

Définition

Une fonction f est continue sur A si elle est définie sur A et continue en
tout point de A.

L'ensemble des fonctions continues sur A est noté CO(A).

Définition

Une fonction f définie sur A C K est uniformément continue sur A si,
Ve>0,30>0tgx,y €Aet|x—y|<d=|f(x)—1f(y)| <e

Proposition
Si f est uniformément continu sur A alors f est continu sur A.
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Remarque : |0, +oo[—+ R x +— 1/x est continu sur ]0, 400 mais pas
uniformément continu.

Exemples de fonctions (uniformément) continues :

° X(D’ XK:
o R, S|,

° x — /X,

La fonction x + x? (n € N) est continue mais pas uniformément
continue.
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Soit A une partie non vide de K,

Théoréme

@ Toute cl de fonctions continues sur A est une fonction continue sur
A

@ tout produit fini de fonctions continues sur A est une fonction
continue sur A,

@ le quotient de deux fonctions continues sur A est une fonction
continue sur A, pour autant que le dénominateur ne s'annule en
aucun point de A.

| A

Théoréme

Si f est une fonction continue sur A et g est une fonction continue sur
une partie contenant f(A), alors la fonction g o f est continue sur A.

Proposition

Si f est une fonction continue sur A, alors les fonctions £, Rf, Sf et |f]
sont continues sur A. Si en outre f est réel, fT et f~ sont continus sur A.
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Proposition

Soit n € N* et n fonctions fi, ..., f, réelles et continues sur une partie
non vide A de K. Les fonctions sup{fy,...,f} etinf{fy,...,7,} sont
continues sur A.

Proposition

Si f est une fonction continue sur une partie non vide A de K et si B est
une partie non vide de A, alors la restriction f|g de f 3 B est une
fonction continue sur A.
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Soit K un compact non vide de K et f une fonction continue sur K.

De toute suite de f(K) on peut extraire une sous-suite qui converge vers
un élément de f(K).

Théoréme (image continue d'un compact)

L'image 7(K) est compacte.

Théoréme (bornes atteintes)

S'il existe une suite (x;); de K telle que la suite (f(x;)); converge vers un
élément zp de C, alors il existe £ € K tq f({) = zo.

Si en outre la fonction f est réelle, alors il existe deux points x,, et xs de
K tq f(xm) = inf f(K) et f(xs) = sup f(K).

Théoréme (Heine)

Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue sur
ce compact.
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IV. Fonctions définies sur une partie de R

Définition

Une fonction f définie sur une partie non vide A de R est continue a
gauche en xg € Asi lim f(x) existe et vaut f(xp).
X—rXg

Elle est continue a droite en xo € A'si lim f(x) existe et vaut f(xp).
X*}Xo

Proposition

Une fonction f définie sur une partie non vide A de R est continue en
Xo € A ssi elle est continue & gauche et a droite en xp (si cela a un sens).

Exemples

e La fonction f : [0, +00[— R x — x2x[0,3] + X>X[3,4+00[ €St CONtinue
sur [0, +00[\{3}, continue a droite en 3, mais pas continue 3 gauche
en 3,

e la fonction f : [0, +00[—= R (x > x? + 18)x(0,3 + X>X[3,+ 00| €St
continue sur [0, 400l

S. Nicolay Analyse |



Définition

croissante

Une fonction réelle f définie sur une partie A de Rest .
décroissante

f(Xg).

Une fonction qui est soit croissante, soit décroissante sur A est dite
monotone sur A.

AsiVxi,x €A x1 < xo = f(x1)

IV IA

Définition

| \

Une fonction réelle f définie sur une partie A de R est
strictement croissante
strictement décroissante

sur A si Vxg,x € A,
<
X1 < Xo = f(Xl) S f(Xz).

Une fonction qui est soit strictement croissante, soit strictement
décroissante sur A est dite strictement monotone sur A.
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»/@‘ Si f est une fonction strictement monotone sur A C R, et si
x1,x2 € A sont tels que f(x1) = f(x2), on a nécessairement
X1 = X2.

Proposition

Si f est une fonction réelle, continue sur une partie A de R et monotone
sur A, alors f est aussi monotone sur A.

Proposition

Soit f une fonction réelle, définie et monotone sur une partie A de R et
Xp un point de A; si

lim f(x) = lim f(x),

X—+Xg X—Xg

alors f est continu en xg.
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Théoréme (TVI)

Soit f une fonction réelle, définie et continue sur I'intervalle ouvert Ja, ]
de R. Supposons que

lim f(x) =, lim f(x)="2,
x—at xX—p~

avec 71,72 € RU{—o00} U {+00}.

Si 1 # 2, pour tout yp compris strictement entre y; et 7o, il existe
xo €le, B tq f(x0) = yo.

%‘ Le point xo du théoréme précédent n'est pas nécessairement
0 unique.
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Corollaire

L'image d'un intervalle par une fonction réelle continue est un intervalle :
si f est une fonction réelle et continue sur 'intervalle /, alors f(/) est un
intervalle.

Corollaire

Toute fonction réelle, continue et injective sur un intervalle / de R est
strictement monotone sur /.

S. Nicolay Analyse |



Notation : f(¢F) = lim f(x).

x—€E

Théoréme (limite monotone)

Si f est une fonction réelle et croissante sur Ja, 3], alors les limites f(x; )
et f(xg) existent pour tout xg €]a, 3] et sont finies.

Si elles sont égales, alors f est continu en xg.

De plus, les limites f(a™) et f(37) existent et sont soit finies, soit égales
a l'infini.

Enfin, on a f(a™) < f(xy ) < f(x0) < f(x3) < f(87), pour tout

xo €]a, Bl et méme f(a™) < f(xg ) < f(x0) < f(xg) < F(B7) si f est
strictement croissant.

Il existe bien entendu un énoncé analogue avec les signes d'inégalité
inverses pour les fonctions décroissantes.
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Définition

Une fonction réglée sur un intervalle o, 3] est une fonction définie sur
cet intervalle qui admet une limite 8 gauche et a droite en tout point de

Jo, BL.

Une fonction monotone est réglée.

La fonction

0 sinon

X>—){ sin(1/x) six#0

n'admet pas de limite a gauche ou a droite en zéro.

Théoréme (Froda)

L'ensembles des points de discontinuité d’une fonction réelle et monotone
sur un intervalle de R est dénombrable.
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Définition

Une fonction réelle sur A C R est convexe (resp. concave) sur |'intervalle
I C A si, pour tous x1, x» € I et tout 0 €]0,1[, on a

f(0X1 ar (1 — G)XQ) { Gf(xl) F (1 — g)f(Xz)

IV IA

Les points de la forme 0x; + (1 — 0)x2 (0 € [0, 1]) décrivent le segment
d’'extrémités x; et xo.

Le point d'abscisse 0x; + (1 — 0)x2 de la droite déterminée par (xi, f(x1))
et (x2, f(x2)) a pour ordonnée 0f(x1) + (1 — 0)f(x2).

= Une fonction f est convexe sur [x1, x2] si (x, f(x)) se situe en-dessous

de (x, %(X — x2) + f(x2)) Vx € [x1, xa].

w‘ f est concave sur | ssi —f est convexe sur |
= |'étude des fonctions convexes suffit.

S. Nicolay Analyse |



Proposition (inégalité de Jensen)

Si f est une fonction réelle et convexe sur | C R, alors, pour tout n € N*,
tous xi,...,x, € | et tous ry,...,r, > 0 tels que Z};lrj: 1,0na

doianx €1 et

f(Z rix) < Z rif ().

Rappel : In(y/xq - Z In(x;)-

n n

1 1
Puisque In est concave, on a E —In(x;) < In( E ;xj),
j=1 j=1
n
S 1
ce qui implique In(y/x1 -+ x2) < In( E ;xj)
j=1

Puisque In est bijectif et croissant sur son domaine, on obtient

1
VR <Y
j=1
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Proposition (lemme des 3 cordes, inégalité des pentes)

Si f est une fonction réelle et définie sur un intervalle | C R, les CSE,
@ f est convexe sur /,
@ pour tous xj, X2, x3 € [ tels que x; < x» < x3, on a

fe) = fla) _ fls) - f(x) < f(xs) — f(Xz)’

Xo — X1 - X3 — X1 X3 — X2

@ pour tout xg € /, la fonction

f(x) = f(x0)

/ R
\ {x} — X %

est croissante.
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Théoréme

Toute fonction réelle et convexe sur un intervalle ouvert de R est
continue sur cet intervalle.

Ce résultat n'est plus vrai si I'intervalle n’est pas ouvert !

Considérer [0,1[ - R x — { 1 six=0

0 si0<x<1
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Fonctions dérivables

|. Dérivabilité

[I. TAF et conséquences

[1l. Espaces CP

[V. Application a I'étude de fonctions réelles

V. Calcul de limites
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|. Dérivabilité

Définition

Soit f une fonction définie sur un ensemble ouvert A C K et xg un point
de A; la fonction f est dérivable en xg si la limite

i F0) = ()

X—Xo X — Xo

(*)

existe et est finie, auquel cas cette limite est appelée la dérivée de f en xg.
La fonction est dérivable sur A si elle est dérivable en tout point de A.

Notation : [Df],, ou Df(xo) (Euler).

Il existe d'autres notations, comme f’(xg) ou <= f(xo).
Attention aux ambiguités!

f h)y—f
(*) peut se réécrire lim (o +h) (XO).
h—0 h
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,,,@‘, On peut généraliser cette définition.
¥ (via la notion de point d’accumulation.)

Proposition

Toute fonction dérivable en un point de C est continue en ce point.

L'inverse n’est pas vrai!
Ce résultat ne se généralise pas toujours!

Si f est dérivable en x, alors R(h) = f(x + h) — f(x) — h[Df], tend vers
0si h — 0, mais R(h)/h également.
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Définition
Une fonction f définie sur une partie A C R admet une dérivée a droite

(resp. a gauche) en xg € A s'il existe € > 0 pour lequel on a
[x0, X0 + €[C A (resp. |xo — €, x0] C A) et si la limite

im f(x+ h) — f(x)

h— 0" h
h— 0"

existe et est finie.

Notation : [Df,; (resp. [Df], ).

Définition

Si f est dérivable sur une intervalle /, Df : | - C x> [Df]x est une
fonction définie sur /, appelée la dérivée de f sur /.

Interprétaion : [Df], est le coefficient angulaire de la tangente de f en x.
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Exemples :
o La fonction constante est dérivable sur R et de dérivée nulle en tout
point,

x +— x est dérivable sur R est de dérivée égale a 1 en tous points,

(]

x — x2 est dérivable sur R est de dérivée égale a 2x en x,

| - | est dérivable sur R\ {0} et de dérivée égale a sign,

/- est dérivable sur |0, +00[ et de dérivée égale a en x,

1
2v/x
@ x — 1/x est dérivable sur ]0, +oc[ et de dérivée égale a _—2 en x.
X

w‘ Il existe des fonctions continues sur R mais dérivables en aucun
) point !

%‘ C — R z+~— Rz n'est dérivable en aucun point.
¥ C— C z+ Zn'est dérivable en aucun point.
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@‘ Si f est défini sur un ouvert U de C, l'existence de la limite

||m f(Zo + h) — f(Zo)

h—0
ici un nombre complexe.

semble plus contraignante, puisque h est

Posons
f((x+h +iy)—Ff(x+i
Dof(x+iy) = lim XEMEY) =t )
h—0 h
heR
. h f
f(x+i(y+h) —fx+i
Dy flx+iy) = lim XFIVEM) = flcriy)
h—0 h
heR

Si f admet une dérivée complexe en x + iy, on a
D,f(x + iy) = Df(x + iy) et D, f(x +iy) = iDf (x + iy).

En particulier, 1/2(D, — iD,)f = Df et 1/2(Dsx + iD,)f = 0.

S. Nicolay Analyse |



Théoréme

Toute cl de fonctions dérivables sur A est dérivable sur A :

pour n € N*, si fl, ..., f, sont dérivables sur Aetsi ci,...,c, € C, alors
D(Z 5f) Z G0
Jj=1

Théoréme

Si f et g sont dérivables sur A, alors fg est dérivable sur A et
D(fg) = gDf + fDg.

Exemple : pour n € N*, x — x" est dérivable sur K et de dérivée nx"~!
en x.
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Théoréme

Si f et g sont dérivable sur A et si g ne s’annule en aucun point de A,
Df — D
alors f/g est dérivable sur A et D(f/g) = gg—2g

Théoréme

Une fonction f définie sur A C R est dérivable sur A ssi f est dérivable
sur A, ce qui a lieu ssi Rtf et Sf sont dérivables sur A.
On a alors Df = Df, DRf = RDf et DS = SDf.

@ Ce dernier résultat n'est plus valide si A Z R
(cf. z = 2)

@ Si f est dérivable, on n'a pas nécessairement |f| dérivable!
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Théoréme

Si f est dérivable sur A et si U C A est ouvert, alors f|y est dérivable sur
U et D(f|y) est la restriction de Df a U.

Théoréme

Si f est dérivable sur A et si g est dérivable sur B, avec f(A) C B, alors
g o f est dérivable sur A et D[g o f], = [Dg](x)[Df]x-

Exercice : Si f € C%([—1,1]) est dérivable sur | — 1, 1], de dérivée
donnée par
[Df] = (1 — x*)71/2,

ou la fonction
2x

)

g:xn—>f(1+x

est-elle définie ? Continue ? Dérivable ? Que vaut sa dérivée ?

S. Nicolay Analyse |



[l. TAF et conséquences

Si f est une fonction réelle et dérivable sur un intervalle |a, [, borné ou
non de R et si xg est un point de Ja, ] tel que f(xg) > f(x) (resp.
f(x0) < f(x)) pour tout x €]a, [, alors on a [Df],, = 0.

Lemme (Rolle)

Si f est une fonction réelle et continue sur l'intervalle [a, b] de R
(a, b € R), dérivable sur ]a, b[ et qui vérifie f(a) = f(b), alors il existe
xo €]a, b[ tel que [Df],, = 0.

Exemple : la dérivée de la fonction [-1,1] = R x — v/1 — x2 admet
un zéro.

Exemple : La dérivée de la fonction R — C  x — €™ ne s’annule en
aucun point.
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Exercice : Si f est une réelle et dérivable sur un intervalle ouvert de R et
si Df ne s'annule en aucun point de cet intervalle, alors pout tout yp,
I’équation f(x) = yo n'admet au plus qu'une solution sur cet intervalle.

Théoréme (TAF)

Si f est une fonction réelle et continue sur l'intervalle [a, b] de R et
dérivable sur ]a, b[, alors il existe xg €]a, b[ tq

f(b) = f(a) + (b — a)[Df]-

Corollaire (TAF)

Si f est une fonction réelle et dérivable sur un intervalle / de R, alors
pour tout x € / et tout accroissement h € R\ {0} tq x + h € /, il existe
un accroissement auxiliaire h’ strictement compris entre 0 et h tq

f(X ¢ h) = f(X) =+ h[Df]X+h/.
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Théoréme (ouvert connexe)

Deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert de R sont égales a une
constante additive prés ssi leurs dérivées sont égales :

Si I est un intervalle ouvert de R et si f, g sont deux fonctions dérivables
sur /, alors f = g + ¢ sur | pour une constante ¢ € C ssi on a Df = Dg
sur /.
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IIl. Espaces C*

Définition

Une fonction f est continiment dérivable sur une partie A de K si elle est
définie sur A, dérivable sur A et si sa dérivée est continue sur A.

Notation : L'ensemble des fonctions contintiment dérivables sur A est
noté C1(A).

On pose DOf = f.

Définition

Soit A une partie de K; on définit DPf, avec p € N, par récurrence :
Si DPf est une fonction définie et dérivable sur A, on pose

DPTLf = D(DPf).
On appelle DPf la dérivée d'ordre p de f.
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Définition

Soit p € N* et A C K; une fonction f est p fois continiiment dérivable
sur A si elle est définie sur A, toutes ses dérivées d'ordre g < p existent
sur A et si DPf est continu sur A.

Notation : f € CP(A).

Définition

Une fonction f est infiniment continiiment dérivable sur A si f € CP(A)
quel que soit p € N*.

Notation : f € C*(A).

Si f € C*(A) (v € N* U {o0}), on dit que f est de classe C* sur A.
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Proposition
Si f € CP(A), alors DIf est continu sur A pour tout g < p.

On a
C>®(A) C --- C CPTL(A) C CP(A) C CP7Y(A) C --- C CH(A) C CO(A)

et C(A) = Nen CP(A).

w‘ f dérivable sur A n’implique pas f € C*(A).

2 . .
Ex:R—-R x— X sin(1/x) s!X#O .
0 six=0
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Soit p € N* U {oo} et ACK,
e toute cl d'élements de CP(A) appartient a CP(A),
@ tout produit fini d'éléments de CP(A) appartient a CP(A),
o le quitient de deux fonctions de CP(A) appartient & CP(A), pour
autant que le dénominateur ne s'annule en aucun point de A,

@ sif e CP(A) et g € CP(B), avec f(A) C B, alors gof € CP(A),
@ si f € CP(A), alors, pour B C A, f|g € CP(B).

Proposition
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Proposition (formule de Leibniz)

P
SiAcCKetsif,g e CP(A), on a DP(fg) :Z( )[nyP “ig.
Jj=0

Proposition

STACRetfe CP(A), alors, pour tout g < p,
on a DIf = Df, DI(RF) = RDIF et DI(SF) = IDIF.

@ Le résultat précédent n'est plus vrai si A ¢ R.
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Théoréme (formule de Taylor-Lagrange)

Si f est une fonction réelle appartenant a CP~1([a, b]) N CP(]a, b[)
(a, b € R), alors il existe x €]a, b| tel que

S, 2 o,

Corollaire

Si f € CP(]e, B]) est une fonction réelle, alors pour tout x €]a, 5] et tout
accroissement h € R\ {0} tel que x + h €], ], il existe 6 €]0, 1] tel que

iy R
f(X o h) = Z F[Djf]x = E[Dpf]erOh-
= !

A\
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IV. Application a I'étude de fonctions réelles

Théoréme

Si f est une fonction réelle et dérivable sur un intervalle Ja, B[ de R, alors
f est croissant (resp. décroissant) sur Ja, B[ ssi on a Df > 0 (resp.
Df <0) sur ]a, [.

Théoréme

Si f est une fonction réelle et dérivable sur un intervalle Ja, B[ de R, alors
f est strictement croissant (resp. strictement décroissant) sur Ja, 3] ssi
on a Df >0 (resp. Df <0) sur |, B[ et si Df n'a pas de zéro intérieur
dans Ja, A].
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Théoréme (fonction inverse)

Toute fonction f réelle, strictement croissante (resp. strictement
décroissante) et continue sur un intervalle o, B[ de R est une bijection
entre Jo, B[ et I =] lim f(x), lim f(x)[

x—at x—p=

(resp. 1 =] fim_£(x), lim f(x)]).

Définition

La bijection inverse associée a la fonction f de I'énoncé précédent est
notée f 1 et est définie sur / par f~1(y) = x ssi f(x) = y.

La fonction ! est appelée la fonction inverse (ou réciproque) de f.
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Théoréme (fonction inverse)

Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a les résultats suivants
(cas strictement croissant) :

© le graphe de 1 est celui de f ol on permutte les roles de |a
variable et de la valeur de la fonction,

@ la fonction f~1 est strictement croissante sur /,
@ la fonction =1 est continue sur /,
@ sionpose, y1 = lim f(x) ety = lim f(x), ona
x—at x—pB~
lim fXy)=at et lim f1(y)=4",
y—=1 Y73
si en outre f est dérivable sur Ja, 5[ (resp. appartient a CP(]e, B]))

et si Df différe de 0 en tout point de |, 3], alors f~1 est dérivable
sur | (resp. appartient 3 CP(/)) et on a

o

1

Df Y, = ———
[ ]y [Df]f—l(y)

@ f est la fonction inverse def—1.
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Théoréme

Une fonction réelle et déivable sur un intervalle ouvert de R est convexe
(resp. concave) sur cet intervalle ssi sa dérivée est croissante (resp.
décroissante) sur l'intervalle.

Corollaire

Une fonction réelle et deux fois dérivables sur un intervalle ouvert de R
est convexe (resp. concave) sur cet intervalle ssi sa dérivée seconde est
une fonction positive (resp. négative) sur l'intervalle.
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Proposition

Si f est une fonction convexe sur un intervalle ouvert / de R, alors
I'ensemble N des points de / ol f n'est pas dérivable est dénombrable et
Df est continu sur [\ N.

Plus précisément, on a le résultat suivant :
© f admet une dérivée a droite et a gauche en tout point de /,

@ les deux fonctions définies par la dérivée a droite et la dérivée a
gauche sont respectivement continue a droite et a gauche,

© N est I'ensemble des points de / ou la dérivée a droite n'est pas
continue; c'est également |'ensemble des points de / ou la dérivée a
gauche n’est pas continue,

@ les dérivées a droite et & gauche coincident sur / \ N.
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Définition

Soit f une fonction réelle définie sur une partie A de R.

La fonction f atteint un maximum local au point xg € A s'il existe € > 0

t.q. f(xo) > f(x) pour tout x € AN|xg — €, xo + €[. La fonction f atteint

un minimum local au point xg € A s'il existe € > 0 t.q. f(xo) < f(x) pour
tout x € AN]xo — €, X0 + €[.

On omet parfois le mot local.

Si f atteint un maximum ou un minimum local en xg, on dit que f
atteint un extremum local en xp.

L'extremum (maximum ou minimum) est strict si I'inégalité précédente
est stricte.

Un extremum est global si I'inégalité est vérifiée pour tout € > 0.
%‘ Une fonction peut ne pas avoir d'extremum, atteindre un ex-

tremum en un nombre fini de points ou en un nombre infini de
points.
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On ne dispose pas de méthode générale permettant la recherche d'un
extrema d'une fonction réelle sur une partie de R.

Dans le cas des fonctions dérivables sur un ensemble ouvert, on a le
résultat suivant :

Théoréme

Soit f une fonction réelle et dérivable sur un intervalle ouvert / de R; si
f atteint un extremum en x € /, alors on a [Df], = 0.

Ce résultat n'admet pas de réciproque (comme en atteste
la fonction x3).

Définition

Soit f une fonction réelle et dérivable sur un intervalle ouvert / de R; un
point stationnaire de  dans / est un point de / en lequel la dérivée de f
s'annule.

Ainsi, si une fonction réelle et dérivable sur un intervalle ouvert de R
atteint un extremum en un point, alors ce point est un point stationnaire
de f.
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%‘ Cette méthode n'est d’aucun secours lorsqu’on s'écarte des hy-
‘ pothéses.

La méthode naturelle de recherche des extrema d'une fonction f réelle et
dérivable sur un intervalle ouvert / de R consiste & déterminer les points
stationnaires de f dans /, puis a examiner chacun de ces points
stationnaires.

Théoréme

Soit f une fonction réelle et dérivable sur un intervalle ouvert / de R et
Xo € | un point stationnaire de f.

La fonction atteint un maximum local en xg s'il existe € > 0 t.q.

X0 — € < x < xo implique [Df],, > 0 et xop < x < xp + € implique
[Df]s < 0. La fonction atteint un minimum local en xp s'il existe € > 0
t.q. xo — € < x < xp implique [Df];, > 0 et xg < x < xg + € implique
[Df]s > 0.

La fonction n'atteint pas d'extremum en xq s'il existe € > 0 t.q. Df est
non nul et garde un signe constant sur [xg — €[U]xo, Xo + €].
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Théoréme

Soit p > 1 un nombre entier et x € R. Si f est une fonction réelle
appartenant 8 CP(]x — ¢, x + ¢[) pour un nombre ¢ > 0 et si

[Df]x =---=[DP"*f], =0,

avec [DPf], # 0, alors si p est pair, f atteint un extremum local strict en
x; c'est un maximum si [DPf], < 0 et un minimum si [DPf], > 0.
Si p est impair, la fonction n'atteint pas d'extremum en x.

Exercice : Etant donné a, b > 0, rechercher les extrema et discuter de la
croissance de la fonction

b
f:]0,4+o00[—» R x+— ax+ "

Exercice : Etablir que toute fonction réelle, continue et non-monotone
sur un intervalle ouvert de R admet un extrema local.
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Une fonction réelle définie sur une partie non-majorée A de R admet la
droite y = mx + p (m,p € R) comme asymptote en 400 lorsque

lim |f(x) — mx— p| =0.

X— 400

Une fonction réelle définie sur une partie non-minorée A de R admet la
droite y = mx + p (m, p € R) comme asymptote en —oo lorsque

lim |f(x) — mx —p| =0.

X—r— 00

Une fonction réelle définie sur une partie non-majorée A de R admet la
droite y = mx + p (m,p € R) comme asymptote en +oo lorsque

lim |f(x) — mx— p| =0.

X—r+00

Si m = 0, on parle d"asymptote horizontale et si m n'est pas nul, on parle
d'asymptote oblique.

<

Proposition
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Définition

Une fonction réelle f définie sur une partie A de R admet la droite x = c,
avec ¢ € A\ A, comme asymptote verticale lorsque

lim f(x) = oc.

X—C

2
Exemple : f : R\ {1} x— ——

P%
x—1

Définition

Un point d'inflexion d'une fonction réelle f définie sur un intervalle / de R
est un point xg de cet intervalle ou s'opére un changement de concavité.

Ainsi, xp est un point d'inflexion ssi il existe € > 0 t.q. [xo — €, xo + €[ est
un intervalle de / pour lequel une des deux fonctions f ou —f est concave
sur |xo — €, xo[ et convexe sur |xg, xo + €.

Exemple : x — (x — 1)3.
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Une fonction réelle f définie sur une partie A de R admet une tangente a
droite en xp € A si la limite

X f(X0+h)ff(Xo)
= |
Ui th8+ h

existe. Une fonction réelle f définie sur une partie A de R admet une
tangente 3 gauche en xp € A si la limite

existe.

Définition

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert / de R. Le point
Xo € | est un point anguleux de f si les dérivées a gauche et a droite de f
en xg existent et sont de signe différent.

finition
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V. Calcul de limites

Probleéme : Soit f défini sur A C K, g défini sur B C C avec f(A) C B et
&€ AU{o0}. Si lim f(x) = v, que peut-on dire de lim g o f(x)
x—E& x—E&
Si lim g(y) a un sens (OK si g est continu en ), alors
Y=y
li f(x)=1li :
Jim g o f(x) = lim g(y)

Si g est continu en -+, une simple substitution convient; il existe d'autres
cas oll une substitution admet une interprétation directe :

@ ct+oo=00,ceC (ex: IiT tanh(x) + x),
X—+00
@ coo =00, c € C\ {0} (ex: _|I>T x tanh(x)),

@ c/oo=0,ceC (ex: X_ILTOOtanh(x)/x).
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On a aussi
@ rtoo==x00, rekR,

@ oo+ oo = +o0,
or~(:|:oo):{ oo sir>0

Foo sir<O0
, [ 0F sir>o0
+oo T 0F sir<o0

Ainsi, lim sin(x) +x = +o00, lim (2+sin(x))x = +oo et

I
—+oo x—|>+<>o
lim sin(x)/x =0.
X—r—+00

Il existe des cas ou la limite cherchée existe méme si lim g(y) n'existe
Y=

pas (ex : )!iLnO (x +sin(x))/ sin(x)).

Il s'agit de cas ou la substitution de v dans g conduit & un symbole dénué
d'interprétation ; on dit qu'il s'agit d'un symbole illusoire indéterminé.
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Voici les principaux :

@ symboles illusoires de base : « 0/0 », « 000 », « 00/00 ».
Equivalents : f/g = f(1/g) = (1/g)/(1/f).

i 1 [
Exemples : lim M lim —exp(x), lim n(x)
x—0 X X—+00 X X—>+o0 X

@ symbole illusoire « co — 00 ».
Se raméne aux précédents : f — g = f(1 — g/f) (I'indétermination
ne subsiste que si g/f — 1).

Exemple : lim — — cot(x).
P x—0t X ( )

@ symboles illusoires exponentiels : « 09 », « 1° », « 00® » se

raménent aux symboles de base grace a la formule X* = exn(X),

@ d'autres symboles illusoires se raménent aux précédents.
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L'étude d'une limite d’un quotient peut parfois se ramener a I'étude de la

limite sur le quotient des dérivées.

Exemple : lim M = M =1
x—0 X 1

Cette maniére de faire peut se généraliser.

Théoréme (I'Hospital)

Soit f et g deux fonctions réelles et dérivables sur un intervalle / de R
telles que g et Dg différent de 0 en tout point de /. Soit aussi r un point
de I et £ un des symboles r™, r=, +00 ou —oo t.q. il existe une suite de
I qui converge vers £. Si on a

lim f(x) = lim g(x) =0 ou lim f(x) = lim g(x) = o
x—& x—& x—& x—&

.. Df R . '
et si lim —(x) = ~, v pouvant &tre un nombre réel ou I'un des symbole
x—E Dg
+00 ou —o0, alors
i f( )
m —(x) = 7.
I gt =1

<
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Si g est une fonction réelle et dérivable sur l'intervalle | C R
et si Dg ne s’annule en aucun point de /, g ne peut s'annuler
qu’une fois au plus.

— restreindre | au besoin.

On ne peut Tien déduire de l;rng g—;(x) a partir de )ng g(x) =.
(cf. lim M)

xX—~+o00 X

. Df + . . . f +
lim —(x) = n'implique pas lim —(x) =~~.
lim, Dg( ) =" plique p X_)gg( ) =7
(cf. lim ;)

X—r+00 \/1+X2

Utiliser le théoréme de I'Hospital avec parcimonie!!!
En général, on peut faire sans.
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Exemples :

e lim xsin(l/x) =1,

X—+00

o lim M -9
x—=0+ x — sin(x)

. sin(x) — x
lim ——%—— =—1/6,
R R /
1
o lim —— — ——=1/2,
x=1x—1 In(x)
1 1/x _
o lim LFXNT e
x—0+ X
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