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Algebres, o-algebres et classes de
Dynkin

Exercice 1.1. Soit X un ensemble. Déterminer si les systemes suivants sont des algebres
ou des o-algebres :

(i) & :={AC X|Aest fini};

)
) {A C X|Aest dénombrable};
(iv) & :={A C X|Aest dénombrable ou A est dénombrable};
)
)

Exercice 1.2. Soit X un ensemble.

(i) Si Ay,...,A, (n € IN¥) sont des parties deux a deux disjointes de X. Décrire la o-
algebre engendrée par ce systeme. Quel est son cardinal ?

(ii) Si By,...,B, € X, on pose, pour tout ] C{1,...,n},
Ap=(1B;n[ B
i€J iel
Montrer que les A; sont deux a deux disjoints et qu’ils engendrent la méme o-
algebre que By, ..., B,,.

(iii) En utilisant le point (i), décrire la o-algebre sur R engendrée par {[0,2],[1, 3]}.

Exercice 1.3. Soit X un ensemble. Décrire la o-algebre engendrée par
(i) les singletons de X;
(ii) les paires d’éléments distincts de X;

(iii) les parties finies de X.
Exercice 1.4. Soit & C p(X), montrer que

&= |J o9
?déﬁz%?l;rable
Exercice 1.5. Soient (X, %) un espace mesurable, y et v deux mesures de probabilité
distinctes sur (X, /). Montrer que &£ :={A € & : pu(A) = v(A)} est un A-systéme mais,
en général, pas une o-algebre.

Exercice 1.6. Soit (X, % (X,d), u) un espace mesuré. Montrer que la famille des en-
sembles dont la frontiére est de mesure p nulle est une algebre mais pas nécessairement
une o-algebre.



Exercice 1.7. Soit f : R — IR, pour tout x € R, on définit

wg(x)=inf  sup |f(t)=f(s)]
>0 te]x—n,x+1|
selx—n,x+n[

(i) Montrer que f est continue en x € R si et seulement si wy(x) = 0.
(ii) Montrer que pour tout € >0, (), := {x € R: ws(x) < ¢} est un ouvert de R.

(iii) En déduire que ’ensemble des points ou f est continue est un borélien de RR.

Exercices proposés

Exercice 1.8. (Sous-c-algebre) Soient (X, &) un espace mesurable et A un sous-ensemble
non vide de X. Démontrer que

4 :={ANB|Be ¥}
est une o-algebre sur A.

Exercice 1.9.

(i) Montrer, a I'aide d’un exemple, que 'union de deux o-algebres n’est en général
pas une o-algebre.

(ii) Soient & et % deux o-algebres sur X. Démontrer que l'on a
0(FUHB)=0({AUB|Ace A etBe HB}) =0 ({ANB|A€ ¥ etBe AB)).

Exercice 1.10.

(i) Soient X un espace, (Y, %) un espace mesurable et f : X — Y une fonction, I’en-
semble & := {f(B)| B € A} est-il une o-algébre sur X ?

(ii) Soient (X, %) un espace mesurable, Y un espace et f : X — Y une fonction, l’en-
semble % := {f(A)|A € &/} est-il une o-algebre sur Y ? Qu’en est-il si f est surjec-
tif?

Exercice 1.11. Soient (X, &) un espace mesurable, y et v deux mesures de probabilité
distinctes sur (X,%). Montrer que si A est fixé dans &/, %, :={Be & : y(ANB) =
u(A)u(B)} est un A-systéeme mais, en général, pas une o-algebre.

Exercice 1.12. Soient (X, %/, u) un espace mesuré fini et 9 une algebre telle que
0(%B) = &, montrer que pour tout € > 0 et pour tout A € &/, il existe B € & tel que
U(AAB) < e.

Suggestion : montrer que ¢ ={Ae/ : Ve >01Be P t.q. u(AAB) < €} est une o-algébre.

Exercice 1.13.
(i) Montrer que {x € R:dn € IN": |x — n| < 1/n} est un borélien de RR.
(ii) Montrer que {(x,y) € R?: x2+y? = 1 & x ¢ Q} est un borélien de R>.
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