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Mesures

Exercice 2.1. (Mesure de Dirac) Soient (X, &) un espace mesurable et x; € X.

(i) Démontrer que la loi
Ox, + S —{0,1} : A xalxp)

est une mesure sur (X, %).
(i) Démontrer que si y est une mesure sur (X, /) telle que u(A) = 0 pour tout A € &
vérifiant xq € A, alors p est un multiple (dans [0, +oo]) de .

Exercice 2.2. On consideére 'application y définie sur p(IN*) par

u(A) = Z}%

jeA
S’agit-il d’'une mesure sur 9(IN*) (la somme sur un ensemble vide étant nulle par

convention)?

Exercice 2.3. Montrer qu’une mesure finiment additive est une mesure si et seulement
si elle est continue a gauche.

Exercice 2.4.

(i) Soit (X, %) un espace mesurable et (y;);cn+ une suite croissante de mesuresﬂ
Démontrer que p : & — [0,+00] : A > lim;_,, pj(A) définit une mesure sur
(ii) Soit (pj)jen+ une suite arbitraire de mesures sur (X, /). Déterminer si l'applica-
tion y: & —[0,+00] : A > Z;ﬁ pj(A) définit une mesure sur (X, &).
(iii) Sur l’espace mesurable (N, p(IN)), on définit pour tout j € IN, v;(A) = #(AN[j, +oo]).
Montrer que (v;);en est une suite décroissante de mesures sur (N, p(IN)).
(iv) Soit v : 9(IN) — [0, +00] : A > infjeN vj(A). Sagit-il d’une mesure sur (N, p(IN))?

]
Pour répondre a cette question, déterminer v(IN) et v({n}) pour tout n € IN. On

demande de caractériser complétement v.

Exercice 2.5. Soit (X, %, y) un espace mesuré fini.
(i) Montrer que si A,B € & et u(AAB) =0 alors u(A) = u(B).
(ii) On définit sur & la relation

A~B & u(AAB) =0,

montrer que ~ est une relation d’équivalence sur & .

1. Clest-a-dire que pour tout A € & et pour tout j € IN*, on a p;(A) < pjy1(A).



(iii) On définit l'application
d: fxs —[0,+c0[: (A B)+— d(A,B) = u(AAB),
montrer que d permet de définir une distance sur .

Exercice 2.6. Montrer qu’il n’existe pas de mesure y non nulle et finie sur (Z,p(Z))
qui soit invariante par translation, i.e. satisfaisant p(m + A) = u(m) pour tous m € Z et
Aep(Z).

Exercice 2.7. Est-il correct d’affirmer qu’il existe des ouverts denses dans IR de mesure
de Lebesgue non nulle aussi petite ou aussi grande que 1’on veut? Pourquoi?

Exercice 2.8. Soit ¢ > 0. Montrer que pour presque-tout x € [0,1], il n’existe qu'un
nombre fini de rationnels p/q avec p et q premiers entre eux tels que
1
et

Exercices proposés

Exercice 2.9. (Probabilité de Laplace) Soit X un ensemble fini non vide. Démontrer
que la loi

#A
(X , : —
pi9(X)—>[0,+00[: A X

est une mesure de probabilité sur (X, p(X)).

Exercice 2.10. On dit que & C ¢(X) est un o-idéal si
— 07,
— AeF etBCA=Be T,
— & est stable par union dénombrable.

(i) Donner un exemple de o-idéal.
(ii) Montrer que
o(F)=lAcp(X): Ac FouA* e F)
(iii) Si X ¢ &, montrer que 'application y définie par

0 siAeF
HA) =
1 siAeF

est une mesure de probabilité sur (X, o(F)).

Exercice 2.11. Montrer qu'une mesure finie et finiment additive est une mesure si et
seulement si elle est continue a droite.

Exercice 2.12. Soient (X,%,u) un espace mesuré et 9% une algebre telle que
0(%B) = /. Montrer que si p est une mesure o-finie sur 9 alors, pour tout € > 0 et
pour tout A € &/ de mesure finie, il existe B € % tel que u(AAB) <e.

Suggestion : considérer les mesures p; : ¢ — [0,00] : A > p(AN X;) et utiliser I'exercice
1.12 dela liste 1.



Exercice 2.13. * (Théoréme de Ulam) Démontrer que toute mesure finie borélienne
sur un espace métrique compact est réguliere.
Suggestion : Montrer que

& ={Ae B(X): u(A) =sup{u(K) : K compact K C A} et p(A) =inf{u(Q) : Q ouvert A C Q}}
est une o-algebre qui contient les fermés de X et donc FB(X).
Exercice 2.14. * Nous considérons ’ensemble IR? et le systéme

& :={A e p(R?) : AouACest inclus dans une union dénombrable de droites}.

(i) Montrer que (IR?, %) est un espace mesurable.
(ii) Soit p : & — [0, +0co] défini par
0 siAestinclus dans une union dénombrable de droites,
pA) =

1 sinon.

L’application y est-elle une mesure de probabilité sur (R, /)?

Suggestion : Pour le point (ii), montrer que
F :={A e p(R?) : A est inclus dans une union dénombrable de droites)

est un o-idéal ne contenant pas R? afin d’appliquer Uexercice 2.8. et utiliser le fait que IR?
est un espace de Baire.
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