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Theoremes concernant la limite

Exercice 5.1. Montrer que, pour tout j € IN, les fonctions
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Exercice 5.2. Si cela a un sens, calculer pour tout n € N,
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Exercice 5.3. Calculer les limites suivantes :
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fj(x)dx, ou, pour tout j € N, f] est la fonction définie par
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Exercice 5.4. Si f est une fonction continue et positive sur [0,1], calculer les limites

suivantes :
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Exercice 5.5. Soient a,b > 0, calculer, si possible,
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Exercice 5.6. Montrer que :

Exercice 5.7. Soient (X, &, #) un espace mesuré et f une fonction y-intégrable.

yn&f%dy:fﬁzfdy.

(ii) Si de plus p est une mesure de probabilité, démontrer I’assertion suivante :

(i) Montrer que

f|l+zf|dy21VzeC:jfdy:0.

Exercice 5.8. Soient (X, %, ) un espace mesuré et A € &/ de mesure finie. Montrer
que si (f;); est une suite de fonctions mesurables qui converge uniformément vers une
fonction f sur A, alors
lim j |f;—fldu=0.
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Ce résultat est-il toujours vrai si p(A) = 00?

Exercice 5.9. Soit (X, &/, p) un espace mesuré. Soient également (f;);, (g;); et (h;); trois
suites d’applications & -mesurables telles que

— gj < fj < hj pour tout j,

— f= lim]-fj, g= lim]- gj et h= lim]- h]-,

— g et h sont py-intégrables,

— lim]-fg]- dp = fgdy et lim]-fhjdy = fhd,u .
Montrer que f est p-intégrable et que

li;nfﬁdyszdy.

Exercices proposés

Exercice 5.10. Montrer que :
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Exercice 5.11. Si f est une fonction continue et positive sur [0, 1], montrer que :
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Exercice 5.12. Soient (X, &/, u) un espace mesuré et f : X — R une fonction y-intégrable.
Montrer l’assertion suivante :

V€>O,36>0:VAG%,,M(A)<6:>U‘fdy <E&.
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Suggestion : Procéder par I'absurde; supposer f avaleurs positives ; considérer la suite (0;); =
(Z‘j)j pour construire une suite d'ensembles (A;); vérifiant certaines conditions; poser Bj =

Uk>jAk puis B =N;B;; utiliser I'exercice 4.12 de la liste 4 et enfin obtenir une contradiction
grdce au TCD.
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