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Calcul intégral
2021–2022 – Bachelier en sciences mathématiques

Exercice 5.1. Montrer que, pour tout j ∈N, les fonctions

fj(x) =
j
√
x

1 + j2x2 et gj(x) =
j

3
2x sin(x)
1 + j2x2

sont intégrables sur ]0,1[ et telles que

lim
j→+∞

∫
fj(x)dx = 0 et lim

j→+∞

∫
gj(x)dx = 0.

Exercice 5.2. Si cela a un sens, calculer pour tout n ∈N,

lim
j→+∞

∫ j

0
xn(1− j−1x)j dx.

Exercice 5.3. Calculer les limites suivantes :

(i) lim
j→+∞

∫ +∞

0

sin2(x)
1 + xj

dx.

(ii) lim
j→+∞

∫ 1

0

j

1 + x2 sin(
x
j

)dx.

(iii) lim
j→+∞

∫ 1

0

je−x

jx+ 1
dx.

(iv) lim
j→+∞

∫ +∞

0
f (x)e−j sin2(x)dx, où f est une fonction intégrable sur [0,+∞[.

(v) lim
j→+∞

∫
R

fj(x)dx, où, pour tout j ∈N∗, fj est la fonction définie par

fj(x) =


0 six ∈R\[0,2j],

x
j2 six ∈ [0, j],

− x
j2 + 2

j six ∈]j,2j].

(vi) lim
j→+∞

+∞∑
k=1

j

jk2 + k + 1
.

Exercice 5.4. Si f est une fonction continue et positive sur [0,1], calculer les limites
suivantes :

(i) lim
k→+∞

+∞∑
j=0

1
j!

∫ 1

0
tjkf (t)dt.



(ii) lim
k→+∞

+∞∑
j=0

(−1)j

j!

∫ 1

0
tj(1 +

t
k

)kf (t)dt.

(iii) lim
k→+∞

+∞∑
j=0

1
k2j+1(2j + 1)!

∫ 1

0
t2j+1f (t)dt .

Exercice 5.5. Soient a,b > 0, calculer, si possible,∫ +∞

0

xe−ax

1− e−bx
dx.

Exercice 5.6. Montrer que : ∫ +∞

0

sin(x)
ex − 1

dx =
+∞∑
j=1

1
j2 + 1

.

Exercice 5.7. Soient (X,A ,µ) un espace mesuré et f une fonction µ-intégrable.

(i) Montrer que

lim
t→
,

0

∫
|1 + tf | − 1

t
dµ =

∫
ℜf dµ.

(ii) Si de plus µ est une mesure de probabilité, démontrer l’assertion suivante :∫
|1 + zf |dµ ≥ 1 ∀z ∈C⇒

∫
f dµ = 0.

Exercice 5.8. Soient (X,A ,µ) un espace mesuré et A ∈ A de mesure finie. Montrer
que si (fj)j est une suite de fonctions mesurables qui converge uniformément vers une
fonction f sur A, alors

lim
j→+∞

∫
A
|fj − f |dµ = 0.

Ce résultat est-il toujours vrai si µ(A) =∞ ?

Exercice 5.9. Soit (X,A ,µ) un espace mesuré. Soient également (fj)j , (gj)j et (hj)j trois
suites d’applications A -mesurables telles que

— gj ≤ fj ≤ hj pour tout j,
— f = limj fj , g = limj gj et h = limj hj ,
— g et h sont µ-intégrables,
— limj

∫
gj dµ =

∫
g dµ et limj

∫
hj dµ =

∫
hdµ .

Montrer que f est µ-intégrable et que

lim
j

∫
fj dµ =

∫
f dµ.

Exercices proposés

Exercice 5.10. Montrer que :

(i) lim
j→+∞

∫ +∞

0

cos(jx)
(jx+ 1)(x2 + 1)

dx = 0.



(ii) lim
j→+∞

∫ +∞

0

dx

xj + ex
= 1− e−1.

(iii) lim
j→+∞

∫ +∞

0

j ln(1 + x
j )

(1 + x2)2 dx =
1
2

.

(iv) lim
j→+∞

∫ j

0

(
1− x

j

)j
dx = 1.

(v) lim
j→+∞

∫ +∞

0
f (jx)e−x

j
dx = lim

x→+∞
f (x), où f est une fonction bornée et dont la limite

en +∞ existe.

(vi) lim
j→+∞

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + xj)
1
j

=
π
4

+ ln(
√

2).

Exercice 5.11. Si f est une fonction continue et positive sur [0,1], montrer que :

(i) lim
k→+∞

+∞∑
j=0

k+1∑
l=0

(−1)l
(
k + 1
l

)∫ 1

0
tl+jf (t)dt = 0.

(ii) lim
k→+∞

+∞∑
j=0

(−1)j

k2j+1(2j + 1)!

∫ 1

0
t2j+1f (t)dt = 0.

(iii) lim
k→+∞

+∞∑
j=0

(−1)j

knj

∫ 1

0
tnjf (t)dt =

∫ 1

0
f (t)dt, où n ∈N∗.

(iv) lim
k→+∞

+∞∑
j=0

1
kjj!

∫ 1

0
tjf (t)dt =

∫ 1

0
f (t)dt.

Exercice 5.12. Soient (X,A ,µ) un espace mesuré et f : X→R une fonction µ-intégrable.
Montrer l’assertion suivante :

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ∀A ∈A , µ(A) < δ⇒
∣∣∣∣∣∫

A
f dµ

∣∣∣∣∣ < ε.

Suggestion : Procéder par l’absurde ; supposer f à valeurs positives ; considérer la suite (δj)j =
(2−j)j pour construire une suite d’ensembles (Aj)j vérifiant certaines conditions ; poser Bj =
∪k≥jAk puis B = ∩jBj ; utiliser l’exercice 4.12 de la liste 4 et enfin obtenir une contradiction
grâce au TCD.
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