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Introduction

J’ai commencé a rédiger ces notes pour le cours de Théorie de la mesure que j’ai enseigné
pour la premiere fois durant 'année acdémique 2011-2012, cela fait donc maintenant plus
de dix ans. Déja a I’époque, ces notes débordaient assez largement de la matiere vue au
cours. J’ai toujours eu pour objectif de donner la possibilité aux étudiants qui le désirent
d’en apprendre d’avantage.

Maintenant, la théorie de la mesure est abordée dans trois cours, dont deux sont pro-
fessés en master. Pourtant, méme avec toutes ces heures d’enseignement réparties en ces
trois cours, je n’aurai pas le temps d’aborder tous les sujets contenus dans les notes. Il
faut dire que je les ai constamment modifiées durant ces années, notamment en y ajoutant
de nouveaux concepts et résultats. Mon dernier ajout concerne les mesures de Haar. A
mon avis, il manque a ces notes les bases concernant les espaces polonais.

Comme le lecteur I'aura compris, certaines parties de ces notes ont été scrutées par les
yeux de nombreux liseurs. Ces dernieres ne devraient par conséquent comporter qu'un
nombre limité de coquilles. A I'inverse, certains passages n’ont que sommairement été
relus. Je dois donc par avance m’excuser des fautes de frappes et autres coquilles qui ne
manqueront pas de jalonner ces notes dont certains passages sont de premiere jeunesse.

La structure de ce cours est proche de celle adoptée dans [10], avec des compléments
empruntés a [20] et [35] entre autres. J’ai aussi mis a profit les cours précédemment
enseignés dans cette Université, en m’inspirant des idées présentées dans [22] et [33].

vii
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Chapitre 1

Mesures

Les notions de longueur dans I’espace euclidien R, d’aire dans 'espace R? et de volume
dans I'espace R? peuvent étre développées & partir de principes géométriques intuitifs. A
priori, application « volume », par exemple, devrait étre une application Vol définie sur
©(R?) & valeur dans [0, co] jouissant des propriétés suivantes,

1. si (Xj;)_, est une suite finie d’ensembles deux & deux disjoints, alors

N N
Vol(|J Xi) =D Vol(Xy),
k=1 k=1

2. si X et X’ sont isométriques, alors Vol(X) = Vol(X’),
3. si X désigne le cube de c6té de longueur 1, alors Vol(X) = 1.

Ces trois conditions sont cependant inconsistantes (en dimension d > 3), comme l'ont
montré Banach et Tarski! [2, 32]. Ce probléme persiste (quel que soit la dimension d) si
la condition 1 d’additivité finie est remplacée par la condition d’additivité dénombrable.
Nous verrons qu’il est en fait possible de définir une telle application en restreignant
le domaine de définition, de maniére & ne pas prendre en compte les ensembles posant
probléeme.

1.1 Sigma-algebres

Les mesures seront définies sur les o-algebres.

Définitions et premieres propriétés

Soit X un ensemble arbitraire. Rappelons qu’une collection <7 de sous-ensembles de X
est une algebre sur X si

— X ed,

— si A € &, alors A¢ € &,

— pour chaque suite finie Ay, Ag,--- , Ay, (n € N) d’ensembles de &/, on a U}_, A}, € &7

1. Le Paradoxe de Banach-Tarski (version forte) s’énonce comme suit : deux ensembles de R® bornés
et d’intérieurs non-vides sont equidécomposables. Ce théoreme repose sur ’axiome du choix. Cependant,
il existe des résultats « peu naturels » ne reposant pas sur cet axiome; citons par exemple le Paradoxe de
Dougherty-Foreman [11].
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Ainsi, &/ est stable pour le passage au complémentaire et I'union finie. Bien str, puisque
NE_1 Ar = (UE_, A%)¢, of est aussi stable pour I'intersection finie. Remarquons aussi que
oed.

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble arbitraire. Une collection &7 de sous-ensembles de
X est une o-algébre sur X si

— X ed,

— si A € o/, alors A€ € o,

— si (Ag)k est une suite d’ensembles de o7, alors Ui Ay, € 7.

Remarquons que si une o-algebre contient au moins un élément, A, alors elle contient
X = AU A€ On peut donc remplacer, dans la définition, la condition X € & par &/
non-vide.

La différence entre algebre et o-algebre est soulignée par le résultat suivant (donnant
un critére pour vérifier si une algebre est une o-algebre). Rappelons qu’une suite (Ag)x
d’ensemble est croissante si Ay C Agy1 et décroissante si Ay O Agy1 pour tout k.

Proposition 1.1.2. Soit X un ensemble quelconque et o/ une algébre sur X ; o/ est une
o-algébre sur X si une des deux conditions est vérifiée.

— o est stable pour l'union de suites d’ensembles croissants,

— @ est stable pour lintersection de suites d’ensembles décroissants.

Démonstration. Supposons que la premiere condition est vérifiée. Soit (Aj)r une suite
d’ensembles de &7 et soit S = Ué?:lAj. Les ensembles Sy appartiennent & <7 et la suite
(Sk)k est croissante. De 1a, U Sy € o7, Puisque Ug A = Ug Sk, &7 est une o-algebre.
Montrons maintenant que si la seconde condition est vérifiée, la premiere I’est aussi. Si
(Ag)g est une suite croissante de o7, (Af); est une suite décroissante de «7. La seconde
condition implique que N, A§ appartient a &7 et donc que Uy A, = (NEA%)¢ appartient a
&/, ce qui termine la preuve. O

Donnons quelques exemples.

Exemples 1.1.3. Soit X un ensemble,

— p(X) est une o-algebre,

— {@, X} est une o-algebre,

—siAC X, {9, A, A°, X'} est une o-algebre,

— si X est infini, la collection des sous-ensembles finis de X n’est pas une algebre,

— si X est infini, la collections des sous-ensembles A de X tels que soit A, soit A€ est
fini est une algebre mais pas une o-algebre,

— si X n’est pas dénombrable, la collection de tous les sous-ensembles dénombrables
de X n’est pas une algebre,

— la collection de tous les sous-ensembles de X tels que soit A, soit A€ est dénombrable
est une o-algebre,

— la collection de tous les sous-ensembles de R qui peuvent s’écrire comme une union
finie d’intervalles de la forme |a, b, Ja, oo[ ou | — 00, 8] (a,b € R) est une algebre sur
R, mais pas une o-algebre, puisqu’elle ne contient pas les ensembles du type [a, b]
(a,b € R), qui peuvent s’écrire comme une union d’éléments de la collection.

Le résultat suivant permet de construire des o-algebres.
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Proposition 1.1.4. Soit X un ensemble quelconque. L’intersection d’une collection non-
vide de o-algébres sur X est une og-algebre sur X.

Démonstration. Soit ¥ une collection non-vide de o-algebres sur X et o/ intersection
des éléments de ¥. L’ensemble X appartient a tous les éléments de ¥ et donc & 7. Si
A € of, A appartient a tous les éléments de %, qui contiennent aussi A¢. Ainsi, A€ € &7.
Enfin, si (Ag)r est une suite appartenant a <7, elle appartient & tous les éléments de % ;
il en va donc de méme pour U Ay, ce qui implique Up Ay € 7. O

Remarquons que 'union d’une famille de o-algebres n’est pas nécessairement une o-
algebre.

Corollaire 1.1.5. Soit X un ensemble quelconque et F C p(X) une famille de sous-
ensembles de X. Il existe une plus petite o-algebre sur X qui contient F : c’est linter-
section de toutes les o-algébres contenant F .

Démonstration. Soit € la collection de toutes les o-algebres sur X contenant .#. Cette
collection n’est pas vide, puisque p(X) est un élément de €. Suivant la Proposition 1.1.4,
Pintersection 7 de tous les éléments de € est une g-algebre sur X incluant .%. Qui plus
est, &/ est inclus dans toutes les o-algebre sur X contenant .%. O

Définition 1.1.6. Soit X un ensemble quelconque et .# C (X) une famille de sous-
ensembles de X. La plus petite o-algébre contenant .% est appelée la o-algébre engendrée
par .# et est notée o(.%).

Exemples 1.1.7. Soit X un ensemble non vide et A une partie de X. Si A est vide ou
Iensemble X tout entier, alors o({A}) = {&, X}. Dans les autres cas, on a o({4}) =
{9, A, A¢, X }.

Ensembles boréliens

Les o-algebres de Borel sont de premieére importance; elles contiennent la plupart des
ensembles d’'un intérét pratique.

Définition 1.1.8. Soit (X,€2) un espace topologique; la o-algébre de Borel B(X,Q) de
Iespace (X,€Q) (notée simplement Z(X) lorsque la topologie est implicite) est définie
comme suit,

B(X, Q) =0c({AeQ}) =0({AC X : Aouvert}).
Un ensemble de B € %(X) est appelé un ensemble borélien. Si X est 'espace R? muni
de la distance euclidienne, on note 2

B = Z(RY)
et B=2(R).

Proposition 1.1.9. Si € C B(X) est tel que tout ouvert de X est union dénombrable
d’éléments de €, alors o(€) = B(X).

Démonstration. 11 suffit de démontrer I'inclusion suivante, Z(X) C o(%). Par définition
d’une sigma algebre, o(%) contient les ouverts de X. Puisque (X)) est la plus petite
o-algebre jouissant de cette propriété, I'inclusion est vérifiée. ]

2. Cette notation, qui peut paraitre abusive, sera justifiée dans la suite (Corollaire 3.1.7).
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Proposition 1.1.10. Si (X, d) est un espace métrique séparable,
B(X,d) =c({B(x,e): xz € X, e > 0}),
ot B(x,e) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon € de X.

Démonstration. En vertu de la Proposition 1.1.8, il suffit de démontrer que tout ouvert
U de X peut s’écrire comme une union dénombrable de boules. Soit D C X un ensemble
dénombrable tel que X C D et posons

C ={(z,e) € D x (QN]0, 0])}.

On a
U= |J Bzo).

(z,e)eC
B(z,e)CU

En effet, soit a € U; puisque U est ouvert, il existe 0 < ¢ € Q tel que B(a,2¢) C U.
Par densité, il existe aussi un point x € D tel que d(x,a) < . Maintenant, 2’ € B(z,¢)
implique d(a,z’") < d(a,z) +d(z,2’) < 2¢ et donc B(z,¢) C B(a,2¢); ainsi, a € B(z,¢) C
Uet (z,6) € C. O

Intéressons nous plus particulierement a B.

Proposition 1.1.11. La o-algébre B est engendrée par chacune des collections d’ensembles
suivantes,

— la collection de tous les ensembles fermés de R,

— la collection des demi-droites de R de la forme ] — 00,b] (b€ R),

— la collection des semi-intervalles de R de la forme |a,b] (a,b € R).

Démonstration. Soient %y, PBo et HBs les o-algebres engendrées par les trois collections
d’ensembles de ’énoncé (dans l'ordre). Nous allons montrer que les inclusions suivantes
sont vérifiées.

B3 C By C P C B C HBs.

Bien stir, B contient tous les ensembles ouverts de R, donc aussi tous les ensembles fermés
de R et donc %, C B. Puisqu’un ensemble de la forme | — oo, b] est fermé, on a HBs C H;.
De plus, on a

la,b] =] — 00, b]N] — 00, al®,
et donc B3 C Bs.

Intéressons-nous maintenant a la dernieére inclusion. Soient € la collection des intervalles
la,b] de R tels que a,b € Q. Tout ensemble ouvert U de R se décomposant comme suit,

v=U 1

Ie€

cu
la Proposition 1.1.8 implique o(%) = B. Puisque, pour tout élément I de ¢, I € %3, on
obtient o(%¢) C %s. O

Proposition 1.1.12. La o-algeébre B est engendrée par chacune des collections d’ensembles
suivantes,
— la collection de tous les ensembles fermés de R?,
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— la collection de tous les demi-espaces de la forme Hizl] —00,bi] (bx € R VEk),
— la collection de tous les rectangles semi-ouverts de la forme [[¢_,)ax, b] (ak,br € R

Vk).

Démonstration. Comme pour la proposition précédente, soient HBy, HBo et B3 les o-
algebres engendrées par les trois collections d’ensembles de ’énoncé (dans 'ordre). Bien
stir, ;1 C B% Pour les mémes raisons que précédemment, %3 C %Bo C ;. Enfin, tout
ensemble ouvert U est 'union de tous les rectangles semi-ouverts a sommets rationnels
inclus dans U, szl]ak, br] (ag,br € Q VE), ce qui permet de conclure comme dans la
démonstration précédente. O

Incidemment, nous avons aussi démontré le résultat suivant.
Corollaire 1.1.13. On a B = 0({R C R? : R est un rectangle fermé}).

Démonstration. Soit o7 la o-algebre engendrée par les rectangles fermés de R?. Puisque
tout ensemble fermé appartient & B?, &7 C B?. Dans la démonstration précédente, il a été
montré que, si ¥ désigne la collection de tous les rectangles fermés de sommets rationnels,
o(%) = B?. Par conséquent, BY C o7 O

Regardons de plus prés quelques ensembles de BY.

Définition 1.1.14. Soient . (R?) la famille de tous les ensembles fermés de RY et ¢(R%)
la famille de tous les ensembles ouverts de R?. Soient .%,(R%) la collection des unions de
suites d’éléments de .7 (RY) et %5(R?) la collection des intersections de suites d’éléments
de 4(R%). Un ensemble de .Z, est appelé un ensemble F, et un ensemble de %5 est appelé
un ensemble G 3.

Proposition 1.1.15. Tout ensemble fermé de R? est un ensemble G ; tout ensemble ouvert
de R est un ensemble Fy.

Démonstration. Soit F un ensemble fermé de R? et définissons la suite (U})x comme suit,
Uy = {z e R?: d(x,y) < 1/k pour un y € F}.

Si FF = @, alors U, = @. Qui plus est, U, est ouvert et F' C NipU,. Montrons que
I'inclusion inverse est aussi vérifiée. Tout point de MUy, est la limite d’une suite de points
de F. Puisque F est fermé, cette limite appartient a F'. Nous venons donc de montrer que
F' est un ensemble Gj.

Si ) est un ensemble ouvert, (2¢ est fermé et Q¢ = NUj. De la, Q = U, U; et Q est un
ensemble F;. O

Pour une collection ¥ d’ensemble, soit %, la collection obtenue en prenant les unions
de suites de & et %5 la collection obtenue en prenant les intersections de suites de %.
On peut itérer les opérations représentées par -, et -5 pour obtenir, a partir de la classe
F, les classes F,, Zu5, Fuéos.. €, & partir de la classe ¥, les classes 95, Ysoy Dsoye-
(remarquons que %5 = F, Y, =9 et Foo = Fo, Y55 = 9s5). Considérons 'ensemble M
des mots m construits sur 'alphabet {J, 0} dont aucune lettre ne se répete : m =1y --- Iy

3. Les lettres F' et G ont vraissemblablement été choisies pour représenter les mots fermé et Gebiet,
alors que les symboles o et § représentent les mots Summe et Durchschnitt.
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avec I € {8,0} pour k € {1,...,N} et Iy # lpy1 quel que soit k € {1,...,N — 1}%.
Equipons cet ensemble de 1'opération concaténation; par exemple, pour m = o1 ---op,
onadm=2~d0y 0N

Proposition 1.1.16. Avec des notations évidentes, pour tout mot m de M, on a %, C Fom
et Fm C Y5

Démonstration. 1l suffit de procéder par induction sur la longueur du mot m, le cas de
base (concernant le mot m vide) étant déja connu. Supposons avoir Z,,s C Fsms et soit
m’ = mdo. Si E appartient & .%,,, alors E = U, Ay, avec Ay, € 5. Par induction, on a
A € Y505, ce qui implique que E = U, A appartient & 95,55, C'est-a-dire ¥,,,. Le cas

Fmo €t ceux concernant 4,5 et 4., se démontrent de méme. O
Le diagramme suivant est donc valide :

Y C Y% C Y%, C Y C

« K « S

F C Py C Fos C Fy56 C

Ces classes ne sont donc pas égales. Qui plus est, il existe des ensembles boréliens n’ap-
partenant & aucune d’entre elles [10].

Exercice 1.1.17. Montrer que si B est un borélien de R?, alors, pour tout ¢ > 0, ¢B est
encore un ensemble borélien.

Suggestion : On vérifie sans peine que & = {A : cA € B?} est une o-algebre contenant
les ensembles ouverts.

Proposition 1.1.18. Si X est un espace topologique et f : X — X est un homéomorphisme,
alors une partie B de X est un borélien si et seulement si f(B) est borélien.

Démonstration. On vérifie de suite que I’ensemble
o = {A: f(4) € B(X)}

est une o-algebre. De plus, pour tout ouvert U de X, f(U) est ouvert, ce qui implique
U € . On a donc #(X) C o/. Autrement dit, tout borélien B de X est tel que f(B)
est borélien.

On peut raisonner de méme avec

{A: f71(A) e B(X)}.
Ainsi, tout borélien B de X est tel que f~!(B) appartient & %(X). Des lors, si f(B) est
un borélien de X, B est également un borélien de X. O

Classes de Dynkin

Les classes de Dynkin sont utiles pour vérifier 1’'égalité de mesures ou la mesurabilité de
fonctions.

Définition 1.1.19. Soit X un ensemble quelconque. Une collection & de sous-ensembles de
X est une classe de Dynkin sur X si

4. On constate sans peine qu’il s’agit d’un langage régulier
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— X e 9,
— siA,Be P et AC B,alors B\ A€ 2,
— 81 (Ag)k est une suite croissante d’ensembles de 2, alors Up Ay € 2.

Le résultat suivant procure une définition alternative des classes de Dynkin.

Proposition 1.1.20. Soit X un ensemble quelconque. Une collection 2 de sous-ensembles
de X est une classe de Dynkin ou un systeme de Dynkin sur X si et seulement si

— X e g,

— si A€ 9D, alors A € 9,

— 51 (Ag)k est une suite d’ensembles deux & deuzx disjoints de 2, alors Up Ay € 9.

Démonstration. Supposons que Z est une classe de Dynkin. Si A € 2, alors A° = X\ A €
2. Soit maintenant (Ay); une suite d’ensembles disjoints deux a deux de Z et posons
Sy = U§:1Ak- La suite (Sg)x est une suite croissante d’ensembles. On a S € Z et par
récurrence, Sgy1 = Agr1 U Sk = (AZ+1 \ Si)¢ € 2, car, puisque les ensembles Ay sont
disjoints, Sy C A%Jrl. Ainsi, U A, = US; € 9.

Supposons maintenant que & est une classe vérifiant les conditions de I’énoncé. Soient
A Be 2, AC B.Ona B\ A= (B°UA) € 2, puisque B® et A sont disjoints. Soit
maintenant (Ay); une suite croissante d’ensembles de Z et posons Dy = Ay, Dy =
Ag11 \ Ag. Les ensembles Dy, sont disjoints deux a deux. Qui plus est, D1 € Z et D11 =
Agi1 \ Ak € 2, puisque Ay C Agy1. On obtient donc Uy A = U Dy € 9. O

Une collection de sous-ensembles & vérifiant les conditions de 1’énoncé est parfois ap-
pelée un A-systéme.

Remarque 1.1.21. Afin de mettre en évidence la différence entre classe de Dynkin et
o-algebre, remarquons que si une collection 2/ de sous-ensembles de X vérifie

— X ed,

— si A,B € 2, alors B\ A € «,

— si (Ag)k est une suite croissante d’ensembles de 2, alors U Ay, € o7,
alors &7 est une o-algebre sur X. Remarquons d’abord que si A et B sont deux éléments
de o7, alors AN B = A\ B¢ également. Puisque 7 est stable pour I'intersection finie et le
complémentaire, il I’est également pour 'union finie. Si (Ay) est une suite d’ensembles de
o, soit Sj, = U;?ZIA;C; ces ensembles appartiennent & o7. La suite (Si)x étant croissante,
on obtient que U A, = US) appartient a 7.

Bien stir, on obtient le méme résultat avec les conditions

— X e,

— si A,B € 2, alors B\ A € «,

— si (Ag)k est une suite d’ensembles deux a deux disjoints de &, alors Uy Ay € 2.
Si (Ag)k est une suite d’ensembles de 7, soit Sy = U;‘?:lAk, Dy = A et Dgyq = Agy1\ Sk
Ces ensembles appartiennent & 7 et donc Up A, = U D). appartient a o .

Le résultat suivant est évident.

Proposition 1.1.22. L’intersection d’une famille non-vide de classes de Dynkin est encore
une classe de Dynkin.

Définition 1.1.23. Soit X un ensemble arbitraire et € une collection de sous-ensembles
de X. L’intersection de toutes les classes de Dynkin contenant € est la classe de Dynkin
engendrée par €. On la note \(%).
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Bien stir, A(%) est la plus petite classe de Dynkin comprenant %
Nous allons maintenant faire la liaison entre les classes de Dynkin et les o-algebres.

Définition 1.1.24. Soit X un ensemble arbitraire. Une collection 4 de sous-ensembles de
X est un w-systéme sur X si elle est stable pour l'intersection finie : A, B € % entraine
ANBe%.

Proposition 1.1.25. Une classe de Dynkin qui est un w-systéme est une o-algébre.

Démonstration. Soit Z un A-systéme qui est aussi un m-systeme. Si (Ag)x est une suite de
2, il suffit de montrer que U,y Ay € 2. Soient S, = U?:lAjv Dy = Ay et Dy = Agy1\ Sk
On a S} = ﬂ;‘?:lAj €Y9,D1€ P et Dy = A1 NS € Z, puisque Z est stable pour le
complément et 'intersection. Ainsi (Dy)x est une suite d’ensembles disjoints deux a deux
de 2. Par conséquent, Uy Ay, = UpDy, € 9. O

Théoréme 1.1.26 (Dynkin). Soit € un m-systéme sur un ensemble arbitraire X. On a
NC)=0(%).

Démonstration. Puisqu’une o-algebre est une classe de Dynkin, o(%) est une classe de
Dynkin contenant &, donc A(¢) C o(%).

Nous allons maintenant montrer que A\(%) est une o-algebre. En vertu de la Proposi-
tion 1.1.24, il nous suffit de montrer que A\(%’) est un m-systeme. Pour B € A(%), soit

Ip={AcX®): ANB e \%)}.

Montrons que Zg est un A-systeme. Seule la stabilité pour 'opération complément n’est
pas immédiate. Si A € 9p,

A°NB=(ANB)°NB=((ANB)UB)° € \(¥),

et donc A€ € Zp.

Qui plus est, si B € %, on a ¥ C %p, puisque par hypothese, A € ¥ implique
ANB € €; ainsi, A(¢) C Zp pour tout B € €. Si B € A\(%) et A € €, nous venons
donc de montrer que B € %y, c’est-a-dire AN B € A(%). Autrement dit, € C Zp et
donc A(%¢) C Zp pour tout B € A(%). Au final, nous avons donc A, B € A(%¢) implique
AN B € XE), ce qui devait étre montré. O

1.2 Mesures

Dans cette section, nous allons d’abord définir les mesures sur une o-algebre et donner
ensuite les propriétés de bases de ces applications. Nous présenterons ensuite un résultat
concernant 'unicité et terminerons avec les mesures complétées.

Définitions et propriétés de base

Maintenant que le concept de o-algebre a été introduit, nous pouvons définir la notion de
mesure.

Définition 1.2.1. Soient X un ensemble quelconque et 2/ une o-algebre sur X. Une appli-
cation p définie sur o7 et & valeurs sur la demi-droite étendue [0, o],

e — 0,00 A p(A)

est une mesure sur &/ si
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— si (Ag)k est une suite d’ensembles de &7 disjoints deux a deux, alors

p(JAr) = u(Ap). (1.1)
k k

Une application vérifiant 1'égalité (1.1) est qualifiée de dénombrablement additive ou
o-additive. Si cette égalité n’a lieu que pour les suites (Ag) finies, Papplication est dite
finiment additive.

Si X est un ensemble quelconque, 7 est une o-algebre sur X et p une mesure sur &7,
le triplet (X, .7, 1) est appelé un espace mesuré; le couple (X, /) est appelé un espace
mesurable. Si (X, <7, i) est un espace mesuré, p est une mesure sur (X, .2/), ou méme une
mesure sur X, si le contexte est clair. Les ensembles de &7 sont parfois appelés ensembles
&/ -mesurables.

Si on considere une mesure p sur une g-algebre de Borel, i.e. si 'espace mesuré est du
type (X, #B(X), ), on dit que p est une mesure borélienne.

Remarque 1.2.2. Si p est une application définie sur une o-algebre vérifiant (1.1), alors
on a
w2) = wa),
k

ce qui implique p(@) = 0 ou () = oco. Dans ce dernier cas, on a pu(A) = oo, pour tout
ensemble A mesurable.

La théorie des probabilités repose sur ces définitions (voir également la remarque 1.2.21).

Définition 1.2.3. Un espace probabilisé ou espace de probabilité est un espace mesuré
(Q, o, P) tel que P(2) = 1. Dans ce cas, l’'ensemble Q est appelé 'univers, o/ une tribu
sur Q et P une probabilité sur <. Un élément de <7 est appelé un événement et P(A) est
la probabilité de ’évenement A € 7.

Donnons quelques exemples de mesure.

Exemples 1.2.4. Soient X un ensemble quelconque et o/ une o-algebre sur X. Les appli-
cation p définies ci-apres sont des mesures.
— L’application définie sur &7 telle que u(A) = #A si #A4 < Xy et pu(A) = oo sinon
est la mesure de dénombrement,
— Si X est un ensemble non-vide, soit z € X. L’application §, telle que §,(A) =1 si
x € A et §;(A) =0 sinon est la mesure de Dirac en z,
— Dapplication p telle que u(@) =0 et p(A) = oo si A # & est une mesure dégénérée.

Les principales propriétés des mesures sont résumées dans le résultat suivant.

Théoréme 1.2.5. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré et (Ay)r une suite de o/. On a les
relations suivantes.
— (monotonie) Si Ay C Az, alors

1(A1) < p(Az),

— st A1 C Ag et u(Ay) < o0, alors

(A2 \ A1) = p(A2) — p(Ar),
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— (sous-additivité dénombrable) on a toujours
p(JAr) <D u(Ay),
k k

— (continuité a gauche) si la suite (Ay)y est croissante,

UAk hmAk) = hrn,u(Ak)

— (continuité a droite) si la suite (Ay)y est décroissante et s’il existe un indice ky tel
que p(Agy) < 00,
ﬂ Ag) = hm Ag) = hm w(Ag),

— on a toujours
p(lim Ag) < lim pu(Ay),
k k

— il existe un indice ko tel que p(Ugsk, Ag) < 00

M(@Ak) > @N(Ak)-
Démonstration. Pour la monotonie, remarquons que si Ay C Ao,

n(Az) = (A1) + (A2 \ A1) > p(Ar).

Si, qui plus est, u(A;) < oo, cette relation entraine p(Asz \ A1) = p(A2) — p(A4y).
Pour la sous-additivité, considérons les ensembles By = Ay et Bii1 = Ak \ U?:1 Aj.
Les ensembles By, sont deux a deux disjoints et By C Ay Vk. Par conséquent

pJAn) = p B = 3" u(Bi) < 37 lAp),
k k k k

Pour la continuité & gauche, remarquons d’abord que s’il existe un indice kg tel que
p(Ag,) = 00, le résultat découle de la monotonie de la mesure. Sinon, soient les ensembles
By = Aj et Bgy1 = Agt1 \ Ag. Ces ensembles sont disjoints et donc

hmAk UAk Z,u By) = u(Aq) —|—hmz,u A\ 4j)

7=1

k
= u(Ay) + 111?12 f1(Aji1) — p(A;)
j=1
= lilgn p(Ag).

Pour la continuité a droite, nous pouvons supposer que u(A;) < oo. Puisque la suite
est décroissante, la suite (A; \ Ag)r est croissante et nous venons de montrer que pour
une telle suite,

p((J A1\ Ax) = lim Ay \ Ag) = p(Ay) — lim pu(Ag)
k
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Qui plus est,

A\ Aw) = u(An\ ) AR) = (A — () Ar)-
k k

k
Ces deux dernieres relations permettent d’écrire

() Ax) = lim p(Ap)-
k

Pour ’avant derniere assertion, posons By = ﬂ(;ik A;. La suite (By)j, est croissante et
limy By, = lim;, A. Vu ce qui a été montré précédemment, on a

p(lim Ay) = lim p(By) < lim pu(Ay,),
k k
puisque By C Ay Vk.
Le dernier point se démontre de la méme maniere en posant B = U;’ik Aj. O

Comme application, on obtient le résultat suivant, de grande importance en théorie
des probabilités, notamment pour la démonstration, par Kolmogorov, de la loi forte des
grands nombres.

Proposition 1.2.6 (Théoréeme de Borel-Cantelli). Soit (X, o, ) un espace mesuré; si
(Ak)r est ue suite de o telle que Y, u(Ag) < 0o, alors p(limy Ag) = 0.

Démonstration. Posons B = Uj>pAj; cette suite est décroissante et on a u(Bj) <
Ej>k 1(A;) < oo pour tout k. Vu ce qui précede, on a donc

p(lim Ay) = p(Nk Br) hgw(Bk)\h,gl;M(AJ) 0,

le reste 3, p(A;) étant celui d’une série convergente. O

Mesures o-finies et unicité

Nous présentons ici deux résultats concernant 1'unicité. Remarquons que les hypotheses
font intervenir un w-systeme.

Lemme 1.2.7. Soit (X, %7) un espace mesurable et € un mw-systeme sur X tel que of =
o(€). Si p et v sont deux mesures finies sur of telles que p(X) = v(X) et u(C) = v(C)
quelque soit C € €, alors p = v.

Démonstration. Soit 2 = {A € o/ : p(A) = v(A)}. On vérifie directement qu'’il s’agit
d’un A-systeme. Par hypothese, ¥ C Z et donc A(¢) C 2. Le Théoreme 1.1.25 implique
alors & = 0(%¢) C 2, ce qui suffit. O

Pour le second résultat nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition 1.2.8. Soient (X, <7, ) un espace mesuré et ¢ C /. La mesure p est dite
o-finie sur € s’il existe une suite croissante (Xj); d’ensembles de € telle que Up X = X
et u(Xg) < oo Vk. Si ¢ = 7, on dit simplement que la mesure est o-finie. Si p est
une mesure o-finie, espace (X, o7, 1) est appelé un espace mesuré o-fini. Un ensemble
A € & est o-fini pour p s'il existe une suite croissante (Ag)r de &7 telle que Up A = A
et u(Ag) < oo Vk.



12 CHAPITRE 1. MESURES

Bien stir, si p est une mesure finie, elle est o-finie sur toute collection ¢’ C o/ contenant
une suite croissante vers X et sur tout ensemble A € of.

Proposition 1.2.9. L’espace mesuré (X, o7, p) est o-fini si et seulement s’il existe une suite
(Ap)k de o recouvrant X telle que p(Ag) < oo Vk. La suite peut étre choisie telle que les
ensembles soient deuzx a deux disjoints.

Démonstration. Si (X, .o/, 1) est un espace mesuré o-fini, soit (Xj); une suite croissante
de o7 telle que Up X} = X et u(Xy) < oo Vk. La suite (Ag)x définie comme suit, A3 = X3
et Apy1 = Xp1 \ Xk Vk > 1 est la suite recherchée.

Maintenant, si (Ag)x est une suite de &/ recouvrant X telle que pu(Ag) < oo Vk, il
suffit de poser A7 = Ay et Aj ;| = Apyq )\ Ué?:lAj pour k& > 1 afin d’obtenir une suite
d’ensembles deux a deux disjoints avec les mémes propriétés que la suite (Ag)x. La suite
(Xk )i définie par Xy = Ué?:lAj pour k£ > 1 montre que p est une mesure o-finie. ]

Théoréme 1.2.10. Soient (X, o7) un espace mesurable et € un mw-systéme sur X tel que
o =0(€). Sip etv sont deur mesures sur o/ o-finies sur € et si u(C) = v(C) quel que
soit C € €, alors p=v.

Démonstration. Soit (Cy) une suite croissante de ¢ telle que UpC, = X et u(Ck) < oo
Vk. Définissons, pour tout k, les mesures uy et vy sur & comme suit, ux(A) = p(ANCk),
vp(A) = v(ANC). Le résultat précédent implique que pp = v, Vk. Des lors, on a

w(A) = liinu(A NC) = li}1€n v(ANCy) =v(A),

pour tout A € &7, ce qui suffit. O

Ensembles négligeables et complétion de mesures

Les mesures completes possedent des propriétés, notamment reliées aux fonctions mesu-
rables, tres intéressantes, comme nous le verrons plus tard.

Définition 1.2.11. Soit (X, .7, ) un espace mesuré. Un sous-ensemble B de X est un
ensemble p-négligeable (ou simplement négligeable si le contexte est clair) s’il existe un
ensemble A € &7 tel que B C A et pu(A) = 0. La mesure p est une mesure compléte si tout
ensemble p-négligeable est un élément de <7 ; autrement dit, si u(A) = 0 (donc A € &)
et B C A impliquent B € &7.

Définition 1.2.12. Soit (X, /) un espace mesurable. Une mesure p sur (X, o) est diffuse
si les singletons de X (c’est-a-dire les ensembles {x}, avec x € X) sont négligeables.
En particulier, si les singletons sont p-mesurables (c’est toujours le cas si la mesure est
complete), alors la mesure p est diffuse si et seulement si p({z}) = 0 pour tout z € X.

Définition 1.2.13. Soit (X, .o/, i) un espace mesuré. Un élément x de X est un atome de
wsi{x} e o et u({x}) > 0.

Bien évidemment, si une mesure possede un atome alors elle n’est pas diffuse : une
mesure diffuse est une mesure sans atome.

Définition 1.2.14. Soit (X, o/, 1) un espace mesuré. La mesure p est atomique si elle est
non-nulle et s’il existe un ensemble dénombrable D = {z1,x2,...} tel que {z;} € &/ pour
tout j (ce qui implique D € &) et u(A) = u(AN D) pour tout A € .



1.2. MESURES 13

Bien sur, ’ensemble D de la définition précédente est nécessairement non vide, sinon la
mesure p serait nulle. On a p(D€) = 0 et qui plus est, quitte a retirer les éléments inutiles,
on peut supposer avoir p({x;}) > 0 pour tout j. Ainsi, les éléments de D sont les atomes
de p et ce sont les seuls éléments qui contribuent a la valeur d’un ensemble :

wA) =Y pl{zs}).

CEjEA

En particulier, on peut étendre p a o(X) grace a 1'égalité précédente. Dans ce cas, on a
donc affaire a une mesure complete.

Remarque 1.2.15. Si (X, ) est un espace mesurable et y une mesure atomique sur
cet espace, notons D l’ensemble des atomes x; de p. Si on pose ¢; = pu({z;}), on a
w(A) = Zj ¢j0z;, Ol 0, est la mesure de Dirac en x;. La mesure Zj dz; est appelée un
peigne de Dirac.

Une mesure peut étre étendue en une mesure complete. Soit (X, .27, 1) un espace mesuré.
Appelons la complétion de .7 la collection &7, des sous-ensembles A de X pour lesquels
il existe deux ensembles A;, Ag € o/ tels que Af C A C Ag et u(As \ Ar) = 0. On
obtient immédiatement u(Ar) = p(Ag) et, pour tout sous-ensemble B € o7 de A, u(B) <
1(As) = n(Ar). La valeur sup{u(B) : B € &/, B C A} ainsi définie ne dépend que de
I’ensemble A (et pas des ensembles A; et Ag choisis).

Définition 1.2.16. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré. La complétion de u, notée i est I'ap-
plication

f:g, —[0,00] A [(A)
telle que i(A) = u(Ay), o Ay est un ensemble tel que défini plus haut.

L’application f est la mesure voulue.

Proposition 1.2.17. Soit (X, .o/, u) un espace mesuré. La complétion i de pu est une mesure
compléte définie sur une o-algébre qui inclus < telle que i(A) = u(A), pour tout A € o .

Démonstration. Soit 7, la complétion de o7, définie plus haut. Il est clair que &/ C &7, et
donc X € &7,. Soit A € 47,. Il existe Ay, Ag € o tels que Af C A C Ag et u(As\Ar) = 0.
Ona AG C A° C Af et u(A7\ AG) = n(As \ Ar) = 0. Ainsi A € &7, implique A° € 7.
Soit maintenant (Ay); une suite de 7,. Pour chaque ensemble Ay, il existe Ay, Agy € &
tels que AI,k C A C AS,k et M(AS,k \ Al,k) =0.0n a UkA[’k,UkAgyk € o et UkAI,k C
UrA, C UkAs,k. De plus

M(U Ask\ U Arg) < ,M(U Ask \ Arg) < ZH(AS,k \Arx) =0
k k k k

et Up Ay, € o7,. Nous venons donc de montrer que 7, est une o-algebre.

Soit i application définie plus haut & partir de u. Bien sir, i1 est & valeurs positives,
siAed, i(A) = pu(A) et (@) = 0. Soit (Ay);, une suite d’ensembles de o7, deux a deux
disjoints. Ici encore, pour chaque k, il existe A7y, Asr € &7 tels que Ay C Ay, C Agy et
p(Ask \ Ar) = 0. Bien sir, les ensembles Ay, sont deux & deux disjoints et

alJAr) = pJArk) =D m(Arg) = ilA),
k K k K

ce qui montre que [ est une mesure. Par construction, cette mesure est complete. ]
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Remarquons que si le recours a la complétion peut parfois faciliter la tache, la nouvelle
o-algebre ainsi définie peut se révéler beaucoup plus compliquée que 'originale. Qui plus
est, rien n’assure que deux mesures définies sur la méme o-algébre possedent la méme
o-algebre complétée.

Mesures finiment additives

La définition d’une mesure finiment additive peut sembler plus naturelle que la définition
d’une mesure. Toutefois, la théorie relative aux mesures est bien plus puissante.

Définition 1.2.18. Soient X un ensemble quelconque et &/ une algebre sur X. Une appli-
cation p définie sur o7 et & valeurs sur la demi-droite étendue [0, o],

e —[0,00] A p(A)

est une mesure finiment additive sur o7 si u(2) = 0 et si, pour toute suite finie d’ensembles
deux & deux disjoints Ay, ..., A, (n € Np) de &7, on a

n

n(lU Ar) =D nl(Ap).
k=1 K

=1

Une mesure finiment additive n’est donc pas une mesure. Pour bien différencier ces
notions, on parle parfois de mesure dénombrablement additive plutot que de mesure. Bien
str une mesure (dénombrablement additive) est une mesure finiment additive. L’inverse
n’est cependant pas vrai.

Exemple 1.2.19. Soit X l’ensemble des nombres entiers strictement positifs et o7 la
collection des sous-ensembles A de X tels que soit A, soit A€ soit fini. Nous savons
(exemples 1.1.3) que &7 est une algebre mais pas une o-algebre. L’application p définie
sur & telle que p(A) vaut oo si A est infini et 0 sinon est une mesure finiment additive. I
est impossible de 1’étendre & une mesure sur la o-algebre engendrée par «7. En effet, soit

A ={k} (k€ X);ona pu(UgAg) = p(X) =00 et >, pu(Ag) = 0.

Le résultat suivant, utile pour vérifier qu’une mesure finiment additive est une mesure,
peut étre vu comme une réciproque partielle des propriétés de continuité d’une mesure
(Théoreme 1.2.5).

Proposition 1.2.20. Soient (X, .o7) un espace mesurable et p une mesure finiment additive
sur (X, o). Si Uune des conditions suivantes est vérifiée,
— pour toute suite croissante (Ag)y de </, on a

lim po(Ay) = M(ij Ap),

— pour toute suite décroissante (Ag)r de o telle que N A = &, on a

lim p(Ax) =0,

alors p est une mesure sur (X, o).
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Démonstration. Soit (Bj); une suite d’ensembles deux a deux disjoints de 7 et mon-
trons que si I'une des deux conditions est vérifiée, alors on a pu(U;B;) = 3 ; u(B;).
Si la premiere condition est vérifiée, soit Ay = U;‘?:lBj (k € Np). Par définition, on
a u(Ag) = Z§:1 p(Bj), tandis que, par hypothese, p(UpAr) = limy p(Ay). Puisque
U;jBj = U Ay, on obtient p(U;B;) = >, u(B;).

Supposons maintenant que la seconde hypothese est vérifiée et posons Ay = U?‘;kBj
(k € Np). Par définition, on a u(U;B;) = 25:1 p(Bj) + p(Ags1). Puisque, par hypothese,
limy, p(Ag11) = 0, on a u(U;B;) = >, pu(B)). u

Les axiomes des probabilités découlent des propriétés des mesures finies.

Remarque 1.2.21. Etant donné un ensemble Q non vide dont les éléments sont appelés les
éventualités, Kolmogorov propose dans [15] de définir la théorie des probabilités & partir
de six axiomes. Les cinq premiers sont les suivants :
— % est une famille d’ensembles de €2, dont les éléments sont appelés les événements
aléatoires,
—  appartient & .Z,
— atout A € %, on assigne un nombre positif P(A), qui est la probabilité de A,
— P(Q) =1,
— si A et B sont deux éléments disjoints de .#, alors P(AU B) = P(A) + P(B).
Sur une o-algebre %, I'application P satisfaisant ces propriétés est une mesure finie,
puisqu’on a 1 = P(Q) = P(Q) + P(9), ce qui implique P(&) = 0. Cette approche est
suffisante pour le cas fini. Pour le cas général, il faut utiliser le dernier axiome, dit de de
continuité :
— Si (Ag)k est une suite d’événements décroissants de .% pour lesquels on a Ny A = &,
alors limy, P(Ay) = 0.
Vu la proposition 1.2.20, 'application P définie sur la o-algebre % est une mesure de
probabilité.

1.3 Mesures extérieures

Nombre de mesures sont construites a partir d’applications appelées mesures extérieures.
Nous montrons d’abord comment on peut définir une meure a partir d’une mesure ex-
térieure. Nous montrons ensuite que, sous certaines conditions, ces mesures sont définies
sur des o-algebres « suffisamment grandes ». Enfin, nous montrons comment construire
des mesures extérieures a partir de mesures.

Mesures extérieures et ensembles mesurables

Les définitions et résultats basiques concernant les mesures extérieures sont ici donnés.

Définition 1.3.1. Soit X un ensemble quelconque. Une application p* définie sur p(X) et
a valeurs sur la demi-droite complétée [0, o],

p o p(X) = [0,00] A p(A)

est appelée mesure extérieure sur X si
— () =0,
— AC B= (A) < 1*(B),
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— pour toute suite dénombrable de sous-ensemble (Ay); de X,
(U An) < 3wt (An). (1:2)
k k

Une mesure extérieure est donc monotone et dénombrablement sous-additive (cf. rela-
tion (1.2)). Cette derniere condition n’est pas suffisante pour construire une théorie de la
mesure efficace (une mesure doit étre dénombrablement additive), mais permet de définir
une mesure sur une sous-collection de p(X).

Exemples 1.3.2. Soit X un ensemble et A C X ; les applications définies explicitement
suivantes sont des mesures extérieures sur X :
— wi(A)=1si A# @ et u*(@) =0,
— pu5(A) =0si #A < Ng et p*(A) = 1 sinon,
— si X est un espace métrique, soit € > 0; I'application puf qui a A associe le plus
petit nombre de boules de diametre € au plus nécessaire pour recouvrir A est une
mesure extérieure.

Nous allons maintenant aborder une catégorie particuliere d’ensembles pour une mesure
extérieure : les ensembles mesurables.

Définition 1.3.3. Soit p* une mesure extérieure sur X. Un ensemble M C X est mesurable
pour la mesure extérieure p* ou p*-mesurable (ou méme simplement mesurable si le
contexte est clair) si

i (A) = 1 (AN M) + (AN M),

pour tout sous-ensemble A de X.

Autrement dit, un ensemble mesurable décompose un ensemble arbitraire en deux par-
ties pour lesquelles la mesure extérieure est additive. Bien entendu, un ensemble M est
mesurable si et seulement si M€ est mesurable. Vu la définition d’une mesure extérieure,
la condition précédente est équivalente a la condition suivante,

w(A) = p (ANM)+ p* (AN Me). (1.3)
Le résultat qui suit est peut étre plus intuitif.

Proposition 1.3.4. Un ensemble M C X est u*-mesurable si et seulement si
W (AU B) = u*(A) + 1" (B),
quelque soit A C M et B C MF€.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soient A et B tels que A C M et B C M°€.
On a
i (AUB) = (AU B) M) + " (AU B) 1 M®) = 1i*(A) + 1 (B).

La condition est suffisante. Soit C C X et posons A = CNM, B = CnN M€ Par
hypothese,
p(C) = p(CN M)+ p*(CNn M),

ce qui suffit. O
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Exemples 1.3.5. En reprenant les mesures extérieures données en 1.3.2, on remarque sans
peine que seuls I’ensemble vide et X sont mesurables pour i, alors que seuls les ensembles
de mesure nulle sont mesurables pour y3.

Les propriétés de base des ensembles mesurables sont données par le résultat qui suit.

Proposition 1.3.6. Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble X ; on a les propriétés
sutvantes :
— st p*(A) =0, alors A est mesurable,
— les ensembles @ et X sont mesurables,
— si A et B sont mesurables, alors A\ B l'est aussi,
— si (Ag)g est une suite dénombrable d’ensembles mesurables deux o deuz disjoints,
alors U, Ay, est mesurable et

wr(JAr) = (Ar).
k k
Plus généralement, si A C X,

pr(A) =t (AN Ap) + pf(A\ UpAy).
k

Démonstration. Supposons que A C X vérifie u*(A) = 0. Tout ensemble B C X vérifie
uw* (AN B) =0 et donc

p'(B) < p* (AN B) + p (AN B) < 1" (B).

L’ensemble A est donc mesurable.

Les ensembles @ et X sont bien entendu mesurables.

Soient A et B deux sous-ensemble mesurables de X ; nous allons montrer que A \ B
est mesurable en utilisant la Proposition 1.3.4. Soient C' et D deux ensembles tels que
CCA\BetDCcC(A\B)°= AU B. La mesurabilité de B implique

§*(C) + 1 (D) = 11*(C) + w*(D 1 B) + u*(D 1 B°),
Comme C C A et DN B¢ C A€ la mesurabilité de A permet d’écrire
p*(C) 4+ p* (DN B+ p* (DN B) =u"(CU (DN B°) + p* (DN B).
Des lors, comme DN B C Bet CU(DNB®) C B on a
pw(CU(DNBY))+p* (DN B)=u(CUD).
On a donc montré que I'égalité u*(C) + p*(D) = u*(C U D) est satisfaite, ce qui suffit.
Soit Sy = Ufj:l Aj. Pour montrer la derniére propriété, nous allons procéder par

induction finie sur NN, le résultat étant trivialement vrai si N = 1. Supposons donc que
N > 1, que Sy est mesurable et que

N
w(A) > 3 (AN Ay) + (AN S5, (14)
k=1
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pour tout sous-ensemble A de X. Puisque Ayx,1 et Sy sont mesurables,
p(A) = p (AN Angr) + (AN AN NSN) + (AN AN NSY).
Comme, par hypothese, Sy C A%, cette égalité peut se ré-écrire
W (A) = 1 (AN Awia) + 5 (A N Sh) + (AN S5ei).
En utilisant la relation (1.4) avec AN Sy a la place de A, on obtient finalement

N+1

PHA) =D (AN Ap) + pf (AN SKy)-
k=1

En utilisant la propriété de sous-additivité dénombrable, I'inégalité précédente entraine
WH(A) > (AN Sya1) + i (AN S51),

ce qui implique que Sy41 est mesurable.
Puisque la relation (1.4) est vraie pour tout NV et que (U2, A;)¢ C S§, VN, on a

> (AN AR) + (AN ((AR)) (1.5)
k=1 k
AﬂUAk + (AN ( UAk )
k=1

ce qui implique que Ui Ay est mesurable.
Enfin, par définition d’une mesure extérieure, I'inégalité (1.5) est une égalité, ce qui
termine la preuve. O

Le résultat précédent implique que les ensembles mesurables forment une classe de
Dynkin. En fait, un résultat plus fort peut étre montré.

Corollaire 1.3.7. Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble X. La classe des en-
sembles p*-mesurables forme une o-algébre.

Démonstration. Cela résulte directement de la remarque 1.1.20.

On peut aussi démontrer ce résultat explicitement. De fait, il ne reste qu’a montrer
qu’une union dénombrable d’ensembles mesurables est encore un ensemble mesurable.
Soit donc (Ag) une suite d’ensemble mesurables et posons Sy = U;?:lAj. Par hypothese,
S est mesurable et donc Si1 = Ag1U(Sk\ Ag+1) est mesurable, par la Proposition 1.3.6.
Posons alors By = Aj et Biy1 = Agt1 \ Sk Ces ensembles sont mesurables, deux a deux
disjoints et Up A = U By, ce qui permet de conclure. ]

Remarque 1.3.8. On peut aussi modifier la démonstration du troisieme point du théo-
reme 1.3.6 pour directement obtenir que si A et B sont mesurables, alors A N B lest
également. Puisque le passage au complémentaire préserve la mesurabilité, montrer que
la mesurabilité est stable pour 'intersection finie ou la différence sont deux choses équi-
valentes.

Les propriétés d’additivité et de continuité des mesures extérieures restreintes aux en-
sembles mesurables sont résumées par le résultat suivant.
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Théoréme 1.3.9. Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble X et (Ap)r une suite
dénombrable d’ensembles p*-mesurables.
— Si Ay C A et p*(Ay) < 00, alors

p(Ag\ A1) = p*(A2) — p* (Ar),

— (additivité dénombrable) si les ensembles Ay, sont deuz a deux disjoints,
i (UA) = 3 i (Ap),
k=1

— (continuité a gauche) si la suite (Ay)x est croissante, alors
pH(UpAg) = p* (lim Ay) = lim p*(Ag),

— (continuité a droite) si la suite (Ag)x est décroissante et s’il existe un indice kg tel
que p*(Ag,) < 00, alors

(O AR) = g (lim Ay) =l g (A,

— on a toujours

p* (lim Ay) < lim p*(Ayg),
k k

— 8'il existe un indice ko tel que p*(Up—y, Ar) < oo, alors
#*(@Akz) > @M*(Ak)-

Démonstration. Remarquons d’abord que tous les ensembles intervenant dans la these
sont p*-mesurables. Les deux premieres assertions ont déja été démontrées.

S’il existe ko tel que p*(Ag,) = oo, la troisieme assertion résulte de la monotonie des
mesures extérieures. Sinon, soient By = A; et Bii1 = Ags1 \ Ag. Ces ensembles sont
mesurables, disjoints deux & deux et UpAr = UpBy, avec By C Ai Vk. Des lors, la
Proposition 1.3.6 implique

* : *
' (lim Ay) = zk:u (Br)

De plus, puisque Ay est p*-mesurable, p*(Agy1) = p*(Axr1 \ Ag) + p*(Ag) Yk, et donc
e (lim Ag) = ' (A2) + 30 1 (Ag) — p*(Ax) = lim ' (Ay).
k

Pour la quatrieme assertion, nous pouvons supposer que p*(A;) < oco. Puisque la suite
(Ag)r est décroissante, la suite (A; \ Ag)x est croissante et nous venons de montrer que
pour une telle suite,

(U A1\ ) =l 40\ ) = () = g (). (1.6)
Qui plus est,

pr( A\ A) = (A0 \ () Ak) = (A1) — () Aw),
k k

k
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ce qui permet décrire, en utilisant la relation (1.6),
pHAL) = () Ak) = 1 (Ar) - lim 1" (A),
k

d’ou la conclusion.

Pour la cinquieme assertion, posons By = ﬂ;’ik A;. La suite (By)i est une suite crois-
sante d’ensembles p*-mesurables et limy By, = lim, Aj. La troisieme assertion implique
alors,

p*(lim Ag) = lilgn w*(By) < lim p*(Ay),
k k
puisque By C Ay VEk.
Le dernier point se démontre de la méme maniere, en posant B = U;’ik Aj. ]

Le résultat suivant est fondamental pour la construction de mesures

Corollaire 1.3.10. La restriction d’une mesure extérieure p* a la o-algebre des ensembles
w*-mesurables définit une mesure compléte.

La distinction entre mes ure et mesure extérieure est souvent artificielle et il est usuel
de noter ces deux applications de la méme maniere. Ainsi 1 peut en général designer une
mesure ou une mesure extérieure. Nous tenterons cependant de faire la distinction lorsque
cela s’avere intéressant du point de vue pédagogique.

Mesures extérieures métriques

Nous venons de voir que la restriction d’une mesure extérieure a ses ensembles mesurables
fournit une mesure. Il se peut cependant que la collection des ensembles mesurables soit
bien trop restreinte pour définir une mesure avec une portée pratique. Nous allons ici
imposer des conditions supplémentaires afin d’assurer que la mesure obtenue soit définie
sur un domaine suffisamment important.

La condition supplémentaire que nous allons imposer est de nature additive.

Définition 1.3.11. Une mesure extérieure p* définie sur un espace métrique (X, d) est une
mesure extérieure métrique (on dit aussi mesure extérieure de Carathéodory) si

p (AU B) = p*(A) + p*(B),
pour tous les ensembles A, B C X tels que d(A, B) > 0.

Définition 1.3.12. Une mesure extérieure p* sur un espace topologique est une mesure
extérieure borélienne si tout ensemble borélien de cet espace est p*-mesurable.

Théoréme 1.3.13 (Carathéodory). Soit (X,d) un espace métrique. Si p* est une mesure
extérieure métrique sur (X, d), alors les ensembles fermés sont mesurables.

Démonstration. Soit F' un ensemble fermé (dans (X, d)). Nous devons montrer que
pr(A) = p (ANF) + p*(A\ F)

pour tout ensemble A C X. Nous pouvons bien str supposer que p*(4) < oo, ANF # &
et AN F°¢# @. Pour tout k € Ny, soit

Fyjp={z:d(z,F) <1/k}.
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On a d(A\ Fyy, ANF) > 1/k > 0. Puisque (A\ Fy,) U(ANF) C A, les hypotheses

impliquent
WH(A) 2 1"((A\ Fij) U(ANF)) = p*(A\ Fype) + (AN F)
pour tout k. La these est démontrée si ’égalité
limp* (AN Fyp) = p (AN F)

est vérifiée.

Pour tout k € Ny, soit

1 1
= — <)
By =An{z k+1<d(m,F) k:}

Puisque F' est fermé, x ¢ F' si et seulement si d(x, F') > 0 et donc
A\F = (A\ Fy /) U U By
pour tout k. Deés lors,

PHANF) < (AN Fu) + ) ' (Byy).
j=k

> i (Byj) < o0

k

S’il est montré que

alors limy, Z;’;k w*(By/j) = 0, ce qui suffit pour terminer la démonstration.
On a d(By i, Bi/;) > 0si |k — j| > 2. Les hypotheses impliquent donc

Z“ (Bj2k) = U B o) < p(A) < o0,

pour tout N € Ny. De méme,

ZM (Bijak+1) = U Bijat1) < 7 (A) < oo,
h=1 k=1

ce qui implique (1.7).

(1.7)

O]

Ce résultat implique que la mesure obtenue a partir d’'une mesure extérieure (en re-
streignant le domaine de définition aux ensembles mesurables) est notamment définie sur

les ensembles boréliens.

Corollaire 1.3.14. Soit (X, d) un espace métrique. Si pi* est une mesure extérieure métrique

sur X, alors elle est borélienne.

Remarque 1.3.15. Remarquons que le théoreme de Carathéodory admet une réciproque :
les mesures extérieures métriques sont les mesures extérieures boréliennes (pour les espaces
métriques). De fait, supposons que les fermés soient mesurables pour p*; si d(A, B) > 0,

il existe un ouvert U pour lequel on a A C U et BNU = @. Des lors, il vient
p(AUB) = p*((AUB)NU) + p* (AU B) N U) = p*(A) + p*(B),

puisque les ouverts sont mesurables.
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1.4 La mesure de Lebesgue

La mesure de Lebesgue sur R? est peut étre la plus importante des mesures. Nous allons
d’abord la définir a partir d’une mesure extérieure avant de démontrer quelques propriétés.
Définition

Nous allons construire la mesure extérieure de Lebesgue sur R? & partir des intervalles

compacts de RZ. Si I est un intervalle borné de R d’extrémités a et b (a < b), le volume

de I est sa longueur :
Vol(I) = b — a.

Si I est un intervalle borné de R¢, alors I s’écrit

d
I= H I,
k=1
ou I (ke€{l,...,d}) est un intervalle de R. On définit le volume de I comme suit,
d
Vol(I) = ] Vol(Iy).
k=1
Lemme 1.4.1. Si I, I1,...,I, sont des intervalles compacts de R? tels que I C Up—1 1k,

alors Vol(I) < >, Vol(Iy).

Démonstration. Puisqu’il s’agit de cubes paralleles aux axes, 'intersection de deux in-
tervalles est encore un intervalle et la différence de deux intervalles est une union finie
d’intervalles. De la, Ugly \ I est une union finie d’intervalles Ji,...,J, deux & deux
disjoints, ce qui donne

f: Vol(I) = Vol(I) + Em: Vol(J,) = Vol(I).
k=1 k=1
0

Notation 1.4.2. Etant donné un sous-ensemble A de R?, soit €4 la collection de toutes les
suites (Ry)r d’intervalles compacts de R? telles que A C U Ry,.

Considérons 'application £* suivante :

L7 p(RY) = [0,00] A inf{d>_ Vol(Ry) : (Ri)i € Ga}.
k

Il nous faut avant tout démontrer qu’il s’agit d’une mesure extérieure.
Proposition 1.4.3. L’application L* est une mesure extérieure.

Démonstration. Puisque I’ensemble vide peut étre recouvert par des intervalles de volume
arbitrairement petit, £*(&) = 0. Si A C B, toute suite d’intervalles recouvrant B recouvre
aussi A et donc £*(A) < L*(B). Soit maintenant (Ay); une suite d’ensembles de R?.
Montrons que L£*(UpAg) < > L*(Ag). Si Yo, L*(Ag) = o0, il n'y a rien a démontrer.
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Sinon, soit € > 0 et pour tout k, soit (Rj ;); une suite d’intervalles compacts de R? telle
que A C Uj Ry ; et

> Vol(Ry ;) < L*(Ag) + /2%,

On a bien sir Up A C Uk, Ry j et

> Vol(Riy) < Y L5(Ap) +e/28 = Lf(Ap) +e.
k,j k k

Puisque ¢ est arbitraire, cette relation implique £*(UpAg) < > L*(Ag). O
Définition 1.4.4. L’application L* est appelée la mesure extérieure de Lebesgue.
Il va de soit que tout ensemble borné possede une mesure extérieure de Lebesgue finie.

Lemme 1.4.5. Si K est un ensemble compact, on peut remplacer les suites d’intervalles
compacts définissant Cx par les suites finies d’intervalles compacts recouvrant K pour
définir application L*.

Démonstration. Etant donné e > 0, soit (Rk)r une suite de €k telle que

> Vol(Ry) < L*(K) + /2.
k

Pour un indice k£ fixé, soit @ un intervalle compact dont l'intérieur contient R et tel
que Vol(Qg) < Vol(Ry) + /281 La famille formée des @5 constitue un recouvrement
ouvert de K ; on peut donc en extraire un recouvrement fini. Ainsi, il existe N € Ny tel
que K C U]kVZIQz et

N

L7(K) <) Vol(Qr) < > Vol(Ry) +¢/2 < L7(K) +e, (1.8)
k=1 k

ce qui permet de conclure. ]

Théoréme 1.4.6. Pour tout intervalle compact I C RY, £L*(I) = Vol(I).

Démonstration. Puisque I € €7, L*(I) < Vol(I). Soit € > 0 et (Ry), une suite d’inter-
valles compacts tels que I C Up Ry, et

> Vol(Ry) < £(I) +&.
k

Puisque I est compact, on peut supposer que la suite (Ry)g est finie. On a donc

Vol(I) <) Vol(Ry) < £*(I) +e.
k

Cette inégalité étant vraie pour tout e, ceci termine la démonstration. O

Corollaire 1.4.7. Pour tout intervalle borné I de R, on a L*(I) = Vol(I).
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Démonstration. Pour tout ¢ > 0, il existe deux intervalles compacts I1 et Iy tels que
Iy C I C Iy, Vol(I) < Vol(I) + € et Vol(I2) < Vol(I) + €. Puisque L£* est une mesure
extérieure, on a L*(I1) < L*(I) < L*(I2) et donc, par le résultat qui précede,

Vol(I) — e < Vol(I1) < L*(I) < Vol(I2) < Vol(I) + ¢,
ce qui permet d’affirmer que 1'on a £*(I) = Vol(I). O

Dans R, si I est un intervalle non borné, on a £*(I) = oo. Par exemple, si a est un
nombre réel, on peut écrire L*([a, o0[) = L*([a, k+ a]) = k pour tout nombre naturel k, ce
qui suffit pour conclure dans ce cas. Dans R?, pour un intervalle I = szl Iy, s’il existe
un indice ko € {1,...,d} tel que Vol(Ir,) = 0 (ce qui correspond & un singleton ou au
vide), alors £*(I) = 0 par définition. Si ce n’est pas le cas et sl existe kg € {1,...,d} tel
que Iy, n’est pas borné, alors £*(I) = cc.

Le résultat suivant montre que la mesure extérieure de Lebesgue est invariante par
translation, i.e. L*(A+ z) = L*(A).

Proposition 1.4.8. La mesure extérieure de Lebesque sur R? est invariante par translation.
De plus, un ensemble B C R? est mesurable si et seulement si B + x est mesurable.

Démonstration. Puisque le volume dans R? est invariant par translation, 'invariance par
translation de la mesure extérieure de Lebesgue découle de la définition.
Pour la seconde assertion, si B est mesurable et z est un point de R%, on a

LYAN(B+2))+ LA\ (B+a) =L ((A-2)NB)+2) + L ((A—2)\ B) + z)
=L*((A—2)NB)+ L*(A—=2)\ B)
= L*(A - z) = L*(A).

De méme, si B + = est mesurable,

L*(ANB) + L*(A\ B) = L((ANB) + z) + £L*((A\ B) + z)
= L(A+2)N(B+2z)+ L ((A+2)\ (B+71))
= L*(A+2) = L*(A),

ce qui suffit. ]

Il n’est pas nécessaire de prendre des intervalles compacts pour recouvrir I’ensemble
dont on veut calculer la mesure extérieure.

Proposition 1.4.9. Dans la définition de la mesure de Lebesque extérieure (1.8) on peut
remplacer les intervalles compacts recouvrant A par des intervalles bornés ouverts ou
semi-ouverts.

Démonstration. Soit p* Papplication définie par

w*(A) = inf{Y_ Vol(Ry) : (Ry) € €4},
k

pour A C R%, ot ¢ est la collection des suites d’intervalles ouverts (ou semi-ouverts)
bornés (Ry)y telles que A C Uy Ry.
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Si (Ry)k est une suite de €7, considérons la suite (Ry) de €4. 1l vient directement

A) <Y Vol(Ry) = Vol(Ry),
k k

*

ce qui implique £* < u*.
Soit € > 0; si (Ry) est une suite de €4, soit (Qg)x une suite de ¢’ telle que pour tout
indice k, l'intérieur de Q}, contient Ry et Vol(Qy) < Vol(Ry) +¢/2%. On a

A) < Vol(Qr) < ) Vol(Ry) + ¢
k k

ce qui implique p* < L*. O

Nous allons maintenant montrer que la mesure extérieure de Lebesgue est une mesure
extérieure métrique. Nous considérons bien entendu I’espace métrique (R, d), ou d est la
distance euclidienne.

Théoréme 1.4.10. La mesure extérieure de Lebesque est une mesure extérieure métrique.

Démonstration. Soient A et B deux sous-ensembles de R? tels que d(A, B) > 0. On a
L(AUB) < L*(A) + L*(B). Soient € > 0 et (Ry) une suite d’intervalles compacts tels
que AUB C U,Ry, et
> Vol(Ry) < L(AUB) +¢
k

Quitte & subdiviser les intervalles trop grands, nous pouvons supposer que diam(Ry) <
d(A, B) Vk. Des lors, la suite (Ry)r peut étre décomposée en deux sous-suites (Ag)y et
(Bg)x telles que AN By, = @ et BN A = @ Vk. Donc,

L*(A)+ L*(B ZVolAk—i—ZVolBk > Vol(Ry) < L(AUB) +¢
k

ce qui permet de conclure, puisque € est arbitraire. O

Proposition 1.4.11. La mesure extérieure de Lebesgue est Borel-réguliére : tout borélien est
mesurable et pour tout ensemble A, il existe un ensemble Gs (donc borélien) B contenant

A tel que L*(A) = L*(B).

Démonstration. Si la mesure extérieure de A n’est pas finie, il suffit de prendre I'espace
tout entier pour B. Sinon, étant donné j € Ny, soit (U]g] )) ¢ un recouvrement d’intervalles

ouverts bornés de A tel que ), Vol(U,ij)) < L*(A)+1/j. L’ensemble ouvert U; = UkU,gj)
contient A et est tel que

Zz* ZVOI N < £7(A)+1/j.
L’ensemble B = N;U; est un ensemble G5 tel que
L*(A) < LY(B) < L*(Uj) < L*(A) + 1/,

pour tout j € Ny, ce qui suffit pour conclure. O



26 CHAPITRE 1. MESURES

Nous pouvons maintenant définir la mesure de Lebesgue.

Définition 1.4.12. La restriction de la mesure extérieure de Lebesgue L£L* aux ensembles L£*-
mesurables est appelée la mesure de Lebesgue et est notée L. Un ensemble L£*-mesurable
est appelé un ensemble Lebesgue-mesurable (ou un ensemble £-mesurable).

Corollaire 1.4.13. La mesure de Lebesque sur R¢ est une mesure compléte définie notam-
ment sur les ensembles boréliens BY.

Proposition 1.4.14. Si T = diag(cy,...,cq) est une matrice diagonale de dimension d
telle que ¢ > 0 pour tout k € {1,...,d}, alors on a L*(TE) = det(T)L*(E) pour tout
ensemble E de R.

En particulier, pour tout ensemble B borélien, on a L*(TB) = det(T)L*(B).

Démonstration. Avec les notations relatives a la mesure extérieure de Lebesgue, on vérifie
directement que l'on a (I); € €p si et seulement si (T'Ix) € €rg. De la, il vient

L*(TE) = inf{>_Vol(I}) : (I{)x € Gre} = nf{>_Vol(TI): (TIi) € Gre}
k k

= inf{det(T) Y Vol(Ix) : (Ix)x € €r} = det(T)L(E).
k

Vu la Proposition 1.1.17, si B est un borélien, alors T'B également. ]

Ainsi, pour tout borélien E et toute constante ¢ > 0, on a L(cE) = c?L(E).

Exercice 1.4.15. Montrer que tout ensemble dénombrable est négligeable pour la mesure
de Lebesgue.
Suggestion : Un singleton est un ensemble négligeable pour cette mesure.

Exercice 1.4.16. Montrer que tout ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue est
d’intérieur vide, mais que l'inverse n’est pas vrai : il existe des ensembles d’intérieur vide
qui ne sont pas négligeables.

Suggestion : Si E est négligeable et d’intérieur non vide, il existe une boule incluse dans F,
ce qui est absurde. L’ensemble des irrationnels est d’intérieur vide et son complémentaire
dans R est négligeable.

Exercice 1.4.17. Montrer que si un ensemble est Lebesgue-mesurable, sa mesure n’est pas
nécessairement égale a celle de son adhérence.
Suggestion : Considérer I’ensemble des nombres rationnels.

Exercice 1.4.18. Montrer qu’une droite du plan est négligeable.

Suggestion : C’est évident si la droite est parallele & un des axes, c’est-a-dire si elle admet
une équation de la forme y = ¢ ou x = ¢ pour une constante c. Si ce n’est pas le cas, elle
admet une équation de la forme y = ax + b avec a non nul. Il suffit de montrer qu’un
segment est de mesure nulle. Traitons le cas a > 0, le cas a < 0 se traitant de méme.
Quitte & opérer un translation, il suffit de montrer que le segment S d’extrémités (0,0)
(1,a) est de mesure nulle. Bien entendu Iy = [0, 1] x [0, a] appartient & €s. De la, les
intervalles I; 1 = [0,1/2] x [0,a/2] et I 2 = [1/2,1] x [a/2, a] forment un recouvrement de
S. Chacun de ces intervalles peut étre découpé en deux intervalles de méme volume pour
former un recouvrement de S. Pour tout k € N, on peut ainsi construire 2% intervalles
Ii1, - Iy or tels que Vol(I ;) = a/2% et la suite finie (I ;); forme un recouvrement de
S. On a donc £(S) < a/2F pour tout k € N, ce qui suffit.



1.4. LA MESURE DE LEBESGUE 27

Exercice 1.4.19. Montrer qu’un cercle du plan est négligeable.
Suggestion : 11 suffit de montrer que le quart de cercle d’équation y = vr2 — 22 (r > 0) est
de mesure nulle. Considérons des intervalles deux a deux disjoints de la forme I}, ,, = I1 X I3,
avec

L =[2"Fn,27Fn +1)]

et Vol(I3) = Vol(I;) (k € N, n € N). Estimons le nombre d’intervalles de la forme Iy, ,, qui
intersectent le quart de cercle. L’équation implique qu’il en existe au plus

- Qk[, [r2 — 9—2kp2 _ \/7"2 — 272k (n 4+ 1)2] +1,

pour autant que les radicands aient un sens (sinon ce nombre est zéro), avec [x] = inf{n €
N : z < n}. Pour k assez grand, Ni(n) est majoré par 2. Ainsi pour k fixé, en faisant
varier n entre 0 et [7]2F — 1, il faut au plus Nj(n)[r]2¥ < [r]2¥T! de ces cubes pour
recouvrir le quart de cercle pour k suffisamment grand. Puisque Vol(I}, ) = 2-2k on peut
conclure.

Exercice 1.4.20. Montrer que si 7 est un triangle rectangle de sommets (x,y), (z + b,y)
et (z,y+h) (b,h > 0), alors L(T) = bh/2.

Suggestion : Bien entendu, un triangle peut étre considéré comme un compact de R?. Par
translation et dilatation, on peut se ramener au triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1).
Pour n € N* et k € {0,n — 1}, posons

k k+1 k
Iy =[—, ] x[0,1——].
n o n n
On a (Iy)}_, € €7 et
n—1
1 1n(n—1) In+1
ZVO”’f P = = = ) < S
k=0
ce qui implique £(7) < 1/2.
Maintenant, considérons les intervalles
k—1 k k
I, =]——, = [x[0,1 — —
k ] n ’n[X[ ) 7’L]’

pour k € {1,...,n}. On a Upl; C T et, comme précdemment,

1 — 1n—1
ZVO]Ik EZ_: 5 §"n.

On doit donc avoir L(T) > 1/2.

Exercice 1.4.21. Montrer que dans la Notation 1.4.2, on peut remplacer les intervalles par
des intervalles cubiques.

Suggestion : Par densité, on peut supposer que les extrémités des intervalles intervenant
dans le recouvrement sont des nombres rationnels. De 1a on peut conclure, puisqu’un tel
intervalle peut étre découpé en un nombre fini de cubes.
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Exercice 1.4.22. Montrer que si f : R? — R? est une application lipschitizienne, I'image
par f de tout ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue est encore négligeable.
Suggestion : Il existe une constante cy telle que diam(f(C)) < c¢diam(C), pour tout
intervalle cubique C' de R%. Dés lors f(C) peut étre recouvert par un translaté de coC,
avec co = \/&Cf. Si N est une partie négligeable de R? (donc Lebesgue-mesurable), pour
e > 0, soit (Ck)r un recouvrement de N par des intervalles cubiques de R? tel que
>, Vol(Cy) < e/cd. Nous savons que f(N) peut étre recouvert par des cubes (Cf)y tels
que >, Vol(Cy) = &>, Vol(Cy) < &, ce qui suffit.

Le résultat précédent sera généralisé par la proposition 6.2.19.

Exercice 1.4.23. Montrer 'image d’un ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue
par une une application de classe C'! est encore négligeable.

Suggestion : Une application de classe C! est localement lipschitzienne. Qui plus est, R?
est union dénombrable de compacts.

Exercice 1.4.24. Montrer que pour tout € > 0, I’ensemble

{z €[0,1] : il existe un nombre infini de p/q (avec p et ¢ premiers entre eux)

1

p
tels que |z — 5| < W}

est Lebesgue-négligeable.
Suggestion : Considérons les ensembles

q
P 1 p 1
A:(),lﬂ'lf——,f—i— ,
q [ ] p:()[q q2+6 q q2+5]

pour ¢ € Ng. On a £(4,;) = 2(¢ + 1)/¢*>"¢ et par conséquent > L(Ag) < oco. Par le
théoréme de Borel-Cantelli (théoreme 1.2.6), on a L(lim, A,) = 0, ce qui suffit.

Pour considérer le cas ¢ = 0, nous aurons besoin d’une forme simple du théoréme
d’approximation de Dirichlet.

Proposition 1.4.25 (Dirichlet). Si x est un nombre réel, pour tout nombre entier n > 2, il
existe deux entiers p et q (non nécessairement premiers entre eux) avec 1 < q < N tels
que |gx — p| < 1/n.

Démonstration. On peut supposer x strictement positif. Soit [z] = sup{m € N: m < x}
la partie entiere de x et {z} = x — [z] sa partie fractionnaire. Posons x = {kz} avec
ke {0,1,...,n—1}, x, = 1 et considérons les intervalles |k/n, (k+1)/n] pour 0 < k < n.
Par construction, il existe deux nombres xj et x; qui appartiennent au meme intervalle.
Sizj =1, il vient
|kx — ([kx] +1)| = |z — x| < 1/n

et I’énoncé est vérifié pour ¢ = k et p = [kz] + 1.
Sinon, on peut supposer avoir j < k < n — 1. Il vient alors

(k= )z — ([k2] = [j])| = 2 — =] < 1/n,

ce qui indique que les nombres ¢ = k — j et p = [kx] — [jx] conviennent. O
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Exercice 1.4.26. Si x est irrationnel, montrer qu’il existe un nombre infini d’entiers p et ¢

premiers entre eux tels que

1
q*
Suggestion : Par le théoréme de Dirichlet, il existe deux entiers p et ¢ tels que

p
P 1.9
o= (1.9)

|z — ]3| < L < %
q an q
Des lors, il existe une infinité de nombres entiers p et ¢ tels que I'inégalité (1.9) est vérifiée.
En effet, si |gz — p| est égal a € > 0, on obtient un nouveau couple d’entiers en choisissant
n € N tel que 1/n < e dans I’énoncé dut théoreme de Dirichlet. Supposons que p/q ne
prenne qu’un nombre fini de valeurs sous forme irréductible. Il existe donc deux suites
d’entiers (pg)r et (qx)x tels que pr/qx = p/q pour tout k avec g — 0o et

P 1
q
En passant a la limite, on obtient = p/q, ce qui est absurde.

Exercice 1.4.27. Montrer que pour tout € > 0, '’ensemble
{z € ]0,1] : il existe un nombre infini de p/q (avec p et ¢ premiers entre eux)
P 1
tels que |z — =| < <}

q g
est de mesure de Lebesgue pleine, c’est-a-dire de mesure égale a la mesure de [0, 1].
Suggestion : L’ensemble des nombre rationnels étant dénombrable, il est négligeable pour
la mesure de Lebesgue. On conclut aussitot grace a 1’exercice précédent.

Propriétés de la mesure de Lebesgue

Nous allons essentiellement nous intéresser a l'unicité de la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.4.28. La mesure de Lebesque est réquliére® : pour tout sous-ensemble A de
R¢,

— on a L*(A) =inf{L(U) : U est ouvert, AC U},

— si de plus A est mesurable, on a L(A) = sup{L(K) : K est compact, K C A}.

Démonstration. La propriété de monotonie implique £*(A) < inf{L(U) : U est ouvert, A C
U} et L(A) > sup{L(K) : K est compact, K C A}.

Démontrons la premiere assertion, c’est-a-dire
inf{L(U) : U est ouvert, A C U} < L*(A).

Si L*(A) = 00, il n’y a rien & démontrer. Sinon, soit € > 0 et (Rj)x une suite d’intervalles
ouverts tels que A C UpRy et >, Vol(Ry) < L*(A) + €. On a

LI(JRe) <D L(Ri) =D Vol(Ry) < L*(A) +¢,
k k k

5. Voir Définition 8.1.2.
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ce qui prouve le premiere égalité, puisque Ui Ry est ouvert.
Passons maintenant a la seconde inégalité :

L(A) < sup{L(K) : K est compact, K C A}.

Supposons d’abord que A est borné. Soit C' un ensemble compact comprenant A et € > 0.
Comme précédemment il existe une suite d’intervalles ouverts ( Ry )y telle que C\ A C Up Ry,
et
L(JRe) < L(C\A) +e.
k

Posons U = UpRy et K = C \ U; ce dernier ensemble est un ensemble compact inclus
dans A. On a C C K UU, ou 'union est disjointe, et donc
L(C)< LK)+ L(U).
Sachant que L(C'\ A) = L(C) — L(A), les deux dernieres inégalités impliquent
L(A)=L(C)—-LIC\NA) LK)+ LU)-LIC\A) < LK) +e,

ce qui prouve la seconde inégalité lorsque A est borné.

Supposons maintenant que A n’est pas borné. Si L(A) = 0, on conclut aussitot ; sinon,
soit ¢ > 0 tel que £L(A) > ¢. Nous allons montrer qu’il existe un sous-ensemble compact K
de A tel que L(K) > c. Soit (Ag)i une suite croissante bornée et mesurable convergeant
vers A (on peut par exemple prendre Ay = AN{x : x| < k}). Vu la propriété de continuité
des mesures, £(A) = limy L(Aj) Soit ko le premier indice tel que L(Ag,) > c. Puisque
Ay, est borné, il existe un ensemble compact K C Ay, tel que L(K) > c. Puisque K C A
et que c est arbitraire, cela termine la démonstration. O

Remarque 1.4.29. Tout compact étant fermé, on a bien sur
sup{L(K) : K est compact, K C A} < sup{L(F) : F est fermé, F C A}.
Cela étant, si A est un ensemble mesurable, la monotonie des mesures implique
sup{L(F) : F est fermé, FF C A} < L(A).
Nous venons donc de montrer que ’on a
L(A) =sup{L(F): F est fermé, F C A}.

Remarque 1.4.30. Dans R, on peut procéder d’une maniere légerement différente pour
définir £* en étendant ’application Vol aux ouverts U de R comme suit :

Vol(U) = iw(fk),
k=1

ou (Ii)r est une suite d’intervalles deux a deux disjoints dont 'union est U, 'existence
de cette suite étant fournie par la Proposition A.2.2. On peut alors définir la mesure
extérieure de Lebesgue par régularité :

L*(A) = inf{Vol(U) : A C U, U ouvert}.

Vu la Proposition A.2.2, cette approche est équivalente a celle proposée ici.



1.4. LA MESURE DE LEBESGUE 31

Exercice 1.4.31. Montrer que pour une partie A de R, on peut remplacer les suites d’in-
tervalles compacts définissant €4 par des intervalles ouverts deux a deux disjoints.
Suggestion : Soit €’y la collection des suites d’intervalles ouverts deux a deux disjoints
recouvrant A. Pour tout ¢ > 0, vu la régularité de L£*, il existe un ensemble ouvert U
contenant A tel que L(U) < L*(A) + ¢. Par la Proposition A.2.2, il existe une suite (1)
d’intervalles ouverts deux a deux disjoints tels que L(U) = >, L(I}). On a donc

> L) < LYA) +e
k

Bien entendu, cette suite d’intervalles appartient a € et il vient

mf{z Vol(Iy) : (Ip)x € €4} < L*(A).

L’autre inégalité étant triviale, on peut conclure.

Proposition 1.4.32. Si u et v sont deux mesures sur l'espace mesurable (R%, BY) qui sont
égales sur les ouverts de RY et si pu est une mesure régulicre (au sens de la Proposi-
tion 1.4.28), alors ces mesures sont égales : on a u(A) = v(A) pour tout A € B,

Démonstration. Pour tout ensemble A de B?, si U est un ouvert de R? comprenant A,
alors
v(4) <v(U) = uU).

Ainsi, puisque p est une mesure réguliere, il vient v(A) < pu(A).
Maintenant, étant donné un fermé F de R, soit (Uk)k une suite d’ouverts décroissante
de R? telle que N3 Uy = F (voir Proposition 1.1.14). On a

p(F) = lim p(Uy) = limv(Uy) = v(F).

De 13, pour tout borélien A de R%, si K est un compact inclus dans A, il vient

ce qui implique p(A4) < v(A). O

Remarque 1.4.33. De la méme maniere, si, dans la proposition précédente, on n’a pas
I’égalité sur les ouverts, mais sur les fermés, en considérant une suite croissante de fermés
dont I'union est un ouvert, on obtient I’'égalité de ces mesures pour les ouverts et donc
pour tous les boréliens.

Un cube dyadique semi-ouvert de R? est un ensemble de la forme
d
Ck,n = [nQ_k’( H n]2 g TL] + 1) [

avec n = (n1,...,nq) € Z%. Si € désigne la collection des cubes de la forme Chn, il est
aisé de montrer que quel que soit k, %} est une partition dénombrable de R¢.

Lemme 1.4.34. Tout ensemble ouvert de R est l'union dénombrable de cubes dyadiques
semi-ouverts deuzr o deux disjoints.
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Démonstration. Soit U un ensemble ouvert de RY. La famille .# de cubes constituant
U peut étre construite comme suit. On commence avec I’ensemble vide et on ajoute a
létape k (k € Ny) les cubes de %} inclus dans U, disjoints de ceux déja placés dans .%.
Il est clair que .% est une famille dénombrable de cubes dyadiques semi-ouverts disjoints
dont I'union est incluse dans U. Montrons que ’ensemble U est inclus dans I'union. Soit
x € U et pour k fixé, soit Cj, le cube de la forme C}, ,, contenant x. Puisque U est ouvert,
les cubes C} sont inclus dans U pour k suffisamment grand. Soit kg le plus petit de ces
indices. On a Cj, € .# et donc x appartient a I'union des cubes de .#. O

Proposition 1.4.35. La mesure de Lebesque est la seule mesure définie sur (Rd,IBSd) qui
associe o chaque cube dyadique semi-ouvert son volume.

Démonstration. Nous savons déja que la mesure de Lebesgue associe a un cube dyadique
semi-ouvert son volume. Supposons que y est une mesure définie sur (R%,B?) qui associe
a un cube dyadique semi-ouvert son volume et montrons que u = L. Supposons d’abord
que U est un ensemble ouvert de R?. Le Lemme 1.4.34 implique I'existence d’une suite de
cubes dyadiques semi-ouverts deux a deux disjoints (Cf)x telle que U = UxCy, et donc

p(U) =) w(Ci) =Y L(Ck) = L(U),
k k

ce qui montre que p et £ sont égaux sur les ensembles ouverts de RY.
Soit A un ensemble borélien de R?. Si U est un ensemble ouvert comprenant A, alors
w(A) < p(U) = L(U), ce qui implique

w(A) < inf{L(U) : U est ouvert, A C U}.

La Proposition 1.4.28 implique
u(A) < L(A). (1.10)
Supposons que A est un ensemble borné et soit V' un ensemble borné ouvert contenant
A. L’inégalité (1.10) implique
n(V) = pw(A) + (VN A) < LA) + LV NA) = L(V) = p(V).

Puisque u(A) < L(A) et u(V\A) < L(V\A), ces quantités étant finies, on a u(A) = L(A).
Si A n’est pas borné, soit Ay = ANB(0, k) ; les ensembles Ay, sont des ensembles boréliens
bornés et la suite (Ag)x est croissante vers A, donc

#(A) = lim u(Ay) = lim £(Ay) = £(4),
comme attendu. ]
On peut aussi directement utiliser la Proposition 1.4.32.

Démonstration. Si u est une autre mesure sur (Rd,IB%d) qui associe a un cube dyadique
semi-ouvert son volume, tout comme dans la démonstration précécente, on montre que
w(U) = L(U), pour tout ouvert U de R%. On a ainsi u(A) = L(A) pour tout A € B¢, vu
la Proposition 1.4.32. O

Proposition 1.4.36. Si 1 est une mesure non-nulle sur (R4, B?), invariante par translation
et finie sur les ensembles boréliens bornés, alors il existe une constante c telle que p(A) =
cL(A), VA € B,
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Démonstration. Soit C' = [0,1[? et posons ¢ = u(C). Par hypothese, ¢ < oo et ¢ > 0,
sinon, en exprimant R? comme une union de translatés de C, on aurait M(Rd) = 0. Soit
v la mesure sur (R% B?) définie par 'égalité v/(A) = u(A)/c. Cette mesure est invariante
par translation et associe a C' sa mesure de Lebesgue, c’est-a-dire 1. Si C} est un cube
dyadique semi-ouvert dont les cotés sont de longueur 2%, alors C est 1'union de 2%
translatés de Cj. De la,

29k (C) = v(C) = L(C) = 2% L(Cy),

ce qui implique que les mesures v et £ sont égales sur tous les cubes de type C. La
Proposition 1.4.35 implique alors v = L, ce qui suffit. 0

Lemme 1.4.37. Si T est une matrice inversible, soit C = [0,1[¢ et

_ L(TC)
P=L()

Pour tout ensemble A de R, on a L*(TA) = pL*(A) et si cet ensemble est borélien,
L(TA)=L(A).

Démonstration. Pour C = [0,1 — 1/k]¢, on a C' = UCy, et TC = U,TCY. Puisque TCy,
est compact pour tout indice k, T'C est un ensemble F,, donc borélien.

Si U est un ouvert de R%, montrons que I'on a £(TU) = pL(U). Nous savons que U est
union dénombrable de cubes dyadiques deux a deux disjoints Cj, : U = Ui C. Puisqu'un
tel cube C}, est un translaté-dilaté du cube C, on peut supposer avoir Cj, = xj, + 277+ C,
avec jr € N, pour tout k. Par conséquent, on a

L(TCy) = L(Txp +27FTC) = L(279+TC) = 27U L(TC) = p2~ Yk L(C)
= pL(27*C) = pL(Cy).
On a donc

L(TU) = LIGTCr) = ) L(TCy) = p ), L(Cr) = pL(UxCx) = pL(U).
k k

Maintenant, si A est une partie de R?, on a

LY(TA) =inf{L(U) : U ouvert, TAC U} = inf{L(TV) : V ouvert, AC V}
= pinf{L(V) : V ouvert, A C V} = pL*(4),
ol on a posé V =T71U.

On peut conclure, puisque, vu la Proposition 1.1.17, A est borélien si et seulement si
T A Dest. ]

Si on ne s’intéresse qu’a la mesure, on peut simplifier la démonstration.

Remarque 1.4.38. Pour I’énoncé précédent, il est en clair que la mesure A — L(T A) définie
pour tout A borélien est invariante par translation, vu la linéarité de T'. Par conséquent,
on doit avoir L(TA) = pL(A).
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Proposition 1.4.39. Pour tout T € GLy et x € R?, on a
LY(TA+ z) =|det(T)|L*(A),
pour toute partie A de R%. En particulier, pour tout A € BY, on a L(T A+x) = |det(T)|L(A).

Démonstration. Vu l'invariance par translation et le lemme précédent, nous devons prou-
ver que l'on a p = |det(T)|.

Si T est une matrice orthogonale, soit B la boule compacte unité centrée a l'origine :
B ={xz € R%: ||z| < 1}. Puisque T préserve la norme, on a TB = B et donc

L(TB) = L(B) > 0.

Si T est une matrice symétrique définie positive, soit R une matrice orthogonale telle
que R'TR = D, ou D est une matrice diagonale dont les éléments sont strictements
positifs. Pour C' = [0,1[%, on a

L(TC) = L(RDR'C) = L(DR'C) = det(D)L(R'C) = | det(T)|L(C).

Pour le cas général, par le théoreme de décomposition polaire, on a T = RS, ou R est
une matrice orthogonale et S une matrice symétrique définie positive et

L(TA)=L(RSA) = L"(SA) =det(S)L*(A) = |det(T)|L*(A),
ce qui permet de conclure. ]

Exercice 1.4.40. Montrer qu'un hyperplan de R¢ est négligeable pour la mesure de Le-
besgue.
Suggestion : Utiliser la Proposition 1.4.39 pour se ramener a un hyperplan de la forme

Hi ={z = (x1,...,2q) : 2 = 0},
avec k € {1,...,d}.

Proposition 1.4.41. Si T est une matrice de dimension d qui n’admet pas d’inverse, alors
TR? est négligeable et donc L(TE) = |det(T)|L*(E) pour tout ensemble E de R,

Démonstration. Si T n’est pas inversible, TR? est inclus dans un hyperplan de R? et donc
négligeable. Puisque la mesure de Lebesgue est complete, on peut conclure. ]

Exercice 1.4.42. Montrer que dans la définition de la mesure de Lebesgue, on peut rempla-
cer les intervalles compacts recouvrant 1’ensemble par des cubes dyadiques semi-ouverts
deux a deux disjoints.

Suggestion : Si A est un ensemble mesurable de mesure de Lebesgue finie, pour ¢ > 0,
il existe un ouvert U contenant A tel que L(U) < L(A) + e. Cela suffit, puisque U est
I'union dénombrable d’une suite de cubes dyadiques semi-ouverts deux a deux disjoints.
Si A est de mesure infinie, tout ensemble ouvert contenant A est de mesure infinie et on
peut conclure pareillement.
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Existence d’ensembles non-mesurables

Tous les sous-ensembles de R? ne sont pas £*-mesurables. Le premiers exemples semblent
avoir été obtenus dans [4, 24, 29, 30]. Remarquons que cette assertion repose sur I’axiome
du choix. Il n’est pas possible d’éviter son recours, comme ’a montré Solovay [25].

Donnons la construction diie & Vitali©.

Théoréme 1.4.43. Il existe un sous-ensemble de ]0,1[ qui n’est pas un ensemble L*-mesu-
rable.

Démonstration. Considérons le groupe quotient R/Q : sur R, définissons la relation - ~ -
par x ~ y si et seulement si x —y € Q; il s’agit bien entendu d’une relation d’équivalence.
Une classe d’équivalence pour la relation x ~ y est de la forme Q + x pour un z € R
et est donc dense dans R. L’ensemble QQ est lui-méme une classe d’équivalence ; de plus,
comme chaque classe d’équivalence est dénombrable, I’ensemble des classes d’équivalence
(qui peut étre assimilé & un sous-ensemble de R) n’est pas dénombrable. Puisque les
classes sont disjointes et intersectent toutes I’ensemble |0, 1[, 'axiome du choix entraine
Pexistence d’un ensemble N CJ0,1[ qui contient un et un seul représentant de chaque
classe d’équivalence. Montrons que N n’est pas L*-mesurable.

Soit (rg)r 'ensemble des rationnels de |—1, 1 et posons, pour tout k € No, N, = N +7%.
Les ensembles IV, sont disjoints. De fait, si x € N, N Nj, il existe n,m € N tels que
n+r, = m+r;. Des lors n ~ m, ce qui entraine, puisque chaque représentant est unique
dans N, n = m et donc k = j. Puisque N CJ0,1[ et 7, €] —1,1[ Vk, Up Ny, C]—1,2[. Enfin,
montrons que |0, 1[C UgNg. Soit z €]0,1[ et n ’élément de N tel que z ~ n. Puisque
x,n €]0,1[, x —n est un nombre rationnel de | — 1, 1] et il existe donc un indice kg tel que
Tk, = T —n. De la, z € Ny, .

Supposons que N est un ensemble L£*-mesurable. Les translatés N sont alors aussi me-
surables et puisque ces ensembles sont disjoints, £(UpNy) = >, L(Ny). De plus, puisque la
mesure de Lebesgue est invariante par translation, £(Ny) = L(N) Vk. Ainsi, si L(N) = 0,
alors L(UrNg) = 0, ce qui est impossible, puisque £(]0,1]) < L(UxNg). Si L(N) # 0, 0n a
L(UpNi) = 00, ce qui est également impossible, puisque £(UpNg) < L(] — 1,2[). Au final,
si on suppose que N est mesurable, on obtient une contradiction. O

Si un ensemble Lebesgue-mesurable est inclus dans ’ensemble non-mesurable dont
I'existence est affirmée par le théoreme 1.4.43, alors il est nécessairement de mesure nulle.

Remarque 1.4.44. Soit E un ensemble Lebesgue-mesurable inclus dans ’ensemble non-
mesurable relatif au théoreme 1.4.43. Avec les notations de la démonstration du théoréme,
soit By = E + 1y pour k € Ny. Puisque E est mesurable, Ej également et L(Ey) = L(F).
De plus, on a F; N Ej, = & pour j # k, puisque Ej, est une partie de Nj. Il vient alors
L(]—1,2]) > L(UEL) = >, L(E)), ce qui permet d’affirmer que I'on a L(E) = 0.

On peut montrer sans difficulté que tout ensemble Lebesgue-mesurable de mesure non
nulle contient un ensemble non-mesurable.

Remarque 1.4.45. Soit E est un ensemble mesurable tel que £(F) > 0. Puisque la mesure
de Lebesgue est invariante par translation, quitte & prendre une sous-ensemble de E, on
peut supposer avoir E CJ0,1[. Pour tout indice naturel non nul k&, soit Ey = E N Nj, ou
Ny, est défini dans la démonstration du théoreme 1.4.43. Grace a la remarque 1.4.44, nous

6. L’ensemble construit dans la démonstration du théoreme 1.4.43 est appelé un ensemble de Vitali.
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savons que si Fj est mesurable, alors £L(E)) = 0, puisque E} est une partie de Ny, qui
est lui-méme un translaté de N. Ces ensembles sont deux a deux disjoints et la relation
10, 1[C Ug Ny, implique Ui E, = E. Si chaque E}, est mesurable, il vient

L(E) = L(UpEr) = Y L(Ey) =0,
k

ce qui est absurde.
Passons a la seconde construction. Le résultat suivant s’avérera utile.

Proposition 1.4.46 (Steinhaus). Si E est un sous-ensemble L*-mesurable de R? tel que
L(E) >0, alors E — E contient une boule ouverte centrée a l’origine.

Démonstration. Puisque la mesure de Lebesgue est réguliére (proposition 1.4.28), il existe
un ensemble compact K C E tel que £L(K) > 0. Puisque K — K C E — E, il suffit de
démontrer la proposition pour ’ensemble K.

Maintenant, puisque € K — K si et seulement si K intersecte = 4+ K, il suffit de
prouver que, pour |z| suffisamment petit, K intersecte x + K.

Par la proposition 1.4.28, il existe un ensemble ouvert U tel que K C U et L(U) <
2L(K). La distance entre un compact non-vide et un fermé non-vide (ici U€) étant réalisée,
il existe € > 0 tel que |z| < € implique K +x C U. Soit un tel point z ; si K + x est disjoint
de K, le fait que L soit invariant par translation et la relation K + x C U impliquent

2L(K)=L(K)+ L(K+2z)=L(KU(K +z)) < L(U).
Ces ensembles ne peuvent donc étre disjoints et z € K — K, ce qui suffit. O

Cette proposition peut étre utilisée pour obtenir un résultat relativement fort.

Proposition 1.4.47. I existe un sous-ensemble E de R tel que tout ensemble L*-mesurable
inclus dans E ou E° soit de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Définissons d’abord les sous-ensembles G, G, et G; de R comme suit,
G={r+nvV2:reQ,nelZl,

Gp={r+2nV2:rcQ,necZ,
Gi={r+2n+1)V2:rcQ,neZ).

On constate immédiatement que G et G, sont des sous-groupes de R pour I'addition, que
Gy et G sont disjoints, avec G = Gp+\/§ et G = G,UG;. Soit alors la classe d’équivalence
-~ - sur R définie par x ~ y si et seulement si x —y € G. Grace a 'axiome du choix,
on peut construire un sous-ensemble R de R qui contient exactement un représentant de
chaque classe d’équivalence pour la relation - ~ - et posons F = R + G,,.

Soit A un sous-ensemble L£*-mesurable de E tel que £(A) > 0. La proposition 1.4.46
implique l'existence d’un intervalle | — ¢, ¢[ inclus dans A — A et donc dans E — E. Puisque
G est dense dans R, il est d’intersection non-vide avec U'intervalle | — ¢,¢[ et donc aussi
avec E— E. Un point de cette intersection s’écrit e —e’+ g, = g;, avec e, e’ € R, g, € G, et
gi € G;. Cette égalité ne peut avoir lieu puisque, par définition de R, e — ¢’ ¢ G. Ainsi, il
n’existe pas de tel ensemble A et chaque sous-ensemble £*-mesurable de F est de mesure
de Lebesgue nulle.
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Maintenant, en remarquant que E¢ = R+ G;, on a E¢ = E + /2. Ainsi, tout sous-
ensemble £*-mesurable de E° est de la forme A++/2, pour un sous-ensemble £*-mesurable
A de FE. 1l s’ensuit que E° ne contient pas d’ensemble £*-mesurable de mesure de Lebesgue
non-nulle, ce qui termine la preuve. O

Il va de soi que 'ensemble E présenté dans la proposition est précédente n’est pas
L*-mesurable.

Remarque 1.4.48. L’ensemble E de la proposition 1.4.47 ne peut étre L*-mesurable, sinon
FE et E€ seraient chacun de mesure nulle, ce qui est absurde. Ainsi cette proposition
implique un résultat du type 1.4.43. La proposition 1.4.47 peut aussi étre reformulée en
termes de mesure intérieure : il existe un sous-ensemble E de R tel que L.(E) = L.(E€) =
0.

Donnons un troisieme exemple, di a Sierpinski; cette méthode utilise les filtres. Nous
aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 1.4.49. Si E C R est un ensemble L-mesurable tel que L(E) €]0,00], alors pour
tout 0 €]0, 1], il existe un intervalle I tel que L(ENI) > 0L().

Démonstration. Vu la régularité de la mesure de Lebesgue, on peut supposer que F est
compact (quitte a choisir un compact K inclus dans F). Pour tout £ > 0, il existe une
suite finie d’intervalles compacts (I )y recouvrant E telle que L(Uplg) < L(E)(1+¢). On
peut supposer ces intervalles deux a deux disjoints. On a donc

LE) <) LENI) <Y L(IK).
k P

Puisque ), L(I}) < L(E)(1+¢), il existe un indice ko tel que L(Iy,) < LI(ENIg)(1+¢),
sinon on aurait

D LUK = (1+e) Y LENL) > (1+e)L(E).
k k
En d’autres termes, on a
1
‘C(Emlko) > 1 _|_€‘C(Iko)a

ce qui suffit, puisque € > 0 est arbitraire. ]

Soit maintenant ¢/ un ultrafiltre " libre® sur Ny et considérons I’application

v p(Ng) = {0,1} Eb—>{ . SEeU

sinon

Lemme 1.4.50. L’application v est finiment additive : si A et B sont deux parties disjointes
de No, alors v(AU B) = v(A) +v(B).

7. L’existence d’un ultrafiltre repose sur I’axiome du choix.
8. Rappelons qu’un ultrafiltre principal ou trivial est un filtre possédant un minimum M ; il est donc
de la forme {E : M C E}. Un ultrafiltre libre est un ultrafiltre qui n’est pas principal.
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Démonstration. On sait que A et B ne peuvent tous les deux appartenir a U et donc
v(A) +v(B) € {0,1}. Si A ou B appartient & U, AU B également (car il contient A et
B); on a donc

v(A)+v(B)=1=v(AUB).

Si ni A ni B n’appartiennent a U, alors A° et B® appartiennent a U et donc A° N B¢
également. En conséquence, AU B = (AN B€)¢ n’appartient pas a U et on a

v(A)+v(B)=0=v(AUB).
On peut conclure, toute les possibilités ayant été explorées. ]

Remarque 1.4.51. Cette application ne peut étre dénombrablement additive, puisque
v({k}) = 0 pour tout k (les ensembles finis ne peuvent appartenir a ).

Etant donné un nombre réel x, considérons les représentation improre de sa partie
fractionnaire en base 2. Si x n’est pas entier, on considere la suite binaire (zy); telle que

oo
),
k=1

pour laquelle z = 1 pour un nombre infini d’indices k. Si z est un nombre entier, on
prend la suite constante (xy)x telle que zx = 1 pour tout k, de maniere & avoir

— 1
:/U:(x—l)—i-z:yC
k=1

Soit alors
D$:{kENO:J}k:1}
et définissons
[:R—={0,1} 2z~ v(D,).

Enfin, considérons ’ensemble
S={zeR: f(z)=1}.

Lemme 1.4.52. 57 S est L-mesurable, alors S et S¢ sont de mesures de Lebesgue non nulles
et égales.

Démonstration. Un de ces ensembles doit étre de mesure non nulle, puisque S U S¢ =R
Etant donné z € R, considérons le symétrique =4 de = : . = 1 — x. Si x n’est pas un
nombre dyadique rationnel (c’est-a-dire si z n’est pas un élément de Z[1/2]), z, non plus.
Plus précisément, si (zy)x est la suite binaire définissant la représentation improre de x, la
suite binaire (yx)x associée a la représentation impropre de x, est définie par y, = 1 — x.
Ainsi, D¢ est infini si et seulement si x n’est pas un dyadique rationnel. Pour un tel x, on
a Dy, = DS et donc f(z,) = v(DS). Cela étant, puisque

1= V(No) = I/(Dx) + ’/(Dacc)a

onav(DS)=1—-v(D,;) et donc f(z.) =1—v(Dg) =1— f(z).
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Puisque
S¢={zxeR: f(z) =0},

a tout = € S n’appartenant pas a Z[1/2], on peut faire corresondre un élément =, de S¢ et
inversement. De ce point de vue, S et S¢ sont symétriques par rapport a 1/2, & 'exception
des éléments de Z[1/2], qui sont dénombrables. Ainsi, S et S¢ doivent étre tous les deux
de mesure non nulle et égale. O

Montrons que S est invariant pour les translations dyadiques.
Lemme 1.4.53. Pour tout x € R et tout rationnel dydadique r, on a f(x + 1) = f(x).

Démonstration. Sion considére la représentation impropre de x et la représentation propre
(donc finie) de 7, on constate que Dy, est obtenu a partir de D, en ne modifiant qu’un
nombre fini d’éléments. Autrement dit,

-DIADCE-H” == (Dx U Dx+r) \ (DI N DI-i—T‘)
est fini et donc

f(x) =v(Dy) = v(Dy \ (DzADgyy))
= V(Dytr \ (DeADyir)) = v(Dyyy) = f(x + 1),

comme annoncé (rappelons qu’un filtre non-principal ne contient pas d’ensemble fini). [

Soit enfin N = SN0, 1] et montrons que cet ensemble ne peut étre mesurable.

Lemme 1.4.54. Si N est L-mesurable, alors L(N N [k274 (k + 1)27Y])) = L(N)/2, pour
tout k € {0,...,28 — 1} et tout | € Ny.

Démonstration. Fixons | € Ny. Puisque S est invariant pour les translations dyadiques,
on a

LINN[K27L (4+1)271) = L(N N K270 (K 4 1)271),

pour tous k,k’ € {0,...,2' — 1}. La densité de Lebesgue de N est donc uniformément
répartie sur les intervalles de la forme [k27¢, (k 4+ 1)271. O

Corollaire 1.4.55. Si N est L-mesurable, alors pour tout intervalle [a,b] de [0, 1], on a
L(N NJa,b]) = (b—a)L(N).
Démonstration. Soit (r)i et (r},)r deux suites de nombres dyadiques de [a,b] telles que

1, converge vers a et rj vers b (rappelons que les dyadiques sont denses dans R). Vu le
lemme qui précede, on a, si 1, < 7, (il suffit de prendre k assez grand),

L(N N [rg,r]) = (r, — ) L(N).
La continuité de la mesure permet de conclure. O

Proposition 1.4.56. L’ensemble N n’est pas L-mesurable.
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Démonstration. Supposons que N soit mesurable pour obtenir une contradiction. Vu le
lemme 1.4.49, étant donné 6 €]0, 1], nous savons qu’il existe un intervalle [a, b] de [0, 1] tel
que

L(N NJa,b]) >0(b—a).
Vu le corollaire 1.4.55, on a

(b—a)L(N) > 0(b—a),
c’est-a-dire L(N) > 6. Puisque 6 est arbitraire, on doit avoir £L(N) = 1. Cependant, vu
ce qui précede, on doit avoir

= L([0,1]) = LIN U ([0,1] \ N)) = L(N) + L([0,1] \ N)) = 2L(N),
ce qui suffit. O

Donnons un dernier exemple di a Van Vleck.

Définition 1.4.57. Un ensemble E de [0, 1] est homogene si, pour tout intervalle non vide
[a,b] de [0,1] et pour tout € > 0, il existe un intervalle [c,d] inclus dans [a,b] tel que
L(la,b] \ [¢,d]) < et

x—c
d—c
Proposition 1.4.58. Si E est un ensemble Lebesque-mesurable et homogene de [0,1], alors
soit L(E) =0, soit L(E) =

Démonstration. Montrons que £(E) < 1 implique £(E) = 0. Supposons avoir L(F) = c,
avec ¢ €]0,1[. Etant donné e > 0, soit (Jag,bx[)r une suite d’intervalles deux & deux
disjoints revouvrant E et tels que L£(Ug|ak,bi[) < ¢ + €. Pour tout k € Ny, il existe un
intervalle |cg, di[ de ]ag, b tel que L(Jag, bk[\]ck, dr]) < e(br — ax) et

B ={

cx € ENe,d[}.

E= {dk _C’“k x € ENeg, di[}.

On peut donc écrire

L(EN]ay,by[) = L(E N (Jeg, dr[U(Jak, br[\] ek, di[)))

= L(E N (Jek, di]) + LIE N (Jag, bi[\] ek, di[))
< E(E (]Ck, dk[) + e (bk — ak)
Cela étant, on a
L(E) = ﬁ({CZ—_CC’“k 2 € B, dil}) = 5 L({w — exx € Brlex, dy[})
= (B i),
k Ck

vu l'invariance par translation. On peut donc écrire
L(EN]ag, bi[) < (b — ax)(L(E) + ¢).
Au total, il vient

c=L(E) = LE N (Uplar, b)) = D L(ENag, by])

<(ct+e)>  Lar, br]) = (c+ ) L(Uklar, bp[) < (c+¢)?,

pout tout € > 0, d’ou la conclusion. O
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Pour tout nombre z irrationnel de [0, 1], posons
By ={re+s:r,s€Q,r>0} et Co={re+s:rseQ,r<0}

pour finalement définir J, = B, U C;. Remarquons que pour un tel z, tout J, est inclus
dans ’ensemble des irrationnels. Etablissons quelques propriétés de ces ensembles.

Lemme 1.4.59. Si z et y sont deuz nombres irrationnels de [0,1], alors
— B, NC, =02,
— y € Jp implique J, = Jy,
— on ay € By si et seulement si 1 —y € C,.

Démonstration. Supposons avoir z € B, N C,; il existe alors des nombres rationnels
r,r’',s,s avec r > 0 et ' < 0 tels que

/ /
Z=rr+s=rx+s,

ce qui implique x = fl__rs, . Ceci étant absurde, le premier point est démontré.
Pour le deuxieme point, si y appartient a J,, il appartient a B, ou C;. Dans le premier

cas, il existe des nombres rationnels r, s, avec r > 0 tels que y = rx + s. On a alors

B, = {r'y+s 7" sdeQr>0}={rmz+(0's+5):7"de€Q r >0} =B,.

De la méme maniere, on obtient C, = Cy et donc J, = J,. Le cas y € C; mene quant a
lui aux identités B, = Cy et C, = B,.

Si y est un point de B,, il existe deux nombres rationnels r,s, avec r > 0 tels que
y=rx+s.Onadoncl—y=—rx+ (1l —s)€ Cy. On montre de la méme maniere que
y € C, implique 1 —y € B,. O

Pour tout ensemble de la forme J;, soit f(.J;) un point de J (ainsi, f est une fonction
de choix) et posons

B= |J Bs,yn1), C=[01]\(QUB).
z€[0,1]\Q
Lemme 1.4.60. Avec les notations qui précédent, on a Jp = Jy(j,)-

Démonstration. De fait, on a f(J;) € J; et vu le Lemme 1.4.59, on doit avoir l'identité
iy = Ju O

Montrons que B et C sont symétriques par rapport a 1/2.
Proposition 1.4.61. On a x € B si et seulement si 1 —x € C.

Démonstration. Supposons avoir y € B; si 1 — y n’appartient pas a C, il appartient a
B. Soit alors = et 2’ tels que y € By(y,) et 1 —y € By ,). Vu le Lemme 1.4.59, on a
1 —y € Cy(s,)- On peut donc écrire

1—ye€ Jf(JI) ﬁJf(Jx/),: Jz N Ty,

ce qui implique J, = J,/, vu le Lemme 1.4.59. On a donc f(J,) = f(J) et en particulier
By(s,) = By(y,)- 1l vient ainsi

L -y e Byu,)NCr,) = Br,) NCry,) = 2.
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Supposons maintenant avoir y € C. Bien siir, on a trivialement y € B,. De plus,
puisque y n’appartient a aucun ensemble de la forme By(;,), il n’existe pas de nombre
irrationnel z tel que y = f(J,). Considérons z = f(Jy); on a donc y # z et J, = J,. En
particulier, y appartient a B, U C, ; il s’ensuit que I'on doit avoir y € C,. Par conséquent,
onal—yeB,CB. O

Corollaire 1.4.62. Si les ensembles B et C' sont Lebesgue-mesurables, alors on a L(B) =

L(C) =1/2.

Démonstration. Vu la Proposition 1.4.61, si les ensembles B et C' sont mesurables pour
la mesure de Lebesgue, il ont la méme mesure. Des lors, on a

1=£([0,1]) = L(BUC) = L(B) + L(C) = 2L(B),

ce qui suffit. O

Proposition 1.4.63. L’ensemble B est homogéne.

Démonstration. Soit |a, b[ un intervalle de [0, 1], fixons € > 0 et choisissons deux nombres
rationnels ¢ et d tels que a < ¢ < d < b et L(]a,b[\]e,d]) < e. Posons

B = {Z:E :z € Bne,d[}.

Soit y un point de B’; il existe x € BN]c,d| tel que y = Z=5. Soit f(J) tel que z

appartienne a By ) M [0, 1]. Il existe deux nombres rationnels 7 et s avec r > 0 tels que
x=rf(Jp)+s. On a donc

r —cC T s§—C

d—c_d—cf(Jx/)+d—c'

y:

ce qui implique y € By T De plus, puisque, par définition, on a 0 < y < 1, il vient
Yy € B.

Soit maintenant y un point de B. Il existe un nombre irrationnel z’ tel que y appartient
a By(s_,) N [0,1]. Soit deux nombres rationnels r et s avec r > 0 tel que y = rf(J) + s.
Posons z = (d — ¢)y + ¢; on a

r=(d-cy+c=r(d—c)f(Jw)+ (ds—cs+c) € By

T—C
)

De plus, = appartient a |c, d[ si et seulement si y appartient a |0, 1[. Dés lors, on a y =
avec x € BNJ]0,1[, ce qui implique y € B'.

Q

Corollaire 1.4.64. L’ensemble B n’est pas Lebesgue-mesurable.

Démonstration. De fait, si B était mesurable pour la mesure de Lebesgue, se mesure
devrait a la fois étre entiere et égale a 1/2. O
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Mesure de Lebesgue et complétude

Nous allons ici montrer que la mesure de Lebesgue définie sur la o-algebre des ensembles
L*-mesurables est la complétion de la mesure de Lebesgue définie sur la o-algebre de
Borel.

Nous commencerons par un lemme.

Lemme 1.4.65. Si A est un ensemble L*-mesurable de R?, alors il existe des ensembles
boréliens By et Bg de R? tels que By C A C Bg et L(Bs \ Br) = 0.

Démonstration. Supposons d’abord que L£(A) < oo. Pour tout k € Ny, la Proposi-
tion 1.4.28 implique 'existence d'un ensemble compact K tel que K C A et L(A) <
L(K})+1/2k. La méme Proposition implique également l’existence d’un ensemble ouvert
Ui tel que A C Uy et L(Ug) < L(A) + 1/2k. Soient B; = UKy et Bg = NiUg. On a
Br,Bs € B et B C A C Bg. De plus,

L(Bs\ Br) < LUk \ Ki) = LU \ A) + L(A\ Ky) <1/k

pour tout k, ce qui implique £(Bgs \ Br) = 0.

Maintenant, si A est un sous-ensemble de R? £*-mesurable arbitraire, il peut étre écrit
comme 'union d’ensembles L£*-mesurables, A = U Ay, tels que L(Ag) < oco. Pour chaque
k, il existe des ensembles By 1, Bg, € B tels que By C Ay C Bgy et L(Bgy \ Brx) =0.
Les ensembles By = UpBry et Bg = UpBg ) sont des ensembles boréliens satisfaisant
By C AC Bg et L(Bgs\ Br) < L(UgBgy \ Brx) =0, ce qui termine la preuve. O

Nous pouvons maintenant aborder le résultat voulu.

Proposition 1.4.66. Si o7 désigne la collection des ensembles L*-mesurables, la mesure de
Lebesgue sur (R?, o7 est la complétion de la mesure de Lebesgue sur (RY,B?).

Démonstration. Soient £ la mesure de Lebesgue sur (R, .«7), Lp la mesure de Lebesgue
sur (R4, B?) et £ la complétion de Lp, définie sur (R?, 27). Le Lemme 1.4.65 implique
o/ C 9y et que L est la restriction de £ sur .27. Il nous reste donc & vérifier que 7, C .
Soit donc A € 7 ; il existe deux ensembles By, Bs € B? tels que Bf € A C Bg et
Lp(Bs \ Br) = 0. Puisque A\ By C Bs\ By et L(Bs\ By) = Lg(Bgs \ Br) = 0, le fait que
L soit complet sur &7 implique A\ By € &/. Ainsi, A= (A\ Br)UBr € &. O

La mesure de Lebesgue-Stieltjes

La mesure de Lebesgue a été définie & partir d’une notion primitive de volume sur R¢.
Il peut paraitre naturel de remplacer 'application Vol, utilisée précédemment, par une
application plus générale. Par soucis de simplicité, nous allons restreindre notre étude sur
R (dans RY, les choses se compliquent légérement [21])

Soit F' une fonction croissante définie sur R et définissons la longueur de l'intervalle
la, b] comme suit,

Volp(la,b]) = F(b) — F(a).

Remarquons que nous définissons ici la longueur des intervalles semi-ouverts seulement.
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Définition 1.4.67. Etant donné un sous-ensemble A de R, soit %4 la collection de toutes les
suites (Jag, b])r de R telles que A C Ug|ag, b|. La mesure extérieure de Lebesgue-Stieltjes
est I’application £}, suivante

Ly pR) — [0,00] A inf{ Volp(lar, be]) : (Jar, bel)x € €a}.
k

Nous devons d’abord montrer qu’il s’agit d’une mesure extérieure.
Proposition 1.4.68. La mesure extérieure de Lebesgue-Stieltjes est une mesure extérieure.

Démonstration. S’il existe un intervalle |a, b] tel que Volr(Ja,b]) = 0, alors on a bien sir
L3.(2) = 0. Sinon, soit I; un intervalle du type ]a, b]. Puisque Volr(]a,b]) = Volr(]a, c]) +
Volr(]e, b)) pour tout ¢ €la,b], en découpant I; en deux intervalles de méme longueur
de Lebesgue (Ja, (a +b)/2] et |(a + b)/2,b]), on obtient I'existence d’un sous intervalle I,
de I; de longueur Volg(I3) inférieure ou égale a Volp(I1)/2. En procédant de la sorte,
on construit une suite (I;)r de semi-intervalles telle que Ip11 C I et Volp([xy1) <
Volg(Ix)/2. 11 existe donc des semi-intervalles de longueur arbitrairement petite, ce qui
implique £},(@) = 0.

Si A C B, toute suite d’intervalles couvrant B recouvre A et donc L}.(A) < L(B).
Soit maintenant (Ay); une suite de sous-ensembles de R. Si Y, L£}.(Ax) = oo, la sous-
additivité est démontrée. Sinon, soit € > 0 et pour chaque k, soit (Jax,;,bs ;]); une suite
recouvrant Aj telle que

ZF(bkz,j) — Flapy) < L3(Ap) +¢/2 .

On a U, A C Uk,j]ak,j, bk,j] et

> F(bry) — Flarg) <> Li(Ag) +e.
k,j k

Le nombre € étant arbitraire, on a L} (UrAg) < Y L5:(Ak). O
Proposition 1.4.69. Si F' est continu a droite, L3.(Ja,b]) = Volg(Ja, b]).

Démonstration. Puisque |a,b] € %y, on a Li(la,b]) < Volp(Ja,b]). Soient ¢ > 0 et
(Jak, bg] )k une suite de R recouvrant |a, b] telle que

> Volg(Jag, br)) < L3(Ja,b]) + /2.
k

Puisque F' est continu & droite, limgs, .o+ Volg(Jak,bx + 6x]) = Volr(Jax,bx]) Vk. Pour
chaque k, soit ]a, by + 61 tel que 0 > 0 et Volp(Jag, b + 6x]) < Volg(Jag, by]) + /281
Soit @’ €la,b[; on a [d/,b] Cla,b] C Uglak, by + x[. Puisque [d’,b] est compact, il existe
N € Ny tel que [d/,b] C Uszl]ak, by, + Ox[. On a donc

Volp(Ja’,b]) < ZVOIF(]%, bi, + 0k])
k

<Y Volp(Jag, b)) + /2
k

< £5(a, b)) + ¢
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Puisque ¢ est arbitraire, nous obtenons Volg(]a’,b]) < £*(]a,b]), pour tout o’ €la,bl. La
continuité & droite de F' implique lim,/_,,+ Volp(Ja’,b]) = Volg(]a,b]), ce qui termine la
démonstration. O

Comme la mesure extérieure de Lebesgue, la mesure extérieure de Lebesgue-Stieltjes
est métrique.

Proposition 1.4.70. La mesure extérieure de Lebesgue-Stieltjes est une mesure extérieure
métrique.

Démonstration. Soient A, B C R tels que d(A, B) > 0. Ona L},(AUB) < L}:(A)+L5(B).
Soient € > 0 et (Jag, bk])r une suite recouvrant A U B telle que

> Volp(Jax, bi]) < LE(AUB) +&.
k

Quitte & subdiviser les intervalles trop grand, nous pouvons supposer que diam(]ag, bg]) <
d(A, B) Vk. Des lors, la suite (Jag, bg])x peut étre décomposée en deux sous-suites (e, di])x
et (Jek, fx])r telles que ANleg, fr] = @ et BN|ck, dx] = @ Vk. Donc

L3(A) + Li(B) <Y Volp(lek, di]) + Y Volp (e, f])
k K
= F(dy) = Flek)+ > F(fi) — Flex)
k K

= F(by) — Fap) < LF(AUB) ¢,
k

ce qui permet de conclure, € étant arbitraire. ]

Nous pouvons maintenant introduire la mesure de Lebesgue-Stieltjes

Définition 1.4.71. La restriction de la mesure extérieure de Lebesgue-Stieltjes aux en-
sembles L}-mesurables est appelée la mesure de Lebesgue-Stieltjes et est notée L.

Corollaire 1.4.72. La mesure de Lebesque-Stieltjes est une mesure compléte définie sur les
ensembles boréliens B.

Nous venons de voir qu’une fonction croissante permet de définir une mesure sur les
ensembles boréliens. Sous certaines conditions, I'inverse est également vrai.

Proposition 1.4.73. Soit p une mesure finie sur (R,B) et F' : R — R la fonction définie
par F(x) = p(] — oo, x]). La fonction F est bornée, croissante et continue a droite. Qui
plus est, lim,_, o F(x) = 0.

Démonstration. Pour x € R, posons I, =] — co,z]. On a bien sir 0 < p(l;) < u(R)
Vz € R. De plus, z < y entraine p(l,) < p(ly). On en déduit que la fonction F' est
bornée et croissante. Soit maintenant (zj); une suite décroissante convergeant vers x.
On a I, = Ngl;, et la continuité des mesures implique F'(z) = limy F'(zx). De la méme
maniere, (cette fois, la suite (x)r tend vers —oco), on montre que lim,—, o F(z) =0 O



46 CHAPITRE 1. MESURES

Soit F' la fonction définie par la Proposition 1.4.73. Puisque |a, b] =] — oo, b]\] — 00, a],
on a u(Ja,b]) = F(b) — F(a). La fonction F' étant croissante et bornée, la limite & gauche
de F' en un point x est un nombre réel, que nous noterons F(x ™). Si (ag)r est une suite
croissante convergeant vers b, en considérant les ensembles |ay,b] et la continuité des
mesures, on obtient u({b}) = F(b) — F(b™). Des lors, u({b}) = 0 si et seulement si la
fonction F' est continue en b. Nous avons un résultat d’unicité.

Proposition 1.4.74. Soit ;i une mesure finie sur (R,B) et F' la fonction définie par F(x) =
(] —oo,x]). On a p= Lrp surB.

Démonstration. Nous avons vu que la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction
F satisfait Lp(Ja,b]) = F(b) — F(a) = p(la,b]). La continuité des mesures implique
Lr(] —o0,z]) =limg Lp(] — k, z]) = limy, u(] — k, z]) = p(] — oo, x]). Par conséquent, si €
représente la collection des demi-droites | — oo, z] (x € R), p = Lp sur €. Puisque € est
un 7-systeme qui, par la Proposition 1.1.10, engendre la o-algebre B, le Théoreme 1.2.10
implique que p = L sur B. O

Le résultat suivant est une réécriture de ce que nous avons déja obtenu.

Proposition 1.4.75. Si F': R — R est une fonction bornée, croissante et continue a droite
satisfaisant limg_,_ o F(x) = 0, alors il existe une unique mesure finie p sur (R,B) telle
que F(x) = p(] — o0, z]) Vo € R.

Démonstration. La mesure de Lebesgue-Stieltjes Lp associée a I restreinte a la o-algebre
B convient. En effet, Lp(]—o0,z]) = limy Lp(]—k, z]) = F(z)—limy F(—k) = F(z). Cette
mesure est finie, puisque Lp(R) = limy, L5 (] — 00, k]) = limy, F/(k). La Proposition 1.4.74
implique que cette mesure est unique. O

Remarquons que nous avons incidemment montré, dans cette dernieére démonstration,

que p(R) = limy, F(k).

Définition 1.4.76. Si P est une probabilité sur (R,B), la fonction F' définie par F(z) =
P(] — 00, x]) est appelée la fonction de répartition de P.

Nous avons donc montré que dans ce cas, P = Lp sur B.



Chapitre 2

Intégrales

L’intégration est I'un des sujets relatifs aux mesures les plus importants. Dans ce chapitre,
nous définissons cette notion et donnons les premieres propriétés des intégrales. Nous nous
attardons notamment sur les théoremes de la convergence monotone, de la convergence
dominée et le lemme de Fatou. Ces résultats donne nt lieu a de nombreuses applications.
Nous présentons également l'interprétation de Riemann de lintégrale. Ce chapitre se
termine sur la comparaison entre les intégrales de Riemann, Darboux et Lebesgue.

2.1 Applications mesurables

Les fonctions mesurables jouent un role de premier ordre dans la théorie de I'intégration.
Nous considérerons d’abord les applications & valeurs dans R et R avant de généraliser la
définition de la mesurabilité aux applications abstraites.

Remarquons que la plupart des notions abordées dans cette section ont attrait aux o-
algebres et non aux mesures ; autrement dit, la théorie des applications mesurables releve
plus de la théorie des ensembles.

Applications a valeurs dans la droite complétée

Nous allons ici nous intéresser particuliérement aux applications & valeurs dans R (appelées
fonctions étendues). La notion de mesurabilité pour des applications plus générales sera
donnée par la suite.

Commencons par un résultat élémentaire qui nous permettra d’introduire la notion de
mesurabilité pour les applications & valeur dans R.

Proposition 2.1.1. Soit (X, <7) un espace mesurable et A un ensemble de <. Pour une
application f : A — R, les conditions suivantes sont équivalentes,

— VYyeR, {zeA: flx)<y}ledd,

—YyeR {zeA: flz)<y}led,

—VWeR, {zecA: flx) 2y} e,

—VYyeR, {zeA: fx)>y}led.

Démonstration. Puisque {z € A: f(z) <y} =Up{z € A: f(z) <y — 1/k}, la premieres
condition implique la deuxieme. De méme, la troisieme implique la quatrieme. Puisque
{reA: f(z) >y} =A\{z € A: f(z) < y}, la deuxieme condition implique la troisieme.
De la méme maniere, la quatrieme condition implique la premiere. O

47
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Définition 2.1.2. Soit (X, .o7) un espace mesurable et A € 7. Une application f: A — R
est une application mesurable par rapport a o si {x € A : f(x) < y} € &, pour tout
y € R. On dit que 'application est 7/-mesurable, ou méme juste mesurable si le contexte
est clair. Si (X, &)=(R? B?), f est une application Borel-mesurable. Si X = R% et o/ est
la collection des ensembles L*-mesurables, I’application est dite Lebesgue-mesurable.

Bien str, une application Borel-mesurable est Lebesgue-mesurable. Donnons quelques
exemples.

Exemples 2.1.3. Etant données un ensemble A, une application f définie sur A et un
nombre y, posons M(y) ={z € A: f(z) < y}.

— Soit (X, ) un espace topologique. Si 'application f : X — R est continue, ’en-
semble M (y) est ouvert pour tout y. Cet ensemble est donc un ensemble borélien
et f est Borel-mesurable,

— si f: A— R, ot A est un intervalle de R, est une fonction croissante, M (y) est un
intervalle, un point ou ’ensemble vide. C’est donc un ensemble borélien,

— si (X,.o) est un espace mesurable et A est un sous-ensemble de X, la fonction
caractéristique y 4 est «/-mesurable si et seulement si A € &7. En effet, si y > 1,
M(y) =X et si y <0, M(y) = &; dans les autres cas, M(y) = A€,

— Soient (X,.2) un espace mesurable et f : X — R une application prenant un
nombre fini de valeurs, f(X) = {y1,...,yn}. Une telle fonction est mesurable si et
seulement si f~!(yx) € &/ Vk. En effet, si f est mesurable, f~'(y,) = {z € X :
f@) <yyn{r e X: flx) >y} € &. Si f1(yr) € & Vk, pour y € R, on a
M(y) = Uy, <, F (1) € .

La définition d’une application mesurable peut paraitre obscure au premier abord, mais
son utilité deviendra clair dans la suite.
Donnons quelques propriétés des applications mesurables.

Proposition 2.1.4. Soient (X,.o/) un espace mesurable et A € of . Si les applications f et
g de A dans R sont mesurables, on a

—{zeA: f2) < gla)} €

—{zeA: f(z) <glx)} €,

—{zxeA: f(x)=gx)} e .

Démonstration. On a

{red:f@)<g@)}=|J{zecd: flz)<r}nfzcd:r<g(@)}ec.
reQ

De méme, si {v € A: g(x) < f(x)} € &7, alors {x € A: f(z) < g(x)} = A\ {z € A:
g(x) < f(z)} € . Enfin, {x € A: f(z) =g(x)} ={z e A: f(zx) <glx)}\{zr € A:
flz) <g(x)} e . O

Proposition 2.1.5. Soient (X, .o/) un espace mesurable et A € <f . Si les applications f et
g de A dans R sont mesurables, alors max(f,g) et min(f,g) sont mesurables.

Démonstration. La démonstration est triviale, puisque {x € A : max(f(z),g(z)) < y} =
{reA: flz)y<yln{z e A:g(x) <y}et{zreA:mn(f(z),9(x)) <y}={zrecA:
flz) <ytu{z e A:g(z) <y} O
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Proposition 2.1.6. Soient (X, .o/) un espace mesurable et A € o7. Si (fx)r est une suite
d’applications mesurables de A dans R, alors
— supy, fr et infy fr sont mesurables,
— limyg, fy, et lim,, fx sont mesurables,
— limy, fi, (dont le domaine de définition est {x € A : limy, fy(x) = lim,, fi(z)}) est
mesurable.

Démonstration. La démonstration du premier point est analogue a celle de la Proposi-
tion 2.1.5 (en utilisant des unions et intersections dénombrables). Soient f;/ (x) = sup;>y, f;(z)
et f{\(z) = inf;>) fj(x). Par ce qui précede, f) et f{* sont mesurables et donc limy, fi, =
infy, f et lim, fi = supy, f; sont mesurables.

Soit D le domaine de définition de limy f% ; la Proposition 2.1.4 implique que D € <.
Ainsi, {x € D : limy, fe(z) < y} = DN {z € A : limy, fr(z) < y} € o, ce termine la
démonstration. O

Proposition 2.1.7. Soient (X,.o/) un espace mesurable et A € o/. Si f et g sont deux
applications mesurables de A dans [0,00] et a un nombre réel positif, alors af et f+ g
sont mesurables.

Démonstration. Considérons l'application af. Si a = 0, le résultat est trivial. Sinon,
{reA:af(x)<yt={r e A: f(x) <y/a} € &. Pour la fonction f + g, on a

{reA: flz)+g(x) <y} = U{xeA:f(x)<r}ﬂ{x€A:g(m)<y—r}€%,
reQ

ce qui termine la démonstration. ]

Proposition 2.1.8. Soient (X, %) un espace mesurable et A € /. Si f et g sont deux

applications mesurables de A dans R et a un nombre réel, alors oof, f +g, f — g, fg et
f/g (défini sur {x € A: g(x) # 0}) sont mesurables.

Démonstration. La démarche & suivre pour démontrer la mesurabilité de a.f et f 4 g est
quasiment la méme que celle suivie pour la démonstration de la Proposition 2.1.7 (avec
une modification de I'inégalité si o < 0). Pour la fonction f — g, il suffit de la ré-écrire
comme suit, f 4+ (—1)g, pour montrer qu’elle est mesurable.

Si f est une fonction mesurable, alors f2 I'est également. De fait, si y < 0, {z € A :
fAz) <y} =0 € . Sinon, {z € A: f2(z) <yt={z e Ad: -y < flx)}n{z €
A: f(z) < \/y} € &. Dela, si f et g sont mesurables, fg = ((f+ 9)? — f? — ¢%)/2 Dest
également.

Pour f/gonaD={x € A:g(z) #0} ={r € A:g(z) >0}U{z € A: g(x) <0} € &

et
{fzeD:flg<yt=({zeA:gx)>0tn{zeA: f(z) <yg(z)})
U{zeA:g(x)<0tn{zeA: f(z)>yg(x)}) € &,
ce qui prouve que f/g est mesurable. O

En ce qui concerne les applications & valeurs dans R, il faut prendre certaines précau-
tions pour définir par exemple 'application f + g. Soient f et g deux fonctions de A dans
R et posons Do, = (f~1(—00)Ng™ (00)) U(fH(oo)Ng!(—00)). Siz € A\ Dy, f +g(2)
est défini; si & € Dy, on pose f +¢g = a, oll @ € R est arbitraire. Avec ces modifications,
on peut modifier les preuves précédentes pour obtenir le résultat qui suit.
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Proposition 2.1.9. Soient (X, <) un espace mesurable et A € . Si [ et g sont deux
applications mesurables de A dans R, alors f + g est mesurable.

Démonstration. Remarquons par exemple que f~(—oo) =, {z € A: f(z) < —k} € & ;
de méme, f~!(c0) € & et donc I'ensemble D, défini plus haut appartient & o7. Les
preuves précédentes s’adaptent aisément. O

Exercice 2.1.10. Soit (R, %) un espace mesurable et A € o/ ; montrer que si f: A — R
est une application mesurable et dérivable sur A, alors la dérivée de f est aussi mesurable.
Suggestion : on a D f = limy, fi, avec

fu(@) = k(f(z +1/k) — f(2)).

Définition 2.1.11. Soit f une fonction & valeurs dans R. La partie positive f* et la partie
négative f~ de f sont les fonctions définie a partir de f comme suit, f* = max(f,0) et

f7 = —min(f,0).

Ces fonctions sont & valeurs dans [0,00] et f = f* — f~, |f| = f* + f~. Remarquons
que si f est mesurable, fT et f~ le sont aussi et que, par conséquent, la fonction |f| est
mesurable. Si f défini sur A est o/-mesurable et si B € &7 est un sous-ensemble de A,
la restriction fp de f & B est o/-mesurable, puisque {z € B : fp(z) <y} = BN{zx €
At f(z) < y}. De plus, si (Ag)x est une suite de &7 telle que A = U Ay et si, pour
tout k, la restriction f4, de f & Ay est &/-mesurable, alors f est /-mesurable, puisque

{reA: f(z) <y} =Ur{x € Ay : fa, (x) <y}

Proposition 2.1.12. Soient (X, o) un espace mesurable et A € of . Si f est une application
mesurable de A dans [0, 0], alors il existe une suite d’applications mesurables (fi)r de A
dans [0,00[ dont l’image est finie telle que

— la suite (fx)r est croissante,

— [ =limg fi.

Démonstration. Pour chaque nombre naturel non-nul k, et j € J, = {1,..., k2k}, soit
Ar;={z € A: (j—1)/2F < f(z) < j/2*}. Puisque f est mesurable, Ay ; € o/. Pour
k € Np, soit fi, la fonction de A dans R égale & (j — 1)/2% sur Ay ; (j € Ji) et égale a k
sur A\ e Ay, j. Chaque fonction f;, n’admet qu'un nombre fini de valeurs et pour tout
x € A, la suite (fx)y satisfait la these. O

Si (X, .o7) est un espace mesurable et si f est une fonction .o7-mesurable de X dans R,
en appliquant le résultat précédant & f et f~, on obtient I'existence d'une suite (fx)x
de fonctions de X dans R dont I'image est finie telle que limy, fr, = f.

Nous allons maintenant donner un point de vue différent concernant les applications
mesurables. Il permet en fait de généraliser leur définition. Commencgons par un lemme.

Lemme 2.1.13. Soient (X, o) et (Y, %) des espaces mesurables, A € & et f une appli-
cation de A dans Y. La famille & = {B € % : f~Y(B) € &/} est une o-algébre sur
Y.

Démonstration. Bienstr, f~1(Y) = A € o et f~1(B°) = A\f~1(B). De plus, f~1(UrBy) =
Urf~Y(Bg), ce qui suffit. O

Proposition 2.1.14. Soient (X, .o/) un espace mesurable, A € of et f une application de
A dans R. Les conditions suivantes sont équivalentes,
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— [ est mesurable par rapport a o,

— f7YU) € &, quel que soit I’ensemble ouvert U C R,
— f7YF) € &, quel que soit I’ensemble fermé F C R,
— f~YB) € &, quel que soit I’ensemble borélien B C R.

Démonstration. L’application f est mesurable si et seulement si f~1(] — 00, y]) € & pour
tout y € R. Si .Z# est la o-algebre définie par le Lemme 2.1.13 (avec (Y, £) = (R, B)), f est
mesurable si et seulement si | —o0, y] € .F Vy, et donc si et seulement si B = (] — o0, y]) C
% . La premiere et la quatrieme conditions sont donc équivalentes. Puisque la o-algebre
B est aussi engendrée par les ensembles ouverts et les ensembles fermés de R, toutes les
conditions sont équivalentes. O

L’équation fonctionnelle de Cauchy
Comme application, considérons I’équation fonctionnelle de Cauchy.

Définition 2.1.15. Une fonction f : R — R vérifie ’équation fonctionnelle de Cauchy si
elle vérifie

flz+y) = f(x)+ fy),

pour tous nombres réels x et y.

Bien entendu, toute fonction linéaire vérifie I’équation fonctionnelle de Cauchy. La
question qui se pose naturellement est de savoir s’il existe d’autres solutions. Nous allons
montrer que toute solution Lebesgue-mesurable est nécessairement linéaire. Autrement
dit, les solutions de cette équation sont soit extrémement irrégulieres, soit linéaires.

Proposition 2.1.16. Toute fonction f vérifiant I’équation fonctionnelle de Cauchy est Q-
linéaire : on a f(rz) =rf(x), pour tout r € Q et tout x € R.

Démonstration. On a bien entendu f(0) = f(0) + f(0), ce qui implique f(0) = 0. De la,
on obtient

0=/(0)=flz —=z) = f(z) + f(-2),
pour tout z € R, ce qui implique f(z) = —f(z).
Une récurrence aisée sur k fournit f(kx) = kf(z), pour tout k € N et tout € R. De
la, on obtient

x x

= f(ES) = kF(=
pour tout k£ € N non nul et tout € R. ceci implique f(z/k) = f(x)/k et donc f(rz) =
rf(x) pour tout r € Q et tout = € R. O

Lemme 2.1.17. Si f est une fonction vérifiant I’équation fonctionnelle de Cauchy continue
en un point xq, alors elle est continue sur R tout entier.

Démonstration. Pour tout point z de R, on a
lim f(z +h) = lim f(zo + h) + f(z — z0) = f(20) + f(z) — f(z0) = f(z).
h—0 h—0
O

Lemme 2.1.18. Si f est une fonction vérifiant [’équation fonctionnelle de Cauchy continue
en un point xg, alors f est linéaire.
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Démonstration. Nous savons déje que f est continu sur R. Soit 2y € R et () une suite
de Q qui converge vers R. On a

f(z) = h}gnf(rk) = h]gnﬁcf(l) =2 f(1),
comme attendu. ]

On a donc le résultat suivant sur les solutions de I’équation fonctionnelle de Cauchy.

Proposition 2.1.19. Une fonction vérifiant ’équation fonctionnelle de Cauchy est soit
linéaire, soit discontinue en chaque point.

Les solutions non-linéaires sont tres irrégulieres.

Proposition 2.1.20. Si f est une fonction vérifiant l’équation fonctionnelle de Cauchy qui
n’est pas linéaire, alors son graphe est dense dans R2.

Démonstration. Par hypothese, il existe deux nombres réels x1 et x tels que f(x1)/z1
n’est pas égal & f(x2)/x2. Soit vy le vecteur (z1, f(x1)) et vy le vecteur (x2, f(x2)); ces
vecteurs ne sont pas colinéaires, par construction. Puisque f est Q-linéaire, le graphe de
f contient Qui & Qua, ce qui suffit. O

Proposition 2.1.21. Si f est une fonction vérifiant l’équation fonctionnelle de Cauchy
qui n’est pas majorée sur un ensemble Lebesgue-mesurable non-négligeable, alors [ est
linéaire.

Démonstration. Supposons que f soit majoré par C' sur I’ensemble Lebesgue-mesurable
FE de mesure non-nulle. Par la proposition 1.4.46, F — E contient un intervalle non vide
I. De plus, f est majoré par 2C sur I. Il s’ensuit que le graphe de f ne peut étre dense
dans R2. Par conséquent, f est linéaire. O

Donnons une démonstration plus analytique.

Démonstration. Si f est majoré sur I’ensemble Lebesgue-mesurable £ de mesure non-
nulle, nous savons que f est majoré sur un intervalle I contenant ’origine, par la propo-
sition 1.4.46. Il existe donc une constante C' > 0 telle que f(z) < C pour tout z € I. On
a des lors

pour tout & € N non nul et tout « € I. De plus, pour un tel z, on a f(—z) < C, donc

f(x) > —C. Par conséquent, on a

T C

NS T

pour tout k& € N non nul et tout = € I. Autrement dit, |f(z)| < C/k pour tout = € I/k.
Si (zk)g est une suite qui tend vers 0, pour tout j5 € N non nul, on a x3 € I/j pour k
suffisamment grand, ce qui implique
C

pour de tels indices. Nous avons donc obtenu que f est continu en 0, ce qui suffit. O
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Proposition 2.1.22. Si [ est une fonction vérifiant I’équation fonctionnelle de Cauchy qui
est monotone sur un ensemble Lebesque-mesurable et non-négligeable, alors f est linéaire.

Démonstration. Supposons, sans restriction, que f est croissant sur un ensemble Lebesgue-
mesurable A qui est non-négligeable. Soit alors (zj); une suite de A qui converge vers
sup A et posons A, = AN|—o0, x| (k € N\{0}). Bien str, A est mesurable et limy Ay = A.
Par continuité, on a £L(Ay) > 0 pour k € N suffisamment grand. Puisque f est croissant
sur Ay, f est majoré par xj sur Ay, pour k € N non nul. La proposition 2.1.21 permet de
conclure. O

Proposition 2.1.23. Toute fonction Lebesque-mesurable f vérifiant I’équation fonctionnelle
de Cauchy est linéaire.

Démonstration. Pour k € N non nul, posons Ay = {x € R: f(x) < k}. Ces ensembles sont
mesurables et on a limy Ay = R; par conséquent, on a L(Ag) > 0 pour k suffisamment

grand. Puisque f est borné sur Ag, la proposition 2.1.21 permet encore une fois de conclure.
O

Considérons brievement les solutions de 1’équation fonctionnelle de Cauchy qui ne sont
pas linéaires. Soit H une base de Hamel de R, c’est-a dire une base de R vu comme
un espace vectoriel sur le corps des rationnels!. Pour tout nombre réel z, on a donc
T =Y %, rEx), pour un nombre n, € N, avec x € H, pour des nombres rationnels ry

(ke {l,...,nz}). Si f est une fonction définie sur H, elle peut étre étendue sur R comme
suit :
Ng Ny
F@)=FO mewr) = rif (@) (2.1)
k=1 k=1

Une telle fonction est solution de ’équation fonctionnelle de Cauchy : étant donné deux
nombres réels x et y, pour n suffisamment grand, on peut écrire, avec des notations
évidentes,

Flay) = FO (retri)mr) =D (i) flae) = > ref @)+ Y rif (@) = f@)+f(y),
k=1 k=1 k=1 k=1
avec xj, € H, pour des nombres rationnels 7y et 7. (k € {1,...,n}). Inversement, une so-

lution de I’équation fonctionnelle de Cauchy vérifie nécessairement (2.1). Si f est linéaire,
il existe une constante ¢ telle que f(x) = cx; on doit donc avoir f(zy)/xr = ¢ pour tout
xp € H. Des lors, il suffit qu’il existe deux éléments x1 et xo de H tels que f(x1)/z1 soit
différent de f(z2)/x2 pour que f ne soit pas linéaire.

Ensemble de Cantor et mesure de Lebesgue

Grace a la notion de fonction mesurable, nous pouvons maintenant construire un ensemble
mesurable pour la mesure de Lebesgue qui n’appartient pas a B. Nous allons aussi mon-
trer qu’il existe un sous-ensemble de R négligeable pour la mesure de Lebesgue ayant la
puissance du continu.

Commencons par définir ’ensemble triadique de Cantor.

1. L’existence d’une telle base est assurée par I’axiome du choix. Les bases de Hamel ont été pour la
premiere fois proposées pour exhiber des solutions non-linéaires de I’équation fonctionnelle de Cauchy.
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Définition 2.1.24. Soit Ko = [0,1], K1 = [0,1/3] U [2/3,1] et K11 'ensemble obtenu a
partir de K; en enlevant, a chaque intervalle I, composant K, 'intervalle ouvert formant
le deuxieme tiers de Ij. L’ensemble triadique de Cantor est I'ensemble € = N; Kj.

Remarque 2.1.25. Pour tout intervalle compact [a, b], posons

b—a b—a
Ulb—
3 Jul 3

T([a,b]) = [a,a + ,b],

et pour B = U}_, I}, ol les I}, sont des intervalles compacts, posons T'(E) = Up_,T(I}).
Les intervalles constitutifs K; de l’ensemble de Cantor € sont définis par la relation
K41 =T(Kj), pour j > 0.

L’ensemble € est un compact non-vide, vu la Proposition A.2.5.
Proposition 2.1.26. L’intérieur de € est l’ensemble vide.

Démonstration. si ce n’était pas le cas, il existerait un intervalle I inclus dans K; quel
que soit j; or, les intervalles de K sont de longueur 1/37 au plus. O

La définition alternative suivante fournit un autre point de vue sur ’ensemble de Cantor.

Proposition 2.1.27. L’ensemble de Cantor est l’ensemble des nombres réels de [0, 1] tels
qu’une de leurs représentations en base trois ne contient pas le chiffre 1.

Démonstration. Supposons avoir établi que les éléments de K; puissent s’écrire

J o8] b
= Y (2.2)
k=1 k=j+1

avec aj, € {0,1} et by € {0,1,2}. Tous les intervalles constitutifs de K; sont de la forme
(])

I,gj) [?,)’f, 2k+1] pour k € {0, .. 3] 1} Supposons avoir b1 = 1; si x appartient a [

on a ngzl 201,37 F = 2k377 et appartlent a l'un des deux intervalles

2k 2k 1, 2k 6k+1 2k +1 1 2k+1 6k+2 2k+1
[37737+W] - [§7W] ou [ 3 - 3+ 3j ] { 3j+1 7 37 }

Si by, = 0 pour tout k > j + 1, alors = peut s’écrire sous la forme (2.2), avec bj11 = 0 et
b =2pour k > j+1;0naen fait z = g’jﬂ Supposons donc que ce n’est pas le cas. On
doit alors avoir x > %Iji'll et par conséquent x ne peut appartenir au premier intervalle.
Si by = 2 pour tout k > j + 1, alors = peut s’écrire sous la forme (2.2), avec bj11 = 2 et
by =0 pour k > j+1;o0n aen fait x = %’ji‘f Si ce n’est pas le cas, on doit avoir z < 636112,
ce qui implique que = ne peut appartenir au second intervalle. On vient ainsi de montrer

que les éléments de K1 sont de la forme

o b
k k
z=> e+ D g0
k=1 k=j+2

avec a, € {0,1} et by € {0,1,2}; autrement dit, bj1; # 1. Si = appartient & €, on a
x € K; pour tout j, ce qui implique que z peut s’écrire sous la forme (2.2) avec by # 1,
quel que soit k. O
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L’ensemble de Cantor jouit de quelques propriétés remarquables.

Proposition 2.1.28. L’ensemble de Cantor triadique n’a pas de point isolé; c’est donc un
ensemble parfait.

Démonstration. Soit I un intervalle ouvert contenant un point x de € et € > 0 tel que
lx —e,x+e[C I

On remarque directement que chaque intervalle constitutif de K; est de longueur 377
exactement. On remarque également que les extrémités de ces intervalles appartiennent a
¢ par construction. Soit jo € N* tel que 3770 < . Soit alors I jo Uintervalle constitutif de
K, contenant x et =’ une des extrémités de I, telle que 2’ # z. On a

lv — 2’| < 379,
par construction et donc 2’ € I. O

Démonstration. Par définition, il nous faut montrer que tous les points de € sont des
points limites, i.e. que tout point z de € est adhérent a €\ {z}. Or un point = de € s’écrit

2ap

3k

M

i
L

pour une suite (ag)r & valeurs dans {0, 1}. Pour tout j € Ny, soit
o0
2a)
_ k
T=> 3k
k=1

avec aj, = aj, pour k # j et a;- =1 —a;. Il est clair que la suite (x;); ainsi construite est
a valeurs dans € et converge vers x, avec xj # x quel que soit I'indice j. O

Un ensemble parfait est nécessairement non-dénombrable. Dans le cas de ’ensemble de
Cantor triadique, nous pouvons le démontrer simplement, grace a 1’escalier du diable.

Définition 2.1.29. L’escalier du diable est la fonction définie sur € par
o0

2a; = a;
Dle: € —[0,1] x:Z:Tj]'_)ZQ%’

Jj=1 Jj=1

ol a; € {0,1} définit une représentation du nombre = en base trois ne contenant pas le
chiffre 1. Cette fonction peut étre étendue sur [0, 1] en posant

D(z) = sup{D|e(z’) : 2’ € €, 2’ < z}.

On constate sans peine que la fonction © est constante sur [0, 1] \ €, croissante sur €
et continue sur [0, 1].

Proposition 2.1.30. L’ensemble de Cantor triadique a la puissance du continu.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que 1’escalier du diable D|¢ restreint & € est une sur-
jection. ]
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FIGURE 2.1 — Représentation graphique de I’escalier du diable.
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Démonstration. Soit N = {x; : j € N*} un ensemble dénombrable de €. L’ensemble
K est constitué de deux intervalles disjoints et donc x; n’appartient pas a I'un d’entre
eux. Notons cet intervalle I7. Considérons maintenant KoM 17 ; cet ensemble est constitué
de deux intervalles et xo n’appartient pas a I'un d’entre eux. Notons cet ensemble I5.
Si I; a été défini comme un intervalle constitutif de K; ne contenant pas x;, on définit
Ij11 comme un intervalle constitutif de K1 N I; ne contenant pas x;,1. Puisque les
intervalles I; sont emboités en décroissant, il existe un point xo de ﬂ]‘?‘;ll j-Onaxzgel
par construction, mais xg # x; quel que soit j € N*, donc € ¢ N. O

Le résultat suivant montre qu’il existe un ensemble négligeable pour la mesure de
Lebesgue ayant la puissance du continu.

Proposition 2.1.31. L’ensemble triadique de Cantor est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Bien entendu, pour tout j, 'ensemble K; intervenant dans la définition
de l'ensemble triadique de Cantor est mesurable et, par construction, L(K;) = 27/3/,

pour tout j > 0. Ainsi, ,
2J

L(€) =lim L(K;) =lim - =0,
J i3

ce qui suffit. ]

Etablissons maintenant qu’il existe un ensemble mesurable pour la mesure de Lebesgue
qui n’est pas borélien. L’escalier du diable (restreint & €) étant surjectif, il admet un
inverse a droite injectif,

@El 10,1 = €y inf{z € €: Dle(zx) =y}

L’image de D, ! est une partie ¢, de I'ensemble triadique de Cantor. Enfin, ®|¢ étant
croissant, D|; ! est strictement croissant et est donc Borel-mesurable (cf. Exemples 2.1.3).
Puisque D[, : [0,1] — €, est une bijection, soit

D, : ¢, —[0,1]

la fonction inverse de D[, *. Pour tout = € €,, on a D, (z) = D(z) (de fait, on doit avoir
T = ©|g1 0D, (z) = ©|g1 o D(x), ce qui implique 1’égalité annoncée, application étant
une bijection). Ce faisant, nous avons donc restreint le domine de ® pour obtenir une
fonction bijective 2. Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat suivant.

Proposition 2.1.32. Il existe un sous-ensemble de l’ensemble triadique de Cantor qui n’est
pas borélien.

En particulier, il existe un sous-ensemble de l’ensemble triadique de Cantor qui est
mesurable pour la mesure de Lebesgue et non-borélien.

Démonstration. Nous savons qu’il existe un sous-ensemble de [0, 1] qui n’est pas mesu-
rable; soit N un tel ensemble. L'ensemble E = D|;'(N) est inclus dans €, et est par
conséquent mesurable. En effet, la mesure de Lebesgue étant compleéte (sur la o-algebre
des ensembles Lebesgue-mesurables), F C € et £(€) = 0 implique que F est mesurable,
avec L(E) = 0. Si E était un ensemble borélien, I’ensemble (®|gl)_1(E) serait mesurable,
par la Proposition 2.1.14. Or, puisque D, est bijectif, on a ©,(F) = N. C’est absurde,
puisque N a été choisi non-mesurable. ]

2. Cela revient a exclure de € certaines extrémités des intervalles constitutifs des ensembles K;. On ne
modifie donc € que sur une partie dénombrable.
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On en déduit immédiatement le résultat suivant.
Corollaire 2.1.33. La mesure de Lebesque définie sur (R,B) n’est pas compléte.

Donnons une seconde construction légerement plus simple, mais faisant intervenir la
remarque 1.4.45. L’idée est de rendre ® strictement croissant, pour éviter de recourir a
®,. Considérons la fonction

f:[0,1] = [0,2] z— D(z) + .

Puisque cette fonction est strictement croissante et continue, il s’agit d’un homéomor-
phisme.

Lemme 2.1.34. L’ensemble f(€) contient un ensemble qui n’est pas Lebesque-mesurable.

Démonstration. Montrons d’abord que 'image de tout intervalle I de [0,1] \ € par f est
un intervalle de [0, 2] de méme mesure de Lebesgue. Puisque © est constant sur [0,1] \ €,
on a ®(b) —D(a) =0 pour tous a,b € I et donc, si a < b,

L(Jf(a),f®)[) = §(b) — f(a) = D(b) + b —D(a) —a =b—a = L(]a,b]).
On peut alors montrer que L(f(€)) = 1. De fait, on a
L(§([0,1]\ @) = L([0,1]\ €) =1

et donc

2 = L([0,2]) = L£((€)) + L(([0, ]\ €)) = L(§(®)) + 1.

On en conclut que f(€) contient un ensemble non-mesurable, vu la remarque 1.4.45. [

Proposition 2.1.35. Si N est un ensemble non-mesurable de §(€) pour la mesure de Le-
besque, alors §~1(N) est un ensemble mesurable qui n’est pas borélien.

Démonstration. Puisque f~1(N) est une partie de €, §~1(V) est un ensemble négligeable,
donc Lebesgue-mesurable. Puisque f est un homéomorphisme, si {1 (V) était un ensemble
borélien, N le serait également, ce qui permet de conclure. ]

Définition générale de la mesurabilité pour les applications

Nous allons nous intéresser ici au concept de mesurabilité pour les applications dont le
domaine et I'image sont des ensembles quelconques.

C’est la derniere condition de la Proposition 2.1.14 qui va donner lieu a une définition
générale de la mesurabilité.

Définition 2.1.36. Soient (X, o) et (Y, %) deux espaces mesurables et A € &7. Une ap-
plication f : A — Y est une application mesurable par rapport a o et B si f~1(B) € o
pour tout B € 2. Si le contexte est clair, on dit simplement que f est une application
mesurable.

Soient (X, .o/) un espace mesurable et f une application définie sur X & valeurs réelles.
Par la Proposition 2.1.14, cette application est 2/-mesurable au sens de la Définition 2.1.2
si et seulement si elle est mesurable par rapport a o/ et B, selon la Définition 2.1.36.
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Proposition 2.1.37. Soient (X, ), (Y, AB) et (Z,€) des espaces mesurables. Si les ap-
plications f : (Y, B) — (Z,€) et g : (X, o) — (Y, PB) sont mesurables, alors fog :
(X, o) — (Z,%) est mesurable.

Démonstration. Si C €%, [~}(C) € # et done g~} (f(C)) € /. Ainsi, (fo9)7H(C) =
g Y fHO)) € #, ce qui suffit. I

Le résultat suivant est parfois utile pour vérifier la mesurabilité d’une application.

Proposition 2.1.38. Soient (X, o7) et (Y, %) deux espace mesurables et € une collection
de sous-ensemble de Y telle que o(%) = A. Une application f : X — Y est mesurable
par rapport a o/ et B si et seulement si f~1(B) € & pour tout B € €.

Démonstration. Bien siir, si f est mesurable par rapport & .27 et %, alors f~}(B) € &
VBe¢.

Supposons maintenant que f~!(B) € & VB € %. Soit .# la collection des sous-
ensembles B de Y tels que f~}(B) € &/. Par le Lemme 2.1.13, .% est une o-algebre.
Ona % C .7 et donc B =0(€) C Z, ce qui suffit. O

Corollaire 2.1.39. Soient (X, #(X)) et (Y,B(Y)) deuzr espace mesurables. Si f : X =Y
est une application continue, alors f est mesurable par rapport a B(X) et B(Y).

Démonstration. De fait, par définition, I'image inverse de tout ensemble ouvert est un
ensemble ouvert, ce qui suffit, vu la Proposition 2.1.38. O

Proposition 2.1.40. Soient X un espace topologique et Y un sous-espace (topologique) de
X.OnaBY)={A:3Be B(X): A=BnY}.

Démonstration. Soit € la collection des sous-ensembles de Y de la forme B NY, avec
B € #A(X). L'injection canonique j : Y — X étant continue (i.e. mesurable par rapport
AaBY)et B(X)),onaji (B)=BNY VB¢ B(X)etdonc € C A(Y). Dun autre
cOté, € est une o-algebre sur Y contenant les ensembles ouverts de Y et donc A(Y), ce
qui suffit. n

L’analogie entre la Définition 2.1.36 et la notion de continuité est évidente. Pour la
mesurabilité cependant, les résultats limites sont moins délicats.

Proposition 2.1.41. Soient (X, o) et (Y, B) des espaces mesurables et (fi)r une suite
d’applications mesurables de (X, .o7) dans (Y, 2). Si (Ar)k est une suite d’ensembles dis-
joints de o tels que Up A, = X, Uapplication

X =Y o fi(z) size Ay
est mesurable.
Démonstration. De fait, si B € 8, f~1(B) = Up A N fk_l(B) €. O

Proposition 2.1.42. Soient (Y,d) un espace métrique et (X, /) un espace mesurable. Si
(fr)r est une suite d’applications de X dans 'Y mesurables par rapport ¢ of et B(Y) qui
converge ponctuellement vers une application f, alors f est aussi mesurable.
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Démonstration. Soit B un sous-ensemble fermé de Y ; on a y € B si et seulement si
d(y,B) = 0. Des lors, fY(B) = {z € X : d(f(z),B) = 0} = {z € X : limy d(fx(2), B) =
0} =M Uj Ni;{d(fr, B) < 1/i} € o7, par la Proposition 2.1.37 (cf. Proposition A.2.12).
La Proposition 2.1.38 permet de conclure, puisque Z(Y) = o({B: B C Y, B fermé}). O

Soit B la collection de tous les sous-ensembles de R de la forme B U C, avec B € B et
C C {—00,00}. On vérifie sans peine qu'il s’agit d’'une o-algebre.

Proposition 2.1.43. On a B = o([—oc0,z] : € R}.

Démonstration. Soit € la collection des ensembles de la forme [—oo,z], z € R. On a
[—00, 2] = {—oc}U] — 00,z] et donc € C B. De 14, on obtient o(%) C B. Pour I'autre
inclusion, on note d’abord que {—o0o} = Ni[—00, —k] € o(%); de méme, {0} = R\
Uk[—00, k] € 0(€). De la, | — 00, 2] = [—00,z] \ {—00} € 0(¥) et donc B C o(%). Des lors,
si B est un ensemble borélien et C' C {—o00,00}, BUC € (%) et donc B C o(%¥). O

Proposition 2.1.44. Soient (X, .o/) un espace mesurable, A € o et f une application de
A dans R. L’application f est o/ -mesurable au sens de la Définition 2.1.2 si et seulement
si elle est mesurable par rapport a </ et B, selon la Définition 2.1.36.

Démonstration. Cela résulte de proposition 2.1.38 et de la proposition 2.1.43, puisque

{zreA:f(z) <y} = f1([~00,y]). 0
Proposition 2.1.45. Soient (X, .o7) un espace mesurable et f une application de X dans RY,
Si (fk)gzl sont les composantes de f, i.e. si f = (f1,...,fa), f est mesurable par rapport

a o et BY si et seulement si les applications fi sont o -mesurables (k € {1,...,d}).

Démonstration. Cela découle de la Proposition 1.1.11 et la Proposition 2.1.38. En effet,
si chaque f; est mesurable, on a

d
{reX:zef! H 00,bi])} ={z € X : fi(x) €]—00,b;],1 < k < d}
k=1

d
ﬂxeX fiu(@) <bpy e .

Inversement, si f est mesurable, pour ko € {1,...,d}, posons by, ; =y Vj et by ; = j si
k # ky. On a

{ze€X: fi(z) <y} = Uﬂ{meX (@) < by}
7 k=1
d

= J{zeX:ae (] - o0.bry))} € #,
J

k=1
ce qui suffit. O

En identifiant ’ensemble des nombres complexes C avec I’espace R? et en posant
%(C) = B2, 1a remarque précédente implique qu'une application f & valeurs complexes est
mesurable par rapport & &7 et (C) si et seulement si les parties réelles et imaginaires de f
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sont o/-mesurables. La collections des applications mesurables de (X, /) dans (C, #(C))
est stable pour les opérations somme, multiplication par un nombre réel et limite. Des
arguments identiques a ceux développés dans cette section permettent de montrer que le
produit de deux applications mesurables a valeurs complexes est une application mesu-
rable (en particulier le produit d’'un nombre complexe et d’une application mesurable a
valeurs complexes est mesurable).

Image d’une mesure par une application

Soient (X, 47, ) un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et f : X — Y une
application mesurable par rapport a </ et %. Définissons I'application py de la maniere
suivante,

pp: B —[0,00] Brrpof H(B) (2.3)

Proposition 2.1.46. L’application py définie par la relation (2.3) est une mesure sur
(Y, %).

Démonstration. Bien str, us(@) = 0. Soit (Bj)r une suite d’ensembles deux a deux
disjoints de 4. Les ensembles f~!(By) sont des ensembles deux & deux disjoints de .o/
tels que f_l(UkBk) = ka_l(Bk). De la, on a /Lf(UkBk) = Zk ,U,f(Bk) et py est une
mesure sur (Y, A). O

Définition 2.1.47. La mesure définie par la relation (2.3) est appelée 1'image de u par f.

Définition 2.1.48. En théorie des probabilités, une application mesurable est appelée une
quantité aléatoire. Si cette application est a valeurs réelles et est mesurable au sens de
la Définition 2.1.2, on parle de wvariable aléatoire. On dénote généralement les quantités
aléatoires par X,Y et Z. Si (0, &7, P) est un espace probabilisé, la mesure Px est appelée
distribution de X ou encore loi de X. On note aussi parfois P({X € B}) = Px(B).

2.2 Propriétés vérifiées presque partout

Les propriétés vérifiée presque partout sont de premieres importance en théorie de la
mesure.

Définition 2.2.1. Soient (X, .o, ) un espace mesuré et £ C X. Une propriété (concernant
des points de X) est dite vérifiée p-presque partout dans F si 'ensemble des points de
E pour lesquels cette propriété n’est pas vérifiée est p-négligeable (c.f. Définition 1.2.11).
On dit alors que la propriété est vérifiée u-p.p. Si le contexte est clair, on peut omettre
la référence a p en utilisant les expressions presque partout et I’abréviation p.p.

Rappelons qu’il n’est pas nécessaire que I’ensemble des points pour lesquels la propriété
n’est pas vérifiée soit un élément de .o7. Bien sir, si la mesure est complete, alors cet
ensemble doit appartenir & /. Donnons quelques exemples.

Exemples 2.2.2. Soit (X, o7, u) un espace mesuré.
— Si f et g sont deux fonctions sur X, alors f = g u-p.p. si ensemble {x € X : f(z) #
g(x)} est u-négligeable,
— fZ2gupp-si{zreX: f(z)<g(x)} est u-négligeable,
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— 81 (fx)xr est une suite de fonctions de X, alors elle converge u-p.p. vers f si {x € X :
limg, fx(x) # f(x)} est u-négligeable.
Remarquons que si f et g sont mesurables, alors le ensembles {z € X : f(x) # g(x)} et
{zr € X : f(x) < g(x)} appartiennent a la o-algebre <.

Voici quelques propriétés concernant la mesurabilité et la notion « presque partout ».

Proposition 2.2.3. Soient (X, o, ) un espace mesuré et f,g deux applications de X dans
R égales presque partout. Si v est une mesure compléte et si f est o/ -mesurable, alors g
est également <7 -mesurable.

Démonstration. Soit N un ensemble négligeable tel que f(z) = g(x) Vo € N¢; on a donc
N € o/ et u(N) = 0. On peut écrire, pour tout y € R,

{reX:gx)<yl={reX: flx) <y}NN)U{z e X :g(z) <y}NN).

Puisque g est une mesure complete, {z € X : g(z) <y} NN € & et donc {z € X : g(z) <
y} € o/, ce qui suffit. O

Corollaire 2.2.4. Soient (X, .o/, 1) un espace mesuré, (fi)r une suites d’applications de
X dans R et f une application de X dans R telle que la suite (fi), converge p-presque
partout vers f. Si u est une mesure compléte et si f, est o -mesurable pour tout k, alors
f est of -mesurable.

Démonstration. Nous avons vu que 'application lim,, f; est une application .»/-mesurable
(proposition 2.1.6). Qui plus est, par hypothese, f = lim, f; presque partout. La propo-
sition précédente implique donc que f est </-mesurable. O

Soit (X, 7, ) un espace mesuré. Si p n’est pas une mesure complete, soit N C X un
ensemble p-négligeable n’appartenant pas a 7. La fonction caractéristique xn et la fonc-
tion constante 0 sont égales presque partout, mais alors que la fonction 0 est .&/-mesurable,
xn ne lest pas. De méme, la suite de fonctions dont chaque terme est la fonction nulle
converge presque partout vers xy, ce qui souligne I'importance de 'hypothese concernant
la complétude de la mesure.

Proposition 2.2.5. Soit (X, o/, ) un espace mesuré et o, la o-algébre sur laquelle est
définie la complétion de p sur of. L’application f : X — R est of,-mesurable si et
seulement si il existe deuz applications o/ -mesurables fr, fg: X — R telles que fr < f <
fs partout sur X et fr = fs p-presque partout sur X.

Démonstration. Supposons l'existence de deux applications f; et fg vérifiant les condi-
tions de I’énoncé. L’application f; est /,-mesurable et f = f; [i-presque partout. La
Proposition 2.2.3 appliquée a 'espace mesuré (X, #7,, i) implique que f est #7,-mesurable.

Supposons maintenant que f est .,-mesurable. Supposons d’abord que I’application
est de la forme f = Eszl apxa, (N € Ng), avec ar € RT Vk. Pour tout k, il existe
des ensembles Ajy, Asy € o7 tels que Ajyp C Ay C Agy et p(Ask \ Arg) = 0 (voir
Exemples 2.1.3). Les fonctions f; = Zszl arXA;, et fs = D akXxag, sont les fonctions
recherchées. Si f(X) = {ai,...,an} avec ax € R Vk, argument précédent peut étre
appliqué aux parties positives et négatives de f.

Si f est une application de X dans R a/,-mesurable arbitraire, soit (f); une suite
d’applications de X dans R 7,-mesurables dont l'image est finie telle que limy, f, = f
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sur X. Pour chaque k, nous savons qu’il existe deux applications fr, fs telles que
fre < fi < fopsur X et frp = fsx p-presque partout sur X. Les fonctions fr = lim f7
et fg = lim fg sont les fonctions recherchées. O

2.3 Intégration

Dans cette section, nous définissons les intégrales et en donnons les premieres propriétés.
La définition de l'intégrale se fera en trois étapes.

Intégrale de fonctions simples

La premiere étape consiste a définir I'intégrale pour des applications pouvant s’écrire
comme une somme finie de fonctions caractéristiques.

Définition 2.3.1. Une application simple est une application f : X — R dont l'image
f(X) est un ensemble fini. Soit (X,.o/) un espace mesurable; la collection des applica-
tions simples sur X .o/-mesurables (on parle parfois d’applications .o/-simples) est notée
(X, o), ou simplement . lorsque le contexte est clair. La collection des fonctions
de (X, /) a valeurs positives est notée T (X, o) ou T si aucune confusion n’est
possible.

Puisque la mesurabilité est stable pour les combinaisons linéaires, . (X, <7) est un es-
pace vectoriel. La fonction caractéristique y 4, avec A € 7, est une fonction de .7+ (X, ).
Remarquons que XZI(B) est toujours un des ensembles &, X, A ou A°.

Soit (X, ., 1) un espace mesuré. Si f € ./ T(X, o) et si ay,...,ay sont les valeurs
distinctes que prend I'application f, posons Ay = f~!(ay). On a

N
f = z XA, (24)
k=1

avec ar = 0 Vk. On peut bien siur supposer que les coefficients a; intervenant dans cette
égalité sont strictement positifs. Bien sur, les ensembles Ay sont deux a deux disjoints et
Ay, € & pour tout k (voir exemples 2.1.3). On constate sans peine qu’une telle représen-
tation est unique.

Définition 2.3.2. Soient (X, .o/, u) un espace mesuré et f une application de .1 (X, ).
L’intégrale de f par rapport & p, notée [ fdu est définie comme suit,

N
[ ran=3" awutan)
k=1

ou les ensembles Ay sont les ensembles intervenant dans ’égalité (2.4).
Vérifions quelques propriétés de I'intégrale ainsi définie.

Proposition 2.3.3. Soient (X, o, 1) un espace mesuré, f,g deux applications de ST et a
un nombre réel positif. On a

— Jafdu=a [ fdp,

— [ f+gdu=[fdu+ [gdpu,
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— st f < g sur X, alors [ fdu < [gdu.

Démonstration. Soient f(X) = {a1,...,an}, g(X) = {b1,...,bp} et f+g(X) = {c1,...,cp}.
En écrivant a.f sous la forme (2.4), on a aof =) ;| aagxa, et donc

N N
/af dp = Zaaku(Ak) = aZak,u(Ak) = a/fd,u.
k=1 k=1

Pour la seconde propriété, en supposant que g = Zﬁ/lzl brxs, et f+g= Zle CEXC»

P
/f +gdu=> cp({r € X : f(z) +glx) = e })
k=1
P
=> o > p{reX:f(z)=a; g(z)="b})
k=1 a;+bj=cy
N M
=3 (ai+b)u({zr € X : f(x) = a;, g(z) =b;})
i=1 j=1
N M
=> @y p{z € X: f(z) = ai, g(z) = b;})
=1 j=1
M N
+Y by n{ze X fx) =ai, g(z) =b;})
7j=1 i=1
N M
= aip({r e X : f() =ai}) + D _bju({z € X : g(z) = b;})
i=1 Jj=1

/fdu+/gdu

Pour la troisiéme propriété, supposons que f < g sur X. On a donc g — f € ./ et

Joau=[1+tg=ryau=[sau+ [to-ndu> [ ran

ce qui termine la démonstration. ]

Proposition 2.3.4. Soient (X, </, 1) un espace mesuré, f une application de .t et (fx)x
une suite croissante d’applications de ./ telles que limy, f, = f sur X. On alimy, [ frdp =

[ fdu.

Démonstration. La Proposition 2.3.3 implique que

[haws [ << [du<e< [ ran

Des lors, la limite de la suite ([ fidp)i existe et limy [ fi du < [ fdu. Montrons que
I’inégalité inverse est vérifiée. Etant donné 0 < & < 1, nous allons construire une suite
croissante (gi)r de d’applications de . telles que g < fi Vk et limy [gpdp = (1 —
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e) [ fdu, ce qui impliquera (1 — ¢) [ fdu < limy [ frdp et donc [ fdp < limy [ fidp,
puisque € est arbitraire.

Supposons que f s’écrive selon 'égalité (2.4), f = Zgil apx 4, et posons Ay ; = {x €

g fj(x) = (1 —¢)ag}. Chacun de ces ensembles appartient & 7. Pour k fixé, la suite
(Ag,j); est croissante et vérifie Ay = U; Ay ;. Soit g; = SN - €)arxa, ;- Pour tout j,
gj € LT et vérifie g; < f;. La continuité de la mesure implique

N
llm/g]du—llm21—sakuAk] Zl—sakuAk) (1—5)/fdu,
J
k=1

k=1

ce qui suffit. O

Intégrale de fonctions a valeurs dans [0, co]

Définissons maintenant I'intégrale pour des applications mesurables & valeurs dans [0, co].

Définition 2.3.5. Soient (X, .o/, u) un espace mesuré et f une application o/-mesurable
définie sur X & valeurs dans [0, 0o]. L'intégrale de f par rapport & p, aussi notée [ fdp,
est définie comme suit,

[ ran=sup( [ gaus g (X ) et g < 1.

Vu le caractere monotone des intégrales définie sur .7 (X, &), on vérifie sans peine
que cette définition est une généralisation de la Définition 2.3.2.

Proposition 2.3.6. Soient (X, .o/, u) un espace mesuré, f : X — [0,00]| une application
o -mesurable et (fi)r une suite croissante d’applications de S+ telles que limy, fr, = f
sur X. On alimy, [ frdp= [ fdp.

Démonstration. Comme pour la proposition 2.3.4, on a limy, [ frdp < [ fdp. Par défi-
nition de [ fdu, pour prouver que limy, [ frdp > [ fdu, il suffit de prouver que toute
application g de . satisfaisant g < f vérifie [ gdp < limy, [ fi dpp. Soit donc g une telle
application. La suite (min(g, fx))x est une suite croissante d’applications de . telle
que limy, min(g, fx) = g. La proposition 2.3.4 implique donc [ gdp = limy, [ ‘min(g, fi)dp.
Puisque [ min(g, fz)dp < [ frdp, ona [ gdp < limy [ fi dp, ce qui termine la preuve. [

Soit (X, .o/, u) un espace mesuré; vu la Proposition 2.1.12, on peut définir l'intégrale
d’une fonction .@7-mesurable f comme suit :

[ ran=tim [ sid

ol (fx)x est une suite de . qui converge en croissant vers f.

Exemple 2.3.7. Si u est une mesure atomique dont (z)x sont les atomes, on a

[ Fan=3 fntta),
k
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pour toute application f : X — [0, 00]. De fait, posons p; = u({zy}). Pour tout g € .7,
on a [gdu = > g(zk)pr. Si (f;); est une suite d’application croissante de .#* qui
converge vers f, alors

[ ran=tim [ gydp=1im> fape < fop
k k
De plus, gj = ng f(@k)X{a,} définit une suite croissante de .7 telle que g; < f et

li]m/gj dp = ? f(xx)p,

ce qui suffit. Ainsi, pour la mesure de Dirac d, en z, on a [ fdd, = f(z).

Proposition 2.3.8. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré, f,g: X — [0,00] deuz applications
o/ -mesurables et o un nombre réel positif. On a

— Jafdu=a [ fdp,

— [ f+gdup=[fdu+ [gdp,

— si f<gsurX, alors [ fdu< [gdu.

Démonstration. Nous savons qu'’il existe deux suites croissantes d’applications (fi)x et
(gr)r de #T telles que limg fr, = f et limggr = g. Les suites de fonctions (afg)x et
(fx + gi)x sont des suites croissantes de .#*. Des lors les résultats précédents impliquent

/afdu—lillcn/afkdﬂ—alilgn/fkdu—a/fdu
t
/f+gdu=h,gn/fk+gkduzli,gn/fkdwr/gkdu:/fdu+/gdu-

Pour la derniére assertion, si f < g, alors la classe des fonctions h de .77 telles que h < f
est incluse dans la classe des fonctions h de .7 telles que h < g et donc [ fdu < [ gdp.
La proposition est donc démontrée. O

[§)

Définition générale de ’'intégrale
Passons maintenant a la définition générale de l'intégrale.

Définition 2.3.9. Soient (X, .o, ) un espace mesuré et f une application /-mesurable
définie sur X a valeurs dans R. Si les parties positive f* et négative f~ de f sont telles
que [ fTdu et [ f~dp sont finis, alors application f est dite intégrable et D'intégrale de
f par rapport & y, aussi notée [ fdu, est définie comme étant

[ran=[sran- [ 1 an

Si au moins une des composantes | fTdu ou [ f~du est finie, on dit que 'intégrale existe
et [ fdup est défini de la méme maniére. On écrit parfois [ f(z)p(dz) ou [ f(z)du(z) en
lieu et place de [ fdu.

Si f: X — R est o/-mesurable et A € o7, alors f est intégrable sur A si application
fXxa est intégrable et dans ce cas, 'intégrale de f sur A, notée [ 4 Jdp, est définie comme
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étant [ fxadu. Sile domaine de définition de f est 'ensemble A € o7, l'intégrale de f
sur A est l'intégrale (si elle existe) de l'application sur X qui est égale & f sur A et 0
sur A°. Si p(A€) =0, on écrit parfois [ fdu & la place de fA fdu; on dit aussi que f est
intégrable et non plus intégrable sur A.

Si X =R? et = L on parle d’intégrale de Lebesgue et on écrit simplement [ f(z)dx
ou méme [ fdz plutdét que [ fdL.

Dans le cas général, I'intégrale est également linéaire et monotone pour les fonctions
réelles.

Lemme 2.3.10. Soient (X, </, p) est un espace mesuré et fi,f2,91,92 : X — RT des
applications intégrables telles que fi—fo = g1—g2. Ona [ fidp— [ fodp = [ gidp— [ gadp.

Démonstration. On a f1+ g2 = fo+ g1 et la Proposition 2.3.8 implique [ fidu+ [ godp =
[ fadp+ [ g1dp. Puisque toutes les intégrales sont finies, cela suffit. O

Proposition 2.3.11. Soient (X, o7, n) un espace mesuré, f,g : X — R deuz applications
intégrables et o un nombre réel. On a

— af et f+ g sont intégrables,

— Jafdu=al fdu,

— [f+gdu=[fdu+ [gdu,

— st f < g sur X, alors [ fdp < [gdu.

Démonstration. L’intégrabilité de af et larelation [ afdyp = a [ fdu sont claires si a = 0.
Supposons que @ > 0. On a (af)™ = afT et (af)” = af ™ ; ces deux applications sont
donc intégrables, ce qui implique I'intégrabilité de af. On a

Jatan=[artau- [asdu=a [ dn-a [t du=a [ sdn

Sia <0, (af)t = —af” et (af)” = —af". L’argument précédent peut alors étre
aisément adapté.

Considérons maintenant application f+g. Ona (f +¢g)T < fT+gT et (f+9)” <
f~ 4+ g7. Vu ce qui a été montré précédemment, on a

/(f+g)+dM</f+dM+/g+du<oo,

ce qui montre que (f + ¢g)* et (par un argument similaire) (f + g)~ sont intégrables; en
conséquence, f + g est intégrable. Ona f+g= (f+g)"—(f+g9) = fT+g"—(f"+g7)
et par conséquent, vu le Lemme 2.3.10,

/f+ng:/f++g+d/l—/f_+g_d,u,:/fdu—i—/gd,u.

Si f < gsur X, g— f est une application positive et [ g — fdu > 0, ce qui suffit, vu
les points précédents. O

Nos allons maintenant obtenir les premieres propriétés de l'intégrale

Proposition 2.3.12. Soit (X, .o/, ;1) un espace mesuré et f : X — R une application < -
mesurable. L’application f est intégrable si et seulement si | f| est intégrable. Dans ce cas,

| [ fdul < [|fl|dp.
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Démonstration. Par définition, f est intégrable si et seulement si f+ et f~ le sont. Puisque
|fl = fT + f~, la Proposition 2.3.8 implique que |f| est intégrable si et seulement si f*
et f~ le sont. On a alors

[ran =1 [t [ran < [rrans [1au= [ if1dn

ce qui démontre la seconde assertion. O

Remarquons que ’hypotheése de mesurabilité est nécessaire, puisqu’il existe des appli-
cations non-mesurables (donc non-intégrables) dont la valeur absolue est intégrable. En
effet, soit N C [a, b] un ensemble qui n’est pas mesurable pour la mesure de Lebesgue ; on
a tot fait de vérifier que la fonction f: R — R :x = x[q 4\~ () — XN () constitue un tel
exemple.

Proposition 2.3.13. Soient (X, .7, 1) un espace mesuré et f,g: X — R deux applications
o -mesurables égales presque partout. Si ffdu ou fgdu existe, alors les deux intégrales

existent et [ fdu = [ gdp.

Démonstration. Supposons d’abord que f et g sont & valeurs positives. Soient N = {z €
X : f(z) # g(x)} et h application égale & 0o si z € N et & 0 sinon. On a [ hdp = 0.
De fait, pour chaque k, 'application hy = kxn définit une suite d’applications croissante
(hi)k de T qui converge vers h. La Proposition 2.3.6 implique [ hdp = limy, [ hy dp = 0.
Puisque f < g + h, la Proposition 2.3.8 implique [ fdu < [gdp+ [hdp = [ gdp. En
inversant les roles de f et g, on obtient [ fdu = [ gdp.

Le cas général se réduit au cas traité en considérant les décompositions f = f+ — f~
et g=g" — g . ]

Quelques propriétés de 'intégrale
Nous donnons ici quelques propriétés de base de l'intégrale.

Proposition 2.3.14. Soient (X, .o/, ) un espace mesuré et f : X — [0, 00] une application
of -mesurable. Siy >0 et Ay = {x € X : f(x) >y}, alors u(Ay) < fAy fdu/y < [ fdu/y.

Démonstration. On a 0 < yxa, < fxa, < [. La Proposition 2.3.8 implique fyXAyd/L <
fAy fdp < [ fdu. La conclusion s’en suit, puisque [ yxa,dp = yu(Ay). O

Corollaire 2.3.15. Soient (X, o/, u) un espace mesuré et f : X — R une fonction -
intégrable. L’ensemble {x € X : f(x) # 0} est un ensemble o-fini pour la mesure p.

Démonstration. La Proposition 2.3.14 appliquée a |f| implique que les ensembles A; Jy
{z € X :|f(z)] =2 1/y} soient de mesure finie pour p. Puisque {x € X : f(z) # 0}
Ug Ak, cet ensemble est o-fini pour p.

O
Corollaire 2.3.16. Soient (X,.o7, 1) un espace mesuré et f : X — R une application < -
mesurable satisfaisant [ |f|du = 0. L’application f s’annule presque partout.

Démonstration. La Proposition 2.3.14 appliquée a |f| implique pu({x € X : |f(x)| >
1/y}) < y [ 1fldu = 0 quel que soit y > 0. Puisque {z € X : f(z) # 0} = Up{z € X :
|f(x)| = 1/k}, la sous-additivité des mesures implique que p({x € X : f(z) #0})=0. O



2.3. INTEGRATION 69

Corollaire 2.3.17. Soient (X, .o/, ;1) un espace mesuré et f : X — R une fonction inté-
grable. On a |f] < oo presque partout.

Démonstration. La Proposition 2.3.14 appliquée a | f| implique u({z € X : |f(z)| = y})
|

<
J1fldp/y quel que soit y > 0. Ainsi, p({z € X : [f(z)| = 0o}) < p({z € X : |f(z)| >
y}) < [ 1fldu/y quel que soit y > 0 et donc pu({z € X : |f(x)| = c0}) = 0. O

Nous pouvons introduire I'espace .#*.

Définition 2.3.18. Soit (X, .7, i) un espace mesuré. L’espace £ (X, .o/, u,R) (ou simple-
ment £ ou £ (R) lorsque le contexte est clair) est la collection des applications définies
sur X a valeurs réelles intégrables sur X.

Vu les propriétés jusqu’ici obtenues, £ est un espace vectoriel et l'intégrale est une
application linéaire sur .#!. On munit cet espace de la semi-norme || f| = [ |f|dpu.

Corollaire 2.3.19. Soient (X,.o7, ;1) un espace mesuré et f : X — R une application < -
mesurable. L’application f est intégrable si et seulement si il existe une application de
LUX, o, 1, R) égale a f presque partout.

Démonstration. S'il existe une application de .#! égale & f presque partout, la Proposi-
tion 2.3.13 implique que f est intégrable. Supposons maintenant que f est intégrable et
soit N ={z € X : |f(z)| = co}. Le Corollaire 2.3.17 implique x(NN) = 0 et donc la fonc-
tion g = fxne est égale a f presque partout. Par la Proposition 2.3.13, g est intégrable
et appartient donc a .#?!. O

Intégrale de fonctions a valeurs complexes

Le cas des applications a valeurs complexes se traite naturellement.

Définition 2.3.20. Soit (X, .o/, ) un espace mesuré. Une application f : X — C est
intégrable si ses parties réelles et imaginaires, Rf et Sf, le sont. Dans ce cas l'intégrale

de f est définie par
/fdu:/%fdu—l—i/%fd,u.

Il est facile d’appliquer les techniques vues précédemment pour vérifier que si f et g
sont deux applications a valeurs complexes intégrables et si a € C, alors

— f+ g et af sont intégrables,

— [ f+gdu= [ fdu+ [ gdp,

— Jafdp=af fdu.

Proposition 2.3.21. Soit (X, <7, u) un espace mesuré et f : X — C une application me-
surable par rapport a o et B(C). L’application f est intégrable si et seulement si |f| est
intégrable. Dans ce cas, on a | [ fdu| < [ |f|dp.

Démonstration. La mesurabilité de |f| est facilement vérifiée. Montrons que f est in-
tégrable si et seulement si |f| est intégrable en utilisant la Proposition 2.3.12. Puisque
If] < |Rf]+|Sf], |f] est intégrable si f est. Maintenant, si |f| est intégrable, I'intégra-
bilité de f résulte des inégalités |[Rf| < |f] et |Sf| < |f]-
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Supposons maintenant que f est intégrable et écrivons [ fdu = a| [ fdul, avec a € C,
|a] = 1. On a donc

[ =a) [ fan= [ fradn= [Ri/a)dn< [171n

ce qui termine la preuve. O

Proposition 2.3.22. Soit (X, <7, ) un espace mesuré et f : X — C une application me-
surable par rapport a < et B(C). S’il existe une fonction g : X — [0, 00| intégrable telle
que | f| < g presque partout sur X, alors f est également intégrable.

Démonstration. Soit N = {z € X : |f(x)] > g(z)}; cet ensemble est mesurable et
négligeable. Puisqu’on a | f|xne < gxne, la fonction fx e est intégrable sur X. On conclut
directement, puisque f = fxne presque partout. O

Définition 2.3.23. Soit (X, .o/, 1) un espace mesuré. L’espace £ (X, .o/, i, C) (ou simple-
ment ! ou Z1(C) lorsque le contexte est clair) est la collection des applications définies
sur X a valeurs complexes intégrables sur X.

Vu les propriétés jusqu’ici obtenues, £ est un espace vectoriel et l'intégrale est une
application linéaire sur .#!. On munit cet espace de la semi-norme || f| = [ |f|dpu.

L’intégrale pour les mesures extérieures

On peut définir la notion d’intégrale pour les mesures extérieures. Cependant, il est sou-
vent nécessaire d’émettres des hypotheses supplémentaires pour obtenir une théorie sa-
tisfaisante, raison pour laquelle I'intégrale pour les mesures extérieures n’est pas souvent
approfondie.

Définition 2.3.24. Soient p* une mesure extérieure sue un ensemble X. Une propriété
(concernant des points de X) est dite vérifiée p*-presque partout dans E si 'ensemble des
points N de E pour lesquels cette propriété n’est pas vérifiée est tel que p*(IN) = 0. On
dit alors que la propriété est vérifiée p*-p.p. Si le contexte est clair, on peut omettre la
référence & p* en utilisant les expressions presque partout et ’abréviation p.p.

L’intégrale de fonctions simples se définit de maniére identique.

Définition 2.3.25. Etant donné une mesure extérieure w* sur un ensemble X, si f est une
fonction simple positive définie sur X et de représentation canonique f = Zszl AL X Ay »
I'intégrale de f par rapport a u* est donnée par

N
/fdu* =) app(Ap).
k=1

Une fonction simple f sur X est dite p*-intégrable si [ ftdu™ et [ f~du™ sont finis. Dans
ce cas, 'intégrale de f par rapport a p* est donnée par

/fdu*—/ﬁdu*—/fdu*-

Sisoit [ ftdu™, soit [ f~du™ est fini, on dit que 'intégrale de f par rapport a p* existe,
ou que f admet une intégrale, et on définit son intégrale de la méme maniere.
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Si f est une fonction simple p*-intégrable, on a donc
/fdu* = Y (W)
{yyef(X)}

Définition 2.3.26. Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble X. Etant donné une
application f : X — R, soit % la collection des fonctions simples g admettant une intégrale
et telles que g > f p.p. L’intégrale supérieure de f par rapport a u* est donnée par

/fdu* = inf{/gd,u* 19 €E}.

Soit alors ¢’ la collection des fonctions simples g admettant une intégrale et telles que
g < f p.p. L’intégrale inférieure de f par rapport & p* est donnée par

/fdu* =sup{/gdu* rged'}.

L’intégrale de f par rapport a u* existe si l'intégrale supérieure de f est égale a son
intégrale inférieure. On définit alors l'intégrale [ fdu* par

[raw = [saw = [raw

Enfin, f est dit intégrable par rapport & p* si son intégrale [ fdu* existe et est finie.

Proposition 2.3.27. Soit u* une mesure extérieure sur X ; si f et g sont deux applications
de X dans R, on a, si ces expressions sont bien définies,

/f+gdu*</fdu*+/gdu*, et /f+gdu*>/fdu*+/gdu*-

De plus pour toute constante positive ¢, on a

/cfdu*zc/fdm et /cfd,u*:c/fd,u*

et pour toute constante négative c, on a

/cfd,u*:c/fdu* et /cfdu*:c/fd,u*.

En particulier, la fonctionnelle f — [ fdu* définie sur les fonctions p*-intégrables (et
plus généralement, lorsque les sommes sont bien définies) est linéaire.

Démonstration. Considérons le cas des intégrales inférieures. Soit ¢ une fonction simple
qui minore f presque partout et 1 une fonction simple qui minore g presque partout. Bien
sir, ¢ + 1 minore f + g presque partout et

/@du*+/¢du*=/<ﬁ+¢du*</f+gdu*-



72 CHAPITRE 2. INTEGRALES

Puisque sup(A + B) = sup A + sup B lorsque le membre de droite est défini, on a, avec
des notations évidentes,

/fdu*+/gdu*=Sup{/90+wdu*}</f+gdu*-

Soit ¢ > 0; bien sir la fonction simple ¢ minore f si et seulement si la fonction simple
¢y minore cf. Inversement, la fonction simple ¢ minore cf si et seulement si ¢/c minore
f- Autrement dit, toute fonction simple minorant cf presque partout s’écrit cp, ot @ est
une fonction simple minorant f presque partout. On conclut dans ce cas par la linéarité
de l'intégrale des fonctions simples.

[-saw = [raw.

Il suffit de remarquer qu’une fonction simple minore —f si et seulement si son opposé
majore f. O

Il nous reste a montrer que

La notion de mesurabilité pour les mesures extérieures est identique & celle des mesures.

Définition 2.3.28. Soit x* une mesure extérieure sur X ; ue application f : X — R est
p*-mesurable si f~1(U) est p*-mesurable pour tout ouvert U de R.

Proposition 2.3.29. Soit p* une mesure extérieure sur X ; si f : X — R admet une
intégrale pour w, alors f admet une intégrale pour p* et [ fdu* = [ fdu.

Démonstration. Si f est p*-mesurable, il existe deux suites d’applications (gi)r et (hx)k
de /7T telles que g converge en croissant vers f* et hj converge en croissant vers f.
On a donc

lilgn/gkdug /f+du* et lilgn/hkdug /f_ du*.

On peut démontrer de méme (en modifiant les constructions des suites (gi)r et (hi)k)
qu’il existe deux suites d’applications (g;)x et (h},)r p-mesurables & valeurs dans [0, o]
ne prenant qu'un nombre fini de valeurs telles que gj, converge en décroissant vers f et
hj, converge en décroissant vers f~. Il vient alors

/f+du* gli}gm/g;du et /f_du* <1i1£n/h§€d,u.

Puisque limy, g5 = limy, g}, et limy, hy, = limy, A}, on obtient

[ =t fodu= [rran e [ ap —tim [nda= [ dn

ce qui permet de conclure. ]

Il convient de remarquer que ce résultat n’a pas de réciproque. Cela vient de la défini-
tion méme de l'intégrale par rapport a pu*, ot les partie négatives et positives peuvent se
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compenser, alors que pour l'intégrale par rapport a u, on considere ces parties individuel-
lement. Pour la mesure de Lebesgues par exemple, la définition 2.3.26 est plus proche de
celle de l'intégrale fléchée :

—00 b
/ fdr = lim fdz.

——0Q b—s 00 a

Un exemple célebre est I'intégrale de Dirichlet : la fonction = +— sin(x)/x prolongée conti-
niment a 'origine n’est pas Lebesgue-intégrable sur R, mais admet une intégrale fléchée
(égale a ) [17].

Définition 2.3.30. Soit u* une mesure extérieure sur un ensemble X ; une application
[ X — Rest p*-sommable si [ |f|du* est fini.

Proposition 2.3.31. Soit p* une mesure extérieure sur X ; Uapplication p*-mesurable
f X — R est u-intégrable si et seulement si elle est u*-sommable. Dans ce cas, on

a [ fdu* = [ fdp.

Démonstration. Nous savons déja que si f est py-intégrable alors f est p*-sommable. Sup-
posons maintenant que I'application est p*-sommable; en particulier, f* et f~ le sont
également. Puisque fT est mesurable, il existe une suite d’applications croissantes (g )
de .1 qui converge vers f*. On a donc

[rrans [ran <o

Le méme raisonnement pour f~ montre que f est p-intégrable. On en déduit I'égalité de
I’énoncé. O

2.4 Théoremes concernant la limite et applications

Dans cette section, nous prouvons les résultats classiques concernant les théoremes faisant
intervenir des limites dans la théorie de I'intégration. Ces théorémes sont d’une importance
cruciale et nous aurons souvent recours a eux. Ils permettent notamment de démontrer
le théoreme de dérivation des intégrales paramétriques, de définir la densité d’une mesure
et fournissent une interprétation de 'intégrale.

Théorémes concernant la limite

Les théoremes fondamentaux pour I'intégration sont les théoremes de la convergence mo-
notone, de la convergence dominée et le lemme de Fatou.

Théoréme 2.4.1 (convergence monotone, Levi). Soient (X, .o/, i) un espace mesuré, (fi)
une suite d’applications o -mesurables de X dans [0,00] croissante et f une application
de X dans [0,00] telle que limy fr, = f. On a

[ sin=tn [ 5.

Si les relations fr < fra1 Vk et limg fr = f nont lieu que presque partout, le résultat
reste valide si f est o/ -mesurable.
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Démonstration. Supposons d’abord que les hypotheses sont vérifiées partout. Vu la mono-
tonie de I'intégrale, limy, [ fi, du existe (dans [0, 00]) et [ fr dp < [ fdu, done limy, [ fr du <
J fdu.

Montrons que I'inégalité inverse est vérifiée. Pour tout k, la Proposition 2.1.12 implique
lexistence d’une suite (g, j); croissante d’applications de .t convergeant vers f;. Main-
tenant, pour chaque k, définissons l'application hy = max{g;; : 1 < j < k}. La suite
(hi)r est une suite croissante d’applications de % telle que hy < fi et limy hy = f.
De fait, on a hy, < fr < f et limy by, > limy, gj 1 = f; pour tout j. La Proposition 2.3.6

implique alors
/fd,u :h’gn/hkd,u < li]£11/fkd,u.

Si les hypothéses ne sont vérifiée que presque partout, soit N € &/ un ensemble de
mesure nulle contenant les points pour lesquels les relations ne sont pas vérifiées. L’appli-
cation fyne et la suite (fxxne)r satisfont les hypotheses faites dans la premieres partie
de la preuve. Ainsi, [ fxnedp = limy [ frxnedp. La Proposition 2.3.13 implique alors

[ fdp =limy, [ frdu. O

Corollaire 2.4.2. Soient (X, .o/, i) un espace mesuré et (fi)r une suite d’applications de
X dans [0, 00] o/ -mesurables. On a

[ fedn=3 [ fean

Démonstration. Pour obtenir ce résultat il suffit d’appliquer le théoreme de la convergence
monotone a la suite (Z?Zl [ik- O

Théoréme 2.4.3 (Lemme de Fatou). Soient (X, 7, 1) un espace mesuré et (fi)r une suite
d’application de X dans [0, 00] o7 -mesurables. On a [ lim, fi dp < lim [ fi, dp.

Démonstration. Pour tout k, soit g, = inf;>, f;. L’application g est mesurable pour tout
k, par la Proposition 2.1.6. De plus, la suite (g ) est croissante et limy g, = lim;, fi. Le
théoreme de la convergence monotone implique alors

/mnwz/@%wzyf%w<M/nm
k k

puisque gi < f. O

Exercice 2.4.4. Montrer que ’égalité n’est pas nécessairement vérifiée dans le lemme de
Fatou.
Suggestion : considérer I'espace mesuré (R, B, L) et la suite f = X[k, k+1]-

Donnons une démonstration du lemme de Fatou ne faisant pas appel a la convergence
monotone.

Démonstration. 1l nous suffit de montrer que pour toute fonction g € .7 telle que
g < limy fi, on a [gdp < limy, [ fi du. Supposons qu'une telle fonction g s’écrive g =
Zj:1 ajxa,; ou les ensemble mesurables A; sont deux a deux disjoints. Pour ¢ €]0, 1],
posons

A ={zx e A;: }Cr;fl fr = (1 —¢€)aj}.
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On vérifie directement que pour tout j, la suite d’ensembles (A;;); est croissante vers A;.

Définissons alors
N

g = Z(l —e)ajxa,,-

Jj=1

Par construction, on a g; < infy>; fi et donc, pour tout [ < k,

N N
[ean= [ ooy o =3 [ fean=3>" [ idu
j=1"4 j=1" A
N N
> / gdu=(1—¢)) aju(Aj)
j=1"7 A5 j=1

Par conséquent, il vient

N
hin/fkdu> (1—8);%#(14]') = (1—6)/gdu-

Puisque ¢ est arbitraire, on peut conclure. O

Exercice 2.4.5. Montrer que le lemme de Fatou implique le théoreme de la convergence
monotone.
Suggestion : Avec les notations de I’énoncé, on trouve directement limy, [ frdp < [ fdp

et
/fduz/lilgnfkduz/limfkduél'un/fkduzli]gn/fdu-
k k

Théoréme 2.4.6 (convergence dominée, Lebesgue). Soient (X, .o/, u) un espace mesuré et
g: X — [0,00] une application intégrable. Etant donné f : X — R, si (fx)r est une suite
d’applications </ -mesurables de X & valeurs dans R telle que f = limy, fi et |fx| < g Vk,
alors f et fr (k € Ng) sont intégrables et

i [ 1~ fldu=0.

En particulier, [ fdu = limy, [ frdp. Le résultat reste valide si les relations |fi| < g et
limg fi = f n'ont lieu que presque partout et si f est mesurable.

Démonstration. Puisque f,j[, f* < g (éventuellement presque partout), toutes les applica-
tions sont intégrables et sont a valeurs réelles presque partout. Supposons que les relations
soient vérifiées sur X et considérons la suite de fonctions (hy)k, ou hy = 29 — | fr, — f| si
cette égalité a un sens et hy = 2g sinon. On a limg hi = 2g et le Lemme de Fatou implique

[ 2o <iim [ 29 =15~ fldu=2 [ gan—Tm [ 15~ 7l

et donc limy, [ |fx — f|dp = 0.
Si les relations des hypotheses ne sont plus vérifiées que presque partout, le résultat
s’obtient en utilisant la méme démarche que pour le théoreme de la convergence monotone.
O



76 CHAPITRE 2. INTEGRALES

Les résultats précédents impliquent les corollaires suivants, également appelés théo-
remes de la convergence monotone.

Corollaire 2.4.7. Soient (X, .o/, ) un espace mesuré, (fr)r une suite d’applications < -
mesurables de X dans R croissante telle que f1 soit intégrable et f une application de X
dans R telle que limy, f, = f. L’application f~ est intégrable, on a limy, [ |f, = ldu=0

et
/fdu:hin/fkdu.

Si les relations fr, < fr+1 Yk et limg fr = f nont lieu que presque partout, le résultat
reste valide si f est o/ -mesurable.

Démonstration. On peut, comme précédemment, supposer que les relations ont lieu par-
tout. Par le théoréme de la convergence monotone, [ f*du = limy, [ f,j dp. De plus, les
applications f~ et f, sont majorées par f;” pour tout k, qui est une application intégrable.
Le théoréme de la convergence dominée permet alors d’affirmer que limy, [ | f7 —f~|dp = 0,
ce qui suffit. O

Corollaire 2.4.8. Soient (X, o/, ) un espace mesuré, (fx)r une suite d’applications pu-
intégrables de X dans R croissante telle que la suite ([ frdp)g soit majorée et f une
application de X dans R telle que limy, fr, = f. L’application f est intégrable et on a

i [ 1~ fldu=0.

Si les relations fr, < fre1 Vk et limg fr = f nont lieu que presque partout, le résultat
reste valide si f est o/ -mesurable.

Démonstration. On peut, comme précédemment, supposer que les relations ont lieu par-
tout. Par le corollaire 2.4.7, on a limy, [ |f, — f~|du = 0. Le théoréme de la convergence
monotone permet d’écrire limy, [ f;7dp = [ f*dp et ainsi d’affirmer que [ fTdpu est fini,
puisque majoré. L’application f* est donc intégrable et puisque f,j < fT pour tout k, le
théoreme de la convergence dominée implique limy, [ |f;7 — fT|du = 0. De la,

0<tim [ 15— fldn <tim [ 1= £ dat tim [ 157~ 7 du=o.
ce qui termine la preuve. O

Le résultat qui suit est un critere de convergence.

Corollaire 2.4.9. Soient (X, o/, 1) un espace mesuré complet, (fi)r, une suite d’applications
p-intégrables de X dans R croissante presque partout telle que la suite ([ frdu), soit
magjorée. Il existe une fonction f € LY (X, o, u,R) telle que limy, f, = f presque partout
et

im [ 1fe — fldu=0.

Démonstration. Soit f une application telle que f = limy, f ; cette égalité définit f presque
partout, puisque la suite est croissante presque partout. De plus, f est mersurable par la
proposition 2.2.3. Par le corollaire 2.4.8, on obtient [ fdu = limy [ frdp. Puisque f est
intégrable, par le corollaire 2.3.19, il existe une fonction de £ égale & f presque partout,
ce qui suffit. O
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Théoreme de dérivation des intégrales paramétriques

Nous démontrons ici le théoreme de dérivation des intégrales paramétriques.

Théoréme 2.4.10. Soient (X,.o7, i) un espace mesuré et Q un ouvert de R%. Si f : X xQ —
R est une application vérifiant les propriétés suivantes,
— f(z,-) € CH(Q) pour u-presque tout x € X,
— les fonctions f(-,w), Dy, f(-,w) sont p-intégrables pour tout w € Q (1 <k < d),
— pour tout ensemble compact K de QQ, il existe une application gx pu-intégrable telle
que |D,,, f(x,w)| < gr(z) pour tout w € K et p-presque tout x € X (1 <k < d),
alors [ f(z,w)du(z) € CH(Q) et

Doy [ f@w)du(e) = [ Duyfla,w) duto),

pour tout k € {1,...,d}.

Démonstration. La fonction [ Dy, f(z,w)du(z) est continue. Soit w € Q; si (w;); est une
suite de Q qui converge vers w, on a lim; D, f(z,w;) = Dy, f(z,w) presque partout. Il
existe une application intégrable g,y telle que | Dy, f(-,w;)| < g(,); pour tout j presque
partout. Le théoréeme de la convergence dominée implique alors

i [ Dy f(0,0)dn(e) = [ Day flaw)idu(o).

Pour tout w € ©, soit € > 0 tel que B(w,&) C Q. En utilisant le théoreme des accroisse-
ments finis, on a, pour tout h vérifiant |h| < ¢, f(z,w+hey)—f(x,w) = hD,, f(x,w+0hey),
presque partout, avec 6 = 0(x, k, h) €]0, 1[. Des lors, on obtient

h—0

1
limh/f(:c,w—i-hek)—f(xw du(x /Dwkfxw)d,u( ),
ce qui permet de conclure. O

Si f est une application a valeurs complexes, on peut bien entendu appliquer le résultat
précédent aux parties réelles et imaginaires de f.

Remarquons que le théoréeme précédent peut étre sensiblement renforcé si la mesure
v est complete : il n’est alors pas nécessaire d’imposer l'intégrabilité des applications
D, f(-,w). En effet, ces applications sont mesurables presque partout, comme limite p.p.
d’applications mesurables, Dy, f(-,w) = lim;(f(-,w +1/4) — f(-,w))/(1/7). L’application
D,,, f(-,w) étant presque partout majorée en module par une application intégrable 9w}
elle est elle-méme intégrable.

Si Q est connexe, on peut méme ne demander que la mesurabilité de f(-,w) sur Q et
Pexistence d'un point wy € 2 tel que f(-,wp) est intégrable. De fait, si B(wp, < €) est
une boule fermée de 2, la formule de Taylor limitée procure 1'égalité f(-,w) = f(-,wo) +
Ezzl(w—wo)kakf(-, wo+0(w—wp)) presque partout, pour tout w € B(wy, < €). L’appli-
cation f(-,w) est donc mesurable et de module majoré presque partout par une fonction
intégrable. Nous venons donc de montrer que si w € B(wg, < €), f(-,w) est intégrable.
Cela étant, ensemble {w € Q : f(-,w) est intégrable} est un ouvert de €2; le théoréme de
passage des frontieres permet de conclure.
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Image d’une mesure par une application mesurable et intégration

Revenons brievement sur I'image d’une mesure par une application mesurable.

Proposition 2.4.11. Soient (X, o/, ) un espace mesuré, (Y, ) un espace mesurable et
f X — Y une application mesurable par rapport a of et B. Si g : Y — R est une
application B-mesurable, alors g est pip-intégrable si et seulement si go f est p-intégrable.

Dans ce cas,
/gduf=/ go fdpu.
Y X

Démonstration. La composition d’applications mesurable étant mesurable, g o f est o/-
mesurable. Vérifions maintenant I’intégrabilité des applications g et go f, ainsi que I’'égalité
annoncée. Si g = yp avec B € %, go f est la fonction caractéristique de f~1(B) et

/Qdﬂf:/ go fdu=pu(f~(B)).
Y X

L’identité voulue est donc vérifiée si g = xp. Si g € .1, ce résultat est toujours valide
grace a la linéarité des intégrales. Il ’est encore si g est une application a valeurs dans
[0, 00] Z#-mesurable, par la Proposition 2.1.12 et le théoréme de la convergence monotone.
Pour le cas général, il suffit de décomposer g en sa partie positive et négative (on a

(go f)E=gFof). O

Densités

Le Corollaire 2.4.2 permet de construire une large classe de mesures

Définition 2.4.12. Soient (X, .o, ) un espace mesuré et f : X — [0, 00] une application
&/-mesurable. Soit v application définie comme suit,

v:a — [0,00] A»—>/Afdu.

L’application f est appelée une densité de v par rapport a p. On note parfois v = f - u.

Proposition 2.4.13. Soient (X, o7, ) un espace mesuré et f : X — [0, 00] une application
o -mesurable. L’application f - p est une mesure ; cette mesure est finie si et seulement si
Uapplication f la définissant est p-intégrable.

Démonstration. On a bien sur f - u(&) = 0. Si (Ag)r est une suite d’ensembles deux a

deux disjoints de <7, le Corollaire 2.4.2 appliqué a la série ), fxa, implique f-pu(UAg) =
>k f - 1(Ag). La derniere partie de la these est évidente. O

Proposition 2.4.14. Soit (X, o/, ) un espace mesuré, ot p est une mesure o-finie. Si
fyg: X —[0,00] sont deux applications of -mesurables telles que f -y > g-u, alors f > g

H-pp.

Démonstration. Soit (X )i une suite croissante d’ensembles de o7 telle que Ui X = X et
w(Xy) < oo Vk. Pour tout k, posons Ay = {zx € X : f(x)+1/k < min(g(z),k)} N Xy € .
Par hypothese, g-pu(Ag) < f-p(Ak) < ku(Xg) < 0o. Onaalors 0 < f-u(Ag) —g-p(Ag) =
fAk f—gdp < —p(Ag)/k <0, ce qui implique p(Ag) = 0. Ainsi,

p({z € X : f(z) < g(@)}) = p((JAr) <D nlAr) =0,
k B

ce qui termine la preuve. O
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Théoréme 2.4.15. Soient (X, o/, u) un espace mesuré, g,h : X — [0,00] et f : X —
R des applications o -mesurables. L’application f est g - p-intégrable si et seulement si
Uapplication fg est p-intégrable et dans ce cas, [ fdg-p= [ fgdu. De plus, h-(g-p) =
gh - p.

Démonstration. Si f = xa,avec Ae o/, ona [ fdg-p=g-u(A)= [,g9du= [ fgdu.Si
f € ST, ce résultat reste valide grace & la linéarité des intégrales. Si f est & valeurs dans
[0, o¢], il l’est encore, par la Proposition 2.1.12 et le théoréme de la convergence monotone.
Pour le cas général, il suffit de décomposer f en sa partie positive et négative. Pour la
seconde partie de la these, on a alors, si A € @, h-(g-pu)(A) = [,hdg-p= [, ghdp=
gh - u(A), ce qui suffit. O

En théorie des probabilités, les mesures sont souvent définies comme des densités par
rapport a la mesure de Lebesgue L.

Exemples 2.4.16. Soient m, o des nombres réels et a, 7 des nombres strictement positifs.
Les fonctions suivantes définissent une densité par rapport a L :

— la distribution de Gauf}, f(z) = exp(—(x —m)?/20?)/v 2702,

— la distribution exponentielle, f(x) = 7exp(—7z)xgr+(2),

— la distribution gamma, f(z) = (2% 1/T'(a)) exp(—72)xg+ (1),

— la distribution uniforme, f(x) = xa(z)/L(A), avec A € B, L(A) > 0.

Définition 2.4.17. Dans un espace probabilisé (2, &7, P), I'espérance d’une variable aléa-
toire X : Q — R est définie comme suit,

E(X):/XdP:/IdPX,

ou I : R — R est 'application identité.

Si la loi associée a X est définie par une densité par rapport a £, Px = f- L, on a

E(X):/Idf'ﬁz/lfdﬁz/(:xf(x)daz.

Exercice 2.4.18. Calculer I'espérence de la variable aléatoire définie par une densité uni-
forme sur [0, 1].
Suggestion : On trouve directement E(X) = fol rvdr = [22/2]§ = 1/2.

En définissant la variance de X comme suit,
Var(X) = E((X - E(X))*),
on obtient

var(x) = [ (@~ B(X))*f(z) da.

—0o0

puisque
Var(X) = /(.)? o XdP — Q/XE(X) dP + / (E(X))zdP
= /x2f(x) dx — 2E(X)/a:f(x) dz + (E(X))*P(9).
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Exercice 2.4.19. Calculer la variance de la variable aléatoire définie par une densité uni-
forme sur [0, 1].
Suggestion : On trouve directement

1 1 ) .’,U3 ) 1 1
Var(X):/ (x — =) de =[] / rdr+ - =
0 2 370 J, 4

Définition 2.4.20. Dans un espace probabilisé (€2, <7, P), une variable aléatoire X est dite
discrete si X (2) est dénombrable. Par extension, la mesure Px associée est elle aussi
qualifiée de discrete.

Pour une variable aléatoire discréte, si on suppose avoir X (Q2) = {z1, z2, ...}, la mesure
Px est atomique et (z)r sont ses atomes. Il vient E(X) = >, xppk, olt on a posé

pr = Px({zx}) et
Var(X) = /(:1: — E(X))*dPx

= /;ﬂ dPyx —2E(X)/:chX +E(X)?

= aipe— O wrpr)”
B P

Définition 2.4.21. Une mesure discrete Py associée a une variable aléatoire X est uniforme
si ses atomes 1, ..., z, sont en nombre fini et Px ({z;}) = Px({zx}) pour tous les indices
jet k.

Dans le cas d’une telle mesure discrete et uniforme, puisque Px(R) = 1, on doit avoir
Px({z}) = 1/n et donc E(X) = 1 3", ay,

Var(X) = %sz - (% Zxk)z
k k

Exercice 2.4.22. On considére un dé non-pipé (constitué de six faces) ; calculer la proba-
bilité d’obtenir un nombre pair lors d’un lancé de ce dé.

Suggestion : On peut supposer que Px est une mesure discrete uniforme associée aux
atomes 1,...,6. On doit donc avoir Px(k) = 1/6 pour k € {1,...,6}. La probabilité
d’obtenir un nombre pair est donnée par

Px({2} U {4} U{6)) = 3Px({2)) = 5.

Interprétation de Riemann de I'intégrale

Le résultat suivant présente la célebre interprétation de l'intégrale due a Riemann.

Théoréme 2.4.23 (Interprétation de Riemann de l'intégrale). Si (X,d) est un espace mé-
trique, soient (X, B(X), 1) un espace mesuré, A un ensemble borélien tel que u(A) < oo
et () une suite strictement positive tendant vers 0. Si
— pour tout k, (Ayj); est une partition dénombrable de A telle que Ay ; € B(X) et
diam(Ay ;) < e V7,
— . est un élément de Ay j N A,
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— f: X — R est une application continue et bornée sur A,
alors fxa est une application intégrable et

[ Feadi=1m 3 fonuary).
J

Démonstration. Pour tout k fixé, posons fi = Zj f(zrj)xa, ;- Bien sir fi est mesurable
et la suite (fx)r converge vers f sur A. De plus, puisque |f| < sup,ca | f(x)|xa VE, le théo-
reme de la convergence dominée implique que fi et fxa sont des applications intégrables
et limy, [ frdp = [ fxadp. Une seconde application du théoréme de la convergence domi-
née a la suite g; = Zé-:l f(zr,j)xa,,; permet d’affirmer que J frdp = Ej f@r ;) p(Ar ),
ce qui suffit. ]

2.5 L’intégrale de Riemann

Bien que l'intégrale de Riemann soit généralisée par I'intégrale de Lebesgue, elle fournit
une interprétation édifiante de l'intégrale de Lebesgue. Sur le plan théorique, 'intégrale
de Riemann est souvent invoquée pour la construction de fonctions intégrables. Dans
cette section, nous introduisons aussi 'intégrale de Darboux, équivalente a 'intégrale de
Riemann.

Définition de l’intégrale de Riemann
L’intégrale de Riemann repose sur la notion de partition.

Définition 2.5.1. Une partition (on parle aussi de découpage) d’un intervalle fermé [a, b|
de R est une suite finie (ak),ivzo de nombres réels tels que a = ag < a1 < --- < ay =b. Si
(ar)_q et (by)AL, sont deux partitions d’un méme intervalle, (by)M_ est une partition plus
fine que (ag)™_, si {ao,...,an} C {bo,...,ba}. Une partition (ag)l¥_, est une partition
subordonnée a € > 0 si supy, ax — ap—1 < €.

Une partition est généralement notée 2. Si & = (ag)i_, est une partition de [a, b),
soit Ik(y) = [ak_l,ak].

Définition 2.5.2. Un découpage de Riemann d’un intervalle [a, b] est la donnée d’une parti-
tion & de [a, b] et d'une suite finie (74)y telle que ry € I () Vk. Une suite fondamentale
de découpages de Riemann de [a, b] est une suite de découpages de Riemann (5, (7} 1)k);
de [a, b] telle que &; est subordonné a ¢; Vj, avec lim;e; = 0.

Définition 2.5.3. Une fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable sur [a,b] si pour toute
suite fondamentale de découpage a la Riemann de [a, b], la suite

(Z f(rj,k)VOI(Ik(Wj))>
k j
converge vers une limite finie.

Proposition 2.5.4. Pour une fonction Riemann-intégrable, la limite intervenant dans la
définition 2.5.3 ne dépend pas de la suite fondamentale de découpages a la Riemann choi-
sie.
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Démonstration. Si f est une fonction Riemann-intégrable sur lintervalle [a,b], soient

(2, (rik)k)j et (2%, (sjk)r); deux suites fondamentales de découpages de Riemann de

I'intervalle [a, b]. 11 suffit de considérer la suite fondamentale de découpages de Riemann
(2, tik)k)j ot Py; | = Pj, Py = P}, taj 1k = Tjk et tajk = sjk- De fait, les élé-
ments pairs et impairs de la suite (Zk f (tj,k)Vol(Ik(Wj’/ )))] convergent vers la méme
limite. [

Définition 2.5.5. La limite intervenant dans la définition 2.5.3 est appelée 'intégrale de
Riemann de la fonction f sur [a,b].

Proposition 2.5.6. Si f : [a,b] — R est une fonction Riemann-intégrable sur [a,b], alors
f est borné sur [a,b].

Démonstration. Montrons que si f n’est pas borné alors f n’est pas Riemann-intégrable.
Quitte a considérer —f, on peut considérer que f est une fonction non-majorée. Pour
chaque j, soit &; une partition de [a, b] subordonnée a ¢;, ou (£;); est une suite qui tend
vers zéro. Puisque f n’est pas majoré sur [a,b], pour tout j, il existe k(j) tel que f n’est
pas majoré sur Iy;) (). Pour tout k # k(j), soit 7, € Ix(Z;) et choisissons r; 1(;) tel
que
F oG VolTu(y (225) 25— D f(rix)Vol(In(27))).
k#k(5)

Cela étant, la suite de découpages a la Riemann (2, (rj)i); de [a,b] est telle que la
suite

(Zf(rj,k>V01(Ik(<@j)))j
k
ne converge pas vers une limite finie, d’ou la conclusion. ]

Le résultat suivant sera généralisé par la suite.

Proposition 2.5.7. Toute fonction f : [a,b] — R continue est Riemann-intégrable et son
intégrale de Riemann vaut ff f(z)dz.

Démonstration. La fonction f étant bien sur L-intégrable sur [a, b], le résultat découle de
Iinterprétation de Cauchy-Riemann de 'intégrale (Théoreme 2.4.23). O

L’intégrale de Darboux

Pour T'intégrale de Darboux, on ne choisit pas de suite (r; ), d’éléments de Ij,(Z;).
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée; pour toute partition & de [a, b], posons

mp(f) = inf f(I(2)) Vol (I(2))

k

et
Mo (f) = sup f(I(2))Vol(I(2))
%

On a bien stir m4(f) < ma(f).
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Proposition 2.5.8. Soient f : [a,b] — R une fonction bornée et I, Py deux partitions de
Vintervalle [a, b] telles que o est plus fin que 1. On amy, (f) <myp,(f) et Mo, (f) <

Démonstration. En procédant par récurrence, il suffit de supposer que &5 possede un
point ¢ de plus que &1 ; supposons donc avoir ay,—1 < ¢ < a,, ou ai,—1 €t ay, sont des
points de &?;. On a par exemple

inf f (I, (21)) Vol (I, (1)) = inf f (I, (1)) Vol([ak,—1, c])
+ inf f (I, (221)) Vol([c, ax,))
< inf f([akg—1,¢])Vol([ak,—1, c])

+inf f([e, ag,]) Vol([c, ak,]),

ce qui implique m 4, (f) < m4,(f). Un raisonnement analogue permet d’obtenir I'inégalité

Corollaire 2.5.9. Soient f : [a,b] — R une fonction bornée et Py, Py deux partitions de
Vintervalle [a,b]. On a my, (f) <Mz, (f).

Démonstration. Soit 5 une partition de Uintervalle [a,b] plus fine que #; et . La
Proposition 2.5.8 implique

ce qui suffit. ]
Nous pouvons maintenant définir I'intégrale de Darboux.

Définition 2.5.10. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. L’intégrale de Darbouz inférieure
my, ) (f) est la quantité

myqp)f = sup{mgy(f) : & partition de [a, b]}
et I'intégrale de Darbouz supérieure mj,)(f) est quant & elle définie comme suit :
My f = inf{Mmx(f) : & partition de [a, b]}.

On a toujours my, 4 (f) < Map)(f). Si f est une fonction bornée sur [a, b] et si my, )(f) =
Miqp (f), la fonction f est dite Darbouz-intégrable sur [a,b] et son intégrale de Darboux
miq)(f) est I'intégrale de Darboux inférieure.

Concernant l'intégrabilité, nous avons le critere suivant.

Lemme 2.5.11. Une fonction f : [a,b] — R est Darbouz-intégrable si et seulement si pour
tout € > 0, il existe une partition & de [a,b] telle que Mo (f) — maup(f) < €.

Démonstration. La condition est nécessaire. Si f est Darboux-intégrable, étant donné
e > 0, il existe deux partitions &1 et P telles que M, (f) < a5 (f)+e/2 et my, (f) <
may, (f)+e€/2. Etant donné une partition 25 de [a,b] plus fine que 2| et Py, on a

Moy (f) = M, () S M, (f) = g, (F) <mpap(f) +€/2 = (mia(f) —€/2) = &
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La condition est suffisante. Etant donné & > 0, il existe une partition &2 telle que

Miap)(f) <KMo (f) <mup(f) +e <myy(f) +e

On a donc Mg (f) < my,p(f) + € pour tout € > 0, ce qui implique que f est Darboux-
intégrable. O

Corollaire 2.5.12. Si f : [a,b] — R est une fonction continue, alors f est Darboux-
intégrable.

Démonstration. L’image continue d’un compact étant un compact, f est borné. De plus, f
étant uniformément continu sur [a, b], pour tout & > 0, il existe 6 > 0 tel que | f(z)—f(y)| <
e/(b—a)si |z —y| <. Si P est une partition de [a, b] subordonnée a ¢, alors

€
b—a

Mo (f) —map(f) < (b—a) =

comme il devait étre montré. O

Lemme 2.5.13. Si f : [a,b] — R est une fonction bornée, pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que, pour toute partition & de [a,b] subordonnée a ¢,

my(f)+e>myy(f) et Mmep(f) —e <Mpgy(f)

En particulier, si (P)r est une suite de partitions croissante (P C Pyy1) de [a,b]
telle que Py, soit subordonné a ek, ot (e )k est une suite qui converge vers zéro, on a

liinmyk(f) = my, 4 (f) et lilgnm%(f) = Ma,p)(f)-

Démonstration. Démontrons l'inégalité concernant m 4 (f); 'autre s’obtient de la méme
maniere. Soit &; une partition de [a, b] telle que m_(f)+¢/2 > my,y)(f). Soit N = #7;
le nombre de points de la partition &2, et posons A = sup f([a,b]) — inf f([a,b]) + 1;
montrons que 6 = ¢/(2NA) convient. Si & est une partition de [a,b] subordonnée a 4,
soit ' = P U P, la partition obtenue a partir des points de & et Z2.. Puisque &’ est
plus fin que &, on a m (f) +¢/2 > m[w](f). L’adjonction de N — 2 points de &2, (le
premier point de &; est a et le dernier est b) modifie au plus N — 2 intervalles I ()
dans les partition &', i.e. il n’existe pas de couple (k, j) tel que I(#) = I;(<') pour
N — 2 intervalles I;,(<) au plus. Deés lors,

m(f) —mp(f) < (N - 2)Aﬁ <e/2.

On obtient donc
My (f) —€/2 <mgyp(f) <mgyp(f)+e/2,

ce qui suffit. O

Théoréme 2.5.14. Une fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si et seulement si
elle est Darbouz-intégrable. Auquel cas, ces deux intégrales sont égales.
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Démonstration. Supposons d’abord que f est une fonction Riemann-intégrable sur [a, b]
et soit S son intégrale de Riemann. Par la Proposition 2.5.6, f est borné sur cet intervalle.
Etant donné £ > 0, on montre par 'absurde qu’il existe § > 0 telle que

1S =Y fre)Vol(In(P%))| < £/2,
k

pour toute partition 5 subordonnée a ¢ et toute suite finie (ry); vérifiant r, € I (Ps).
De Ia,
M, (f) = ma(f) <|[S =My, (/)] + |5 —ma(f)] <,
ce qui suffit, en vertu du Lemme 2.5.11.
Supposons maintenant que f est une fonction Darboux-intégrable sur [a,b]. Par le
lemme 2.5.13, pour tout £ > 0, il existe § > 0 telle que toute partition & de [a,b]
subordonnée a § vérifie

Mo (f) —myp(f) <My (f) +e/2 — (mpp(f) —€/2) =e.

Pour tout découpage de Riemann (2, (ry)x) de [a,b] tel que & soit subordonné a J,
puisque m g (f) < > f(r5)Vol(I(2?)) < M (f), 'inégalité précédente permet d’écrire

M) (f) = Y ) Vol(Ix(2)) | < Ma(f) —map(f) <,
k

ce qui permet de conclure. O

Comparaison entre les intégrales de Riemann et de Lebesgue

Les notions d’intégrales de Riemann et Darboux ne sont qu’'un cas particulier de 'intégrale
de Lebesgue.

Lemme 2.5.15. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Il existe deux fonctions Borel-
mesurables g, h telles que g < f < h et f[a 0] gdz = my, (), f[a 0] hdx = my(f). Si f
est Darbouz-intégrable, alors f = g = h presque partout.

Démonstration. Pour toute partition & de [a, b, soient g» et h les fonctions telles que

gr(x)=inf ) fI(2), o) =swp ([ [(I(2). (2.5)

Ik({/?)ax [k(@)ax

Ces fonctions sont Borel-mesurables et on a
/ ggﬂdxzm,@(f)<mw(f)=/ ho dx.
[a,b] [a,b]

Soit (Ak)k une suite de partitions croissante (&, C Piy1) de [a,b] telle que P, soit
subordonné a ey, ol (g;); est une suite qui converge vers zéro. Posons gp = gz, et
hi = hg, ; les suites (gr)r et (hi)r sont croissantes et décroissantes respectivement.
Puisque f est borné, les fonctions gp et hp le sont également; soient g = limg gi et
h = limg hg. Ces fonctions sont Borel-mesurables, ¢ < f < h par construction et le
théoreme de la convergence dominée implique

/ gdz = lim gk dz = limm g, (f) = my, 4(f)
[a,b] ko Jlabl k
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et f[a,b} hdr = m[ayb](f).
Si f est Darboux-intégrable, f[a y 9 dr = f[a y hde = M (f). Ainsi, f[a yh—gdr=0.
Puisque h — g > 0, le Corollaire 2.3.16 implique h = g = f presque partout. 0

Théoréme 2.5.16 (Lebesgue). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. La fonction f est
Darboux-intégrable si et seulement si elle est continue presque partout.

Démonstration. soit (Z;) une suite de partitions croissante (P C Pj41) de [a, b] telle
que &, soit subordonné a ey, avec e, — 0 et gx = g»,, hi. = hp, les fonctions définies
par la relation (2.5).

Si f est Darboux-intégrable, soit N = Uy ;. et comme dans le Lemme 2.5.15, posons
g = limy, g, et h = limy hy. Soit = € [a,b] \ N un point pour lequel h(z) = g(z). Pour
tout ¢ > 0, il existe donc un indice k tel que hi(z) — gx(z) < €. Si j est 'indice tel
que z € Ij(P)° on a supyer; a0 |f(®) = f(y)| < hi(x) — ge(z) < € et f est continu
en x. Maintenant, le Lemme 2.5.15 implique que h = g presque partout. Puisque N est
négligeable, f est continu presque partout.

Supposons maintenant que f est continu sur [a, b]\ N, ou N est un ensemble négligeable
contenant U, Z,. Soit € > 0; si x € [a,b] \ N, il existe 6 > 0 tel que |f(x) — f(y)| < /2
si |z —y| <. Deés lors, si x € I;(P) avec Vol(I;(P)) < 6,

hie(x) —gr(z) < sup  |f(z) = f(2)| +[f(2) = f(¥)]

y,2€L;(Py,)

N

E.

Puisque (hg — gi)x est une suite décroissante, limy, hy, — gp = 07 sur [a, b] \ N, c’est-a-dire
presque partout. Puisque f[a o) 9k dr = mgzk(f) et f[a b] hi dz = Mg, (f), le théoréme de
la convergence dominée implique

limmyk(f)—m@k(f):/ lim hy, — g dx = 0.
k [a,b] k

Le Lemme 2.5.11 implique alors que la fonction est Darboux-intégrable. O

Corollaire 2.5.17 (Lebesgue). Une fonction f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si et
seulement si elle est bornée et continue presque partout.

Démonstration. Cela résulte du Théoreme 2.5.16 et du Théoréme 2.5.14. O]

Le résultat suivant montre que I'intégrale de Riemann est généralisée par l'intégrale de
Lebesgue.

Théoréme 2.5.18 (Lebesgue). Si f : [a,b] — R est une fonction Riemann-intégrable (i.e.
Darboux intégrable), alors f est Lebesque-intégrable et ces deux intégrales coincident.

Démonstration. Si f est Riemann-intégrable, alors, si g et h sont les fonctions définies
par le Lemme 2.5.15, la relation h = g = f presque partout est vérifiée. Il s’ensuit que f
est Lebesgue-mesurable (Proposition 2.2.3), Lebesgue-intégrable (Proposition 2.3.13) et

f[a,b} fdax= f[a,b] gdz = mpgy(f). O

Si f est une fonction Lebesgue-intégrable sur R, la relation [ fdz = limy, f[_ o] fdx est
vérifiée comme une conséquence du théoreme de la convergence dominée (et non comme
une définition). On peut définir les intégrale de Riemann sur R de la méme maniere. Cette
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intégrale (impropre) ne posséde plus les propriétés que l'on est en droit d’attendre d’une
intégrale (permutation de la limite et du signe d’intégration sous certaines hypothéses 3,
invariance par translation,...) [23].

3. Pour le voir, il suffit de considérer la fonction fr = x[0,x)/k. On vérifie sans peine que fok fr =1VEk.
Cependant, fi converge uniformément vers f = 0 et donc limy, [ fr =1# [ f=0.
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Chapitre 3

Produit de mesures

Ce chapitre est dédié aux mesures et intégrales sur les espaces produits.

3.1 Construction

Produit de o-algebres

La notion de produit de o-algebres est tres proche du produit d’espaces topologiques, ou
la continuité est remplacée par la mesurabilité.
Dans cette section, nous donnons les définitions ainsi que les premieres propriétés concer-
nant les o-algebre et mesures produit.

Soient ((X, %)) e une suite d’espace mesurables non nécessairement dénombrable et
pour chaque j, f; : X — X; une application. Notons

a(fjrjed)=a(ff () jeJ)=a(Uedf; (4)): Aj € o})

la plus petite des o-algebres &7 sur X telles que les applications f; sont mesurables par
rapport a &/ et «7; quelque soit j € J.

Définition 3.1.1. Soient ((X;, %)) ecs une suite d’espaces mesurables non nécessairement
dénombrable et 7 la projection

Tk © HX]' — Xk (xj)jej = Tk
Jj€J
La o-algébre produit engendrée par les o-algebres <7 est la o-algebre suivante,
®JZ{] = U(W]-_l(&fj) cjed).
JjeJ
On pose [[;c,(Xj, ) = (Ijes Xj» ®jes o))

Proposition 3.1.2. Soit ((X;, %))jcs une suite d’espaces mesurables. Si J est dénom-
brable, alors

Q7 =a({[[4): 45 € ). (3.1)

jedJ jeJ

89
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Démonstration. Si Aj € /; ¥j, on a

T4 =" e@Q

JjeJ jeJ jEJT

et donc o({I[; 4; : 4; € #}}) C ®;4/;. D’autre part, si A € &, pour un k, T (A) =
HjeJ Aj, avec A; = X; si j # k et Ay = A. Ainsi, 7, est mesurable par rapport a
o({Il; 4j : Aj € #;}) et % quelque soit k. Par définition de ®;47, on a donc ®;9 C
oI, A : A € 7)), =

Proposition 3.1.3. Soient ((X;, %))jes une suite d’espaces mesurables non nécessaire-
ment dénombrable et pour chaque j, f; : X — X; une application. S’il existe une suite
(€})jes telle que o = o(€;) Vi, alors

o(| {1 (A)) - A5 € 4} = o(|J{F71(C)) : Gy € 63,

= jeJ

au sens ou ®;.; est la plus petite des o-algébres <7 telles que f ( j) € & quelque soit
CieCjetjed.

Démonstration. La these résulte directement de la Proposition 2.1.38. O
Le résultat suivant est d’'une grande importance pour les o-algebres produits.

Corollaire 3.1.4. Soit ((X;, %))jes une suite dénombrable d’espaces mesurables telle que
oy =0(€;) Vj. On a

Q% =[] ¢ e %)),

jeJ jeJ
Démonstration. Cela résulte de la Proposition 3.1.3 et de la preuve de la Proposition 3.1.2,

en remplagant les ensembles A; € o7; et A € 7, par les ensembles C; € € et C € 6,
respectivement. ]

Il arrive que ’on ne considere que le produit dénombrable de o-algebre dans la défini-
tion 3.1.1. Dans ce cas, il est souvent plus simple de prendre (3.1) comme définition. On
peut dans ce cas montrer la proposition 3.1.4 directement.

Remarque 3.1.5. Posons C = ({HJEJC’ Cj € €;}). On a bien entendu € C Q)¢ ; 7
Pour tout Cj, € €, on a m (Ck) HyGJ Aj, avec A; = X pour j # k et A = Ck.
Par conséquent, 7 est mesurable par rapport & C et .o7},. Maintenant, si pour j € J, A;

un élément de o7, on a [, ; A; ﬂjeJﬂj_l(Aj) € C, ce qui suffit.

Nous pouvons maintenant justifier la notation ' B?. De fait, si € est la collection des
semi-intervalles ]a,b] de R, on a B" = o({[[}_, I : Iy € €}) = Q) B. En fait, c’est le
cas de maniere plus générale pour les espaces métriques séparables. Si ((Xk, dy))x est une
suite finie d’espaces métriques séparables, soit (][, X, dm) espace produit muni de la
distance dri(z,y) = maxg{dk(x, yx)}. La boule de centre x et de rayon £ > 0 s’écrit dans
cet espace B(x,¢) =[], Br(vk,€), ot By est la boule de X}, comme on le vérifie aussitot
par double inclusion.

1. Pour la proposition, nous travaillerons avec I’exposant n et non d pour éviter toute ambiguité entre
la dimension topologique et la distance.
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Proposition 3.1.6. Si ((Xg,dx))r est une suite finie d’espaces métriques séparables,

B([ [ Xr, dn) = ) B(Xy, d.).
k k

Démonstration. Puisque les espaces (Xy,dy) et (][, X, dm) sont séparables, par la Pro-
position 1.1.9, les o-algebres de Borel (X}, dj) et B(] [, Xk, dir) sont engendrées par les
boules ouvertes de ces espaces. Donc,

Q) B( Xy, d) = o({] [ Be(ar.€) : z € X, € > 0})
K !

=oc({B(z,e): z € HXk’ e>0})
k

= B(] [ X&.dn),
k

ce qui suffit. ]
Corollaire 3.1.7. On a, sin>1,B"=BeB" ! =B®---@B.

Démonstration. Si dgr est la distance euclidienne usuelle dans R™, on a dg < drr <
v/ndrr. Les deux distances sont donc équivalentes et les espaces métriques (R™, dgn) et
(R™, drr) engendrent le méme espace topologique (i.e. les mémes ensembles ouverts). La
Proposition 3.1.6 implique

B" = %(Rn7dﬂ) = ‘@(H R> dH) = ®‘@(Ra dR) = ®Bv
k=1 k=1 k=1

ce qui devait étre montré. ]

Il n’est pas nécessaire d’invoquer la Proposition 3.1.6 ou d’autres dans le résultat pré-
cédent : on peut le montrer directement.

Remarque 3.1.8. On a B2 = o(Jay, b1]x]ag, ba] : a1,by,a2,b2 € R) et donc B2 C B ® B.
Qui plus est, les projections 7 : R? - R (z,y) — z et 1 : RZ - R (2,9) — y
sont Borel-mesurables, puisque continues. Des lors, si Ey et Fy appartiennent a B, on a
Ey x By = (By xR)N (R x Ey) = 7] ' (Ey) Ny H(Fa) € B2 Ainsi, BB = o(Ey x Es :
E1,Ey € B) C B2, ce qui suffit.

Donnons un dernier résultat concernant les applications mesurables.

Corollaire 3.1.9. Soit (X, o), (Y, AB) et (Z,€) trois espaces mesurables; si f : X — Y
est une application mesurable par rapport ¢ </ et B et g : X — Z est une application
mesurable par rapport a &/ et €, alors

(f,9): X =Y xZ w—(f(z)9(2))

est mesurable par rapport 6 of et B R C .

Démonstration. Soit h = (f,g); lensemble {E € Q% : h~1(E) € o/} est une o-algebre
contenant les ensembles de la forme B x C, avec B € B et C € €. O
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Mesure produit

Etant donné deux mesures 1 et v relatives aux o-algebres @ et A respectivement, nous
allons définir une mesure sur la o-algebre o/ ® 4.

Soient deux ensembles X,Y et F un sous-ensemble de X X Y. Sizx € X ety €Y, les
sections E, et EY sont les ensembles E, = {y € Y : (z,y) € E}, BY ={z € X : (z,y) €

Proposition 3.1.10. Soient (X, o) et (Y, ) deux espaces mesurables. Si E € o/ @ A,
alors, pour tousx € X, y€Y, ona E, € B et BY € &

Démonstration. Soit z € X et # la collection des sous-ensembles F de X x Y tels que
E, € %B.S1Ac o et Be B, alors (A X B), est soit B, soit &, donc A x B € #. En
particulier X x Y € .#. De plus, puisque (E°), = (E;)¢ et (UxEk)e = Up(Ek)z, -F est
une o-algebre. De 1a, o @ # C . Autrement dit, si £ € o ® £, alors E, € %. Un
argument similaire montre que si £ € & ® &£, alors EY € /. O

Corollaire 3.1.11. Soient (X, <) et (Y, #B) deuz espaces mesurables. Si f : X xY — R est
une application of @ B-mesurable, alors pour tousz € X,y €Y, f(-,y) est of -mesurable
et f(xz,-) est B-mesurable.

Démonstration. On a (f(z,-) N (E) = (f71(E))z et (f(-,y) Y E) = (f~1(E))Y. La Pro-
position 3.1.10 permet de conclure. O

Le résultat reste bien-entendu valable si f est a valeurs complexes.

Proposition 3.1.12. Soient (X, o7, p) et (Y,%,v) des espaces mesurés o-finis. Si E €
o @ A, alors Uapplication x — v(E,) est o -mesurables et l'application y — u(EY) est
PB-mesurable.

Démonstration. Démontrons la mesurabilité de 1’application x — v(E,); 'autre cas se
traite de méme. Supposons d’abord que v est fini. Soit % la classe des ensembles E de
o/ @ P pour lesquels lapplication =z — v(FE,) est o/-mesurable (la quantité v(E,) est
bien définie, puisque E, € £, par la Propriété 3.1.10). Si A € &/, B€ A, v((A X B);) =
v(B)xa(x) et donc Ax B € .%. En particulier, X xY € .%. Montrons que .% est une classe
de Dynkin. Si, £ € #/ ® B, v((E)z) = v(Y) —v(E;) et si (Eg)k est une suite d’ensembles
deux & deux disjoints de &7 ® %, alors v((UpEk)z) = > 1 V((Ek)z). On a donc montré
I'inclusion A({Ax B: A€ o/,B € #}) C F. Bien str, si A, Ay € & et By, By € %, on
a (A1 x B1)N (A2 x Ba) = (A1 N Ag) x (B1N Bg) € & x A. Le Théoréme 1.1.25 implique
donc que & ® # C Z. Ainsi, x — v(E,) est mesurable pour tout F € &/ @ A.

Si v est une mesure o-finie, soit (By); une suite d’ensembles croissante de 2 telle
que v(Bg) < oo quel que soit k et UpBr = Y. Pour tout k, soit v, la mesure sur %
définie par v (B) = v(B N By). Nous venons de montrer que 'application x — vi(Ey) est
o7/-mesurable Vk. La mesurabilité relative a v s’obtient par passage a la limite sur k. O

Théoréme 3.1.13. Soient (X, o/, ) et (Y, AB,v) des espaces mesurés o-finis. Il existe une
unique mesure i X v sur l’espace mesurable (X xY, o @ B) telle que

1 x V(A x B) = p(A)u(B),

pour tous A € & et B € A.
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La mesure p X v est en fait donnée par

o () = /X V(E,) d() = /Y W(EY) dv(y),

pour tout E € of @ A.

Démonstration. La mesurabilité des applications z — v(E,) et y — u(EY), VE € o @ B

résulte de la Proposition 3.1. 12 Donc les applications & et & définies sur & ® A par

E1(E) = [, w(EY)dv(y) et &(E) = [y v( (x) sont bien définies. Bien sir & () =

& (@ ) = 0. Si (Eg)k est une sulte d’ ensembles deux a deux disjoints de & ® %, pour

tout y € Y, (EY)) est une suites d’ensembles deux & deux disjoints de /. On a donc
W(UREY) =37, ,u(Ez) et le Corollaire 2.4.2 implique

1(LkJEk):/ UEy ) dv(y Z/ (EY)dv(y Zfl Ey),

ce qui montre I’additivité dénombrable de &;. Un argument similaire montre que & possede
la méme propriété. Les applications &; et & sont donc des mesures sur o/ ® .
SiAe o et Be A,

£1(Ax B) = /Y (A5 () (dy) = p(A)(B) = &(A x B).

On peut donc poser p X v = &;.
L’unicité de la mesure p x v résulte du Théoreme 1.2.10 : on a donc u x v =& = &
sur & @ A et le théoreme est démontré. O

Définition 3.1.14. Etant donnés deux espaces mesurés o-finis (X, 9, 1) et (Y,%,v), la
mesure p X v définie sur &/ ® % par le Théoreme 3.1.13 est appelée la mesure produsit.

Soit £¢ la mesure de Lebesgue définie sur les ensembles boréliens de R?. On a
R WL

En effet chacune de ces deux mesures assigne a un rectangle I de R™*" la quantité Vol([).
Le Théoreme 1.2.10 implique que ces mesures sont égales.
Le corollaire suivant est évident.

Corollaire 3.1.15. Soient (X, o7, u) et (Y, B, v) des espaces mesurés o-finis. Si N € o/ @B
est un ensemble tel que N, (resp. NY) est négligeable pu-presque partout (resp. v-presque
partout), alors N est négligeable pour la mesure produit.

Démonstration. De fait, I'application = +— v(N,) (resp. y — u(NY)) est égale a l'ap-
plication 0 u-presque partout (resp. v-presque partout). Le Théoreme 3.1.13 permet de
conclure. O

Exercice 3.1.16. Soient (X, .o/, u) et (Y, %, v) des espaces mesurés o-finis; montrer que
si N € & ® % est un ensemble p x v-négligeable, alors N, est v-négligeable p-presque
partout et VY est u-négligeable v-presque partout.

Suggestion : On a par exemple [v(N,)du = 0, ce qui implique v(N,) = 0 p-presque
partout.
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Définition 3.1.17. Soient (€2, 7, P) un espace probabilisé et (Xj)¢_, des variables aléa-
toires (Xj : @ — R, &/-mesurable). Ces variables sont appelées des variables indépen-
dantes si

P({X1€Ay,... ., Xqg € Ag}) = P({X1 € A1})--- P({Xq € Ag}).
pour toute suite (Ay){_, d’ensembles de <7
Vu les résultats précédents, les variables sont indépendantes si et seulement si

Xd:PXlx"'XPXd-

-----

3.2 Intégrales itérées

Théorémes de Fubini et Tonelli

Les théoremes qui suivent permettent de calculer des intégrales relatives a des mesures
produits grace a des intégrales itérées.

Théoréme 3.2.1 (Tonelli). Soient (X, o/, u) et (Y, 2B,v) deux espaces mesurés o-finis.
Si f X xY — [0,00] est une fonction o/ @ HB-mesurable, alors Uapplication © —
[y f(x,y)dv(y) est o -mesurable et Uapplication y — [y f(x,y)du(z) est B-mesurable.
Qui plus est,

/Xxyfd,uxu—//fxydu ) vy //fxydu ) dpu(z).

Démonstration. Les applications f(-,y) et f(z,-) sont positives et, par le Corollaire 3.1.11,
mesurables ; les applications x — [, f(x,y)dv(y) et y — [y f(x,y)du(x) sont donc bien
définies.

SiEFed®@PBet f=xg, alos f(x,) = xg, et f(-,y) = xgv. On a dans ce cas,
J f(z,y)dv(y) = v(Ey) et [ f(z,y)du(zx) = p(EY), Va,y. Par la Proposition 3.1.12 et le
Théoreme 3.1.13, la these est vérifiée si f = yg. La linéarité de I'intégrale implique que ce
résultat reste vraisi f € ST (X xY, o ® %). La Proposition 2.1.6, la Proposition 2.1.12
et le théoreme de la convergence monotone permettent de conclure. O

On peut vérifier I'intégrabilité d’une application f mesurable sur o/ ® % en appliquant
le théoréme de Tonelli & | f]. Si | f| est intégrable sur X et [ |f|(x,y)du(x) est intégrable
sur Y, alors |f| et donc f sont intégrables sur X x Y (on peut bien str inverser les roles
de X et Y).

Théoréme 3.2.2 (Fubini). Soient (X, o/, ) et (Y, AB,v) deur espaces mesurés o-finis. Si
f: X xY — R est une application o/ ® %B-mesurable et p x v-intégrable, alors f(x,-)
est v-intégrable pour p-presque tout x € X et f(-,y) est u-intégrable pour v-presque tout
y €Y. Qui plus est Uapplication,

(2) fY x,y)dv(y) si f(z,-) est v-intégrable
g\* sinomn
appartient o L1 (X, o, u, R), Uapplication

h(y) :{ Ix f(z,y)dp(z)  si f(-y) est p-intégrable

0 sinon
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appartient ¢ LYY, B,v,R) et

/ fdﬂxuz/gdu:/hdu.
XxY X Y

Démonstration. Traitons le cas de l'application f(x,-); celui de f(-,y) est similaire. Le
Théoreme de Tonelli implique que les applications

x+—>/f+(a:,y)dl/(y) et $*—>/f_($ay)dV(3/)

sont @/-mesurables et p-intégrables. Par le Corollaire 2.3.17, ces applications sont finies
p-presque partout ; il s’ensuit que f(z,-) est v-intégrable pu-presque partout.

Soit N Densemble des points z pour lesquels [ fTdv(y) = oo ou [ f~dv(y) = oc.
L’ensemble N € &7 est un ensemble p-négligeable tel que g(x) est égal a

/f+xydu /f (x,y)dv(y)

siz ¢ N et a0 sinon. Dés lors, g € ZY(X, o, u,R).
Le théoreme de Tonelli et la Proposition 2.3.13 impliquent

/fdMXV:/erdHXV—/fduxy
~ [ [ rrepaw e - [ [ 1@y )
Z/gdu,

ce qui suffit. ]

Bien stir, le cas des applications a valeurs complexes peut étre abordé en décomposant
I’application sur X X Y en sa partie réelle et sa partie imaginaire.

Voici une conséquence importante du théoreme de Fubini, qui permet de calculer I’in-
tégrale de fP (ou f est une fonction mesurable positive) en fonction des mesures des
ensembles de niveau de f.

Lemme 3.2.3 (Principe de Cavalieri). Soit (X, <7, u) un espace mesuré o-fini et p € [1,00];
pour toute application p-mesurable f: X — [0,00], on a

/ fdu=p /0 T {r e X - fo) > 1)) de

Démonstration. Par le théoréeme de Fubini, on a

f(z) e
[ran=[ ([ tanaue =p [Tt [ duayar
X Jo 0 {z:f(x)>t}

ce qui suffit. O
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3.3 Mesures extérieures produit

On peut aussi considérer les mesures extérieures produit.
On peut bien entendu étendre la notion de mesurabilité d’une application aux mesures
extérieures.

Définition 3.3.1. Soit X un espace, (Y, %) un espace mesurable et p* une mesure extérieure
sur X ; une application f : X — Y est p*-mesurable par rapport pour % si f~(B) est
w*-mesurable pour tout B € #. Si Y est un espace topologique et que ’on ne précise pas
la o-algebre % sur laquelle on travaille, ’application f est p*-mesurable si f~'(U) est
w*-mesurable pour tout ouvert U de Y.

Les propriétés des applications mesurables restent inchangées dans ce contexte. On a
le théoreme de décomposition suivant.

Théoréme 3.3.2. Si p* est une mesure extérieure sur X et f : X — [0,00] est une ap-
plication p*-mesurable, il existe une suite d’ensembles p*-mesurables (Ag)r de X telle

que
1
k

Démonstration. Posons A1 = {x € X : f(x) > 1} et

x>

k
Appr={z e X: f(z *+ZJXAJ
7=1

On vérifie directement que f > x4, et si on a montré la relation f > Z?:l %X A; pour un

k, si  n’appartient pas & Agy1, on a trivialement f(x) > E;‘:Jrll }XA (). Si x appartient
a Ag11, on a par définition de cet ensemble,

1 kg K+l
>+ X4, () =2 X4, ().
7j=1 7j=1

Nous venons donc de montrer par récurrence que 'ona f >, %X Ap-
Si x vérifie f(x) = oo, x appartient a Ay pour tout ket ona f =3, %XA;C- Si f(x) est
fini, alors x n’appartient pas a Ag pour un nombre infini d’indices k. Pour un tel &k, on a

k—1 1 1
0< =Y =xa,(@) < —,
— k—1
7j=1
ce qui suffit pour conclure. ]

Définition 3.3.3. Soit p* une mesure extérieure sur X et v* une mesure extérieure sur Y ;
pour tout A x B € p(X xY), on pose

Fuer ={AXx B e X xY:Aest p*-mesurable et B est v*-mesurable},
RE = {(Ak X Bk)k B CULAL X By, A X B € yu*’V*Vk‘}’
pour tout F € p(X xY) et

pwx vt (X xY)—=[0,00] Ax B~ inf{z w(Ag)v(Byg) : (Ax X Br)k € R}
k
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On a alors le résultat suivant.

Théoreme 3.3.4. Soit u* une mesure extérieure sur X et v* une mesure extérieure sur'Y ;
on a les propriétés suivantes :

— u* X v* est une mesure extérieure réguliere sur X XY dont la mesure associée sera
notée X v,

— st AX B € .F,xx, alors A x B est également pu* x v*-mesurable et

1 x V(A x B) = p(A)u(B),

— st E € p(X xY) est u* x v*-mesurable et o-fini pour u* x v*, alors EY est p*-

mesurable pour v*-presque tout y, E, est v*-mesurable pour p*-presque tout x,
w(EY) est v*-mesurable, p(E;) est pu*-mesurable et

poxo(B) = [ u(E) dvly) = [ v(E.) duta).

— Si f est u x v-intégrable, ’application

Yo /X f(e,y) du(z)

admet une intégrale pour v-presque tout y,

xH/yf(x,y)dV(y)

admet une intégrale pour p-presque tout x et

[ rauxv= /Y ( /X F(@, ) du()) dv(y) = /X ( /Y £, ) dv(y)) dp(z).

Démonstration. Soit € la collection des parties ¥ de X x Y pour lesquelles la fonction

z — XE(7,y)
est p-mesurable pour tout y € Y et I'application

yH/XXE(w,y)du(ar)

est v-mesurable. Pour F € €, soit

p(E)

[ ([ oty dnto) doto)

Remarquons que l'on a %= ,« C € et que pour A x B € F» x,

p(A x B) = p(A)w(B).

Posons

FU

{E =UiE) : Ey € 32#*71/*} et Fn={E=NE: E} € 32#*71/*}-
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Si Ay x By et Ay X By sont deux éléments de .7« ,«, alors
(Al X Bl) N (A2 X Bg) = (Al N Ag) X (Bl N BQ) € ‘gﬂ*ﬂ/*

et
(A1 x B1) \ (A2 X B) = ((A1\ A2) x B1) U ((A1 N A2) x (B1\ By)),

ol 'union est une union disjointe déléments de %, ,«, ce qui nous permet d’affirmer
que tout élément de .7 est une union dénombrable d’éléments de .7« ,» deux a deux
disjoints. En conséquence, on a %, C €.

Pour F € p(X xY), on a

p(UkAk X Bk) < Zp(Ak X Bk) = ZN(AR)V(Bk)a
k k

pour toute suite ((Ag, By))r de Rg et donc
inf{p(UpRk) : (R)x € Re} < p* x v*(E).

D’autre part, pour toute suite (Ry)r de Rp, il existe une suite (Ax x By)i d’ensembles
deux a deux disjoints de .7« , tels que Uy Ry, = Uy Ay X By, et donc

p(R) = (Ap)v(By) = p* x v*(E),
k

ce qui prouve que l'on a
inf{p(UpRg) : (Ri)r € R} = p* x V" (E).
Maintenant, pour A x B € %« ,+, on a
i x V(A x B) < u(A)W(B) = p(A x B) < p(URy),

pour toute suite (Ry)r de Raxp et par conséquent, en prenant 'infimum sur de telles
suites, on obtient 1’égalité dans les relations précédentes et donc

p* x v (A x B) = u(A)v(B).

Nous n’avons pas encore prouvé que ’ensemble A x B est mesurable. Soit E € p(X xY'),
(Ry)r une suite de Rp et posons R = URy. Les ensembles R\ A x B et RN A x B sont
deux ensembles disjoints de % et donc

W x v (E\AxB)+pu* xv'(ENAxB)<p(R\AxB)+p(RNAxB)=p(R)
et donc, en prenant 'infimum sur de tels ensembles R,
XV (E\NAXxB)+pu* x v (ENAXB) < p* xv(E).

Nous avons donc prouvé le second point de ’énoncé.

Montrons maintenant que pour toute partic £ de X x Y, il existe R € % tel que
p(R) = pu* x v*(E). Si p* X v*(E) = o0, il suffit de prendre R = X x Y. Sinon, pour tout
indice k, nous savons qu’il existe un élément Ry, de % tel que E C Ry, et

p(Ry) < p* x v(E) + 1/k.
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Soit R = NgRy; puisque R appartient & %A, on a R € % et par le théoreme de la
convergence majorée, on obtient

wx v (E) < p(R) = lim p(MiRy) < p° < v*(E).

Vu le second point de la these (qui a été démontré), tout élément de .7 est pu* x v*-
mesurable et la relation qui vient d’étre obtenue prouve le premier point de la these.

Si E est une partie de X x Y pour laquelle p* x v*(F) = 0, il existe R € % tel que
E C R et p(R) = 0, ce qui montre que E appartient a € avec p(E) = 0. Supposons
maintenant que F est p* X v*-mesurable avec p x v(E) < oo. Il existe R € Fn tel que
E C Ret uxv(R\FE) =0, ce qui implique p(R\ E) = 0. Par définition de p, on a
w(EY) = pu(SY) pour v-presque tout y et

i x W(E) = p(R) = / u(SY) du(y).

Si E n’est pas de mesure finie, il suffit de considérer la suite croissante (Ejy) d’éléments
mesurables tels que p X v(Ey) < oo et E = U E.

Le dernier point découle du précédent lorsque f est de la forme f = yg pour un
ensemble mesurable E. Si f est positif et pu* x v*-intégrable, le théoreme 3.3.2 permet de

décomposer f comme suit :
1
f = Z %XE}C’
k

ce qui permet de conclure, grace au théoreme de la convergence monotone. Le cas général
s’obtient grace a la décomposition f = f+ — f~. O
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Chapitre 4

Compléments sur ’'intégrale de
Lebesgue

4.1 Théoréme du changement de variables dans R

Nous allons ici nous intéresser a la mesure de Lebesgue et au théoreme fondamental de
changement de variable s’y rapportant. Nous considérerons implicitement que la mesure
sous-jacente est la mesure de Lebesgue.

Lemme 4.1.1. Si E est une partie Lebesque-négligeable de R¢ et T une application de E
dans RY telle que
— |T(x)=-T
— T() - T()|

< 00,
y—z,yEE |z — y|

pour tout x, alors T(E) est également négligeable.

Démonstration. Pour n,p € Ny, soit
E,p={zeE:|T(zx)-T(y)| < nlz—y| Yy € B(z,1/p) N E}.

Puisque F), ;, est négligeable, par la régularité de la mesure de Lebesgue, pour tout € > 0,
il existe un ouvert U contenant E, , tel que Ed(U ) < &. Nous savons que U est union
dénombrable de cubes dyadiques semi-ouverts deux a deux disjoints. Quitte a les subdi-
viser, nous pouvons supposer que le diametre de ces cubes est 1/p au plus. La somme des
mesures de ces cubes est donc majorée par . Pour chacun de ces cubes C, soit B le cercle
circonscrit correspondant. En considérant le carré circonscrit a ce cercle, on obtient facile-
ment qu'il existe une constante ¢ > 0 indépendante de C et B telle que £4(B) < cL£4(C).
On a donc que la somme de ces boules est majoré par ce. Autrement dit, nous venons de
montrer que pour tout € > 0 il existe un recouvrement dénombrable (By)y de E,, par
des boules de rayon au plus 1/p tel que >, L4(By) < e.

Pour tout £ € Ny, soit x le centre de By et r; son rayon. Puisque, pour tout = €
E,p,N By, onalr—x, <1/petaxye E,y, il vient

|T(x) — T(xk)| < n|lz — x| < nr,

ce qui implique T'(E,, , N By) C B(T(xy),nry). On a donc

T(Enp) C | B(T(wx), nry).
k

101



102 CHAPITRE 4. COMPLEMENTS SUR L’INTEGRALE DE LEBESGUE

La mesure extérieure de T'(E,, p) est en particulier majorée par

Zﬁd(B(T(mk),nrk) = Zﬁd(B(:vk,m*k)) = ndZL’d(Bk) <e,
k k

k

ce qui prouve que T(E, ;) est négligeable. Puisque la mesure de Lebesgue est complete,
on a en particulier que T'(E,, ) est L%mesurable.

Puisque E est union dénombrable d’ensembles de la forme E,, ,, T'(E) est union dé-
nombrable d’ensembles de la forme T'(E, ;) et est donc négligeable. O

Corollaire 4.1.2. Si U est un ouvert de R et si Uapplication T : U — R® est différentiable
sur U, alors l'tmage par T d’un ensemble Lebesgue-négligeable est encore un ensemble
négligeable.

Proposition 4.1.3. Soit T' une matrice réelle de dimension d x d. Si T n’admet pas d’in-
verse, TR est négligeable. Si T est inversible, l’image par T de tout ensemble borélien
est un ensemble borélien et, dans les deuz cas,

L(TB) = |det(T)|£(B),
pour tout ensemble borélien B de RY.

Démonstration. Si T n’est pas inversible, TR? est inclus dans un hyperplan de R%. Vu le
Corollaire 3.1.15, TR? est négligeable. La formule est trivialement vérifiée.

Si T est inversible, I’application linéaire T est continue, tout comme son inverse 7!, Les
applications T' et T~! sont donc mesurables (par rapport & B?) et TB est un ensemble
borélien si et seulement si B est un ensemble borélien. Pour conclure, par la Proposi-
tion A.4.8, il suffit d’établir la formule dans le cas ou 7" est une matrice de multiplication
ou d’addition.

Soit T une matrice de multiplication. Le résultat est évident si B est un cube dont les
cOtés sont paralleles aux axes de coordonnées (un des coté est contracté ou dilaté). Par
le Lemme 1.4.34, la formule est vérifiée pour tout ensemble B ouvert et donc, puisque la
mesure de Lebesgue est réguliere, pour tout ensemble borélien.

Soit T" une matrice d’addition; on a T = I+, ou S est une matrice dont seul I’élément
(I,¢) (I # ¢) est non-nul (égal a s € R,). Si B est un rectangle ngl[ak, bx] (dont les cotés
sont paralleles aux axes de coordonnées), le Théoreme 3.1.13 et le théoréme de Fubini
impliquent,

o —

by be rZ ba be pbitsie
L(TB) :/ da:l"-[/ da:c][/ dxl]-'-/ dxd/ /+ dx;dz. = L(B).
al Qe a aq Qe A T8STe

Puisque det(T") = 1, la conclusion s’ensuit. Pour le cas général, on procéde comme pour
les matrices de multiplication. O

Lemme 4.1.4. Soient Q C R? un ensemble ouvert et C = [[,lak,bx] C Q un cube de Q.
S’il existe une application g : @ — R? de classe C' telle que

lgsa — Il < €
sur C (i.e. Vo € C') pour un nombre £ > 0, alors

L*(9(C) < (L +)L(C).
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Démonstration. Soit ¢ le centre du cube C et | = by — ay, la longueur des cotés. On a bien
str doo(z,¢) < 1/2 et la Proposition A.1.3 implique

doo(g(z) — 2, g(c) — ¢) < edoo(z, €)

et donc
doo(g9(2),9(c)) < (14 ¢)doo(z,c) < (L +€)l/2.

L’image d’un point de C par g appartient donc au cube fermé, de cotés paralleles aux
axes de coordonnées, de centre g(c) dont les cotes sont de longueur (14 ¢)I. La mesure de
ce cube est (1 + ¢)%?, tandis que la mesure de C est [, Le résultat s’ensuit aussitot. [

Définition 4.1.5. Soit Q C R? un ensemble ouvert et f : Q — R est une application de
classe C'. Le jacobien de f, noté .J ¢ est défini par la relation suivante,

Jf(x) = det(fsz)-

Lemme 4.1.6. Soient U,V des sous-ensembles ouverts de R? et ¢ une bijection entre U
et V telle que ¢ et o1 soient classe C'. S’il existe un nombre C > 0 et un ensemble
borélien B C U tel que |Jy(x)| < C pour tout x € B, alors L(p(B)) < CL(B).

Démonstration. Rappelons une derniere fois que ¢ et ¢! étant mesurables, B C U est

un ensemble borélien si et seulement si p(B) est également un ensemble borélien. De plus,
puisque ¢! o p = I implique (p;j(x) 0 up =1 Vo € U, Jy(x) est non-nul Vo € U.
Supposons d’abord que W C U est un ensemble ouvert de U dont 1’adhérence est un
compact inclus dans U et |J,(x)| < C pour tout z € W. Soit € > 0; puisque I'adhérence de
W est compacte, gogpl(z) est borné sur W et les dérivées partielles de ¢ sont uniformément

continues sur W. Il existe donc M > 0 tel que
Il S M Veew (4.1)

et un nombre § > 0 tel que
e — el < 7 (4.2)

quels que soient z,y € W tels que |z —y| <

Par le Lemme 1.4.34, W peut s’écrire comme 'union dénombrable de cubes dyadiques
deux a deux disjoints, W = U, C}. En subdivisant si nécessaire ces cubes, on peut supposer
que la longueur de leurs cotés est inférieure a 2. Si C est un de ces cubes, soient ¢ sont
centre et g : U — R? Papplication g(z) = @?J(C)(go(x)). La regle d’enchainement des
différentielles (inversée) implique

Gxz — I = 80;;(0) O puy — I = (p;pl(c) © (SD*J»’ - QD*C)7
Les inégalités (4.1) et (4.2) permettent d’écrire
-1
lgsa — I]| < |’90*@(c)”“‘:0*x — Pucl| <€

pour tout x € C. Par le Lemme 4.1.4, £(g(C)) < (1 + £)4£(C). De plus, comme ¢(C) =
©xc(g9(C)), la Proposition 4.1.3 implique L(¢(C)) = | det(p«)|L(g(C)). Ainsi,

L(p(C)) = CL(g(C)) < C(L+e)'L(C).
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Puisque C' est un cube dyadique arbitraire,

L) = 32 £((Ch) < 30 CU+2)L(Cy) = C1L+2) L (W),
k k

Le nombre € étant arbitraire, on a L(p(W)) < CL(W).

Supposons maintenant que W est un sous-ensemble ouvert arbitraire de U tel que
|Jo(x)| < C Vo € W. Soit (W})y, une suite croissante d’ensembles ouverts de W telle que
W = Up W, et 'adhérence de Wy, est un ensemble compact Vk. On a L(o(Wy,)) < CL(W,)
pour tout k£ et donc

L{p(W)) = lim L{p(Wy)) < Clim L(Wy) = CL(W). (4.3)

Finalement, étant donné un ensemble borélien B C U tel que |J,(z)| < C Va € B, soit
e > 0. Si W est un ensemble ouvert contenant B, soit W, = {x € W : [J ()| < C + €}.
L’inégalité (4.3) implique

L(p(B)) < L(p(We)) < (C+e)L(We) < (C +e)L(W).
Puisque ¢ est arbitraire, la régularité de la mesure de Lebesgue permet de conclure. [

Théoreme 4.1.7. Soient U,V deux sous-ensembles ouverts de R? et ¢ : U — V une
bijection telle que ¢ et p~' soient de classe C'. Tout sous-ensemble borélien B C U
satisfait I’égalité

L(p(B)) = /B (@) dL(z)

et toute fonction (Borel-)mesurable f: V — R vérifie

/ fdc = / F((@)) o ()| AL (),
1% U

dans le sens ou, st l'une des intégrales existe, alors les deux existent et sont égales.

Démonstration. Supposons d’abord que B est un sous-ensemble borélien de U tel que
L(B) < oo. Pour tout k£ > 0, soit By, j I'ensemble
1 .
Biy={reB:i—<|J@)| <3}

Le Lemme 4.1.6 implique L(¢(By;)) < (j/k)L(By ;). Puisque, si y = p(x),

| Jp-1(y) T (2)] = | det(psy © pu)| = |det(I)| =1,
on a aussi, si j > 1, [J,-1(y)| < k/(j — 1) Vy € ¢(By,;). Le Lemme 4.1.6 appliqué a ¢~
implique alors £(¢ ™ (¢(Br;))) < k/(j — 1)L(¢(By;))- Au total les inégalités

I LL(By) < Llp(Bry) < LL(Bry) (14)

sont vérifiées pour tout k. De plus, par définition de By j, on a

=L r(Bry) < / (@) dL(z) <

- L(By)) (45)
Bk7‘7

EI
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Les inégalités (4.4) et (4.5) impliquent

7j—1 1
L(Bg,;) — TLZ(B;W-) = EE(B;W-).

.

L(p(Byj)) - / (@) dL(z)

By,

<

Comme B = U; By, j, on obtient

1£<¢<B>> - [ Vol acto

<3 LLBL) = 1L(B)

Le nombre k étant arbitraire, la premiere partie du théoreme est démontrée lorsque £(B)
est fini.

Si B C U est un ensemble borélien arbitraire, soit (By,)x une suite croissante d’ensembles
boréliens de mesure finie telle que Uy B = B. En prenant la limite sur £ dans 1’égalité
L(p(BL)) = [, 1p(@)|dL(x), on obtient L(p(B)) = [ |, (x)|dL(z).

Démontrons la seconde partie. Si f est la fonction caractéristique d’un ensemble borélien
C de V, en posant B = ¢~ 1(C), la seconde formule se déduit de la premiere. La linéarité de
I'intégrale et le théoreme de la convergence monotone implique que 'égalité reste vérifiée
pour les fonctions boréliennes positives. Le cas général, ou f est une fonction borélienne,
s’obtient en décomposant f en ses parties positive et négative, f et f~. O

A titre d’application, calculons la mesure d’une boule de R%.

Exemple 4.1.8. 1l est clair que L(B(z,r)) = L(B(z,< 1)) = L(B(< r)). Pour tout d € Ny
et tout € > 0, posons Vy(r) = L(B(< r)). Le changement de variable linéaire z = ry de
R? donne Vy(r) = r¢Vy(1). Si d > 2, on obtient, par réduction,

W= [ Vet e
{(z1,x2)€ER2:|(z1,x2)|<1}

En recourant de nouveau & la formule Vy_o(r) = r¥2V;_4(1), on a

Va(1) = Vi_o(1) / (1 — 22 — 222V dzyday
{(@1,22) €R?:|(w1,22)[<1}
1 2
= Vaoa (12 (= )[(1 = )15 = ZVaa(1).

Au final, on obtient
Vi(r)=2r, Va(r) =ar?

et
B 2(27T)d 2d+1 _ ¢ 2d
V) = grnea—ns 0 =g
Oou encore ﬂ_d/g )
__ T 4 4.
Va(r) T(1+d/2) (4.6)

En particulier, limg V(1) = 0 et si Cy = £([—1,1]%), Vy4(1)/Cyq décroit vers 0.
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FIGURE 4.1 — Panneau de gauche : représentation de V(1) comme une fonction continue
de d. Panneau de droite : représentation de Vy(1)/Cy comme une fonction continue de d.
4.2 Inégalité isodiamétrique

Notre but ici est de montrer que la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable A est
inférieure a celle de la boule euclidienne de méme diametre que A. Pour ce faire nous
présenterons divers outils, dont I'inégalité de Brunn-Minkowski.

Inégalité isodiamétrique via la symétrisation de Steiner

Une premiere méthode utilise la symétrisation de Steiner.
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.2.1. Si l’application f : R — [0, 00] est Lebesque-mesurable, alors
{(z,y) e R 10 <y < f(2)}
est un ensemble Lebesque-mesurable de R !

Démonstration. Soit
A={(z,y) eRT":0<y < f2)},

et définissons
g :RTXR = [0,00]U{oo} (z,9) = f(z) —y.

Cette application est Lebesgue-mesurable et donc
A={(z,y):y 20} N{(z,y) : g(z,y) > 0}
est également Lebesgue-mesurable. O
Voici une preuve plus géométrique.
Démonstration. Posons
A={(z,y) eR™ :0<y < f(a)},

E={zecR: f(z) <o} et Eyp={xeR?: f(z) =00}
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Pour j € N et k € Ng, posons en outre
j+1

Ej’k:{mEIR{d:Z < flz) < T}’

k

de maniere a avoir E = U;>oE;; pour tout k. Définissons maintenant dans R+

By = (U Bip x 0.2 (B % [0,0))

j=0
et 1
C = <]L>JO By x [0, 7= (B x [0, 50])

pour enfin avoir B = Ui B}, et C = N,Ck. Puisque By, et C), sont mesurables pour tout
indice k, il en va de méme pour B et C. Qui plus est, puisqu’on a By, C A C C}, pour tout
k, on a également B C A C C.

Maintenant si étant donné r > 0, By, (r) désigne la boule centrée a l'origine et de rayon
r de R™, on a pour tout indice k,

L((C\ B) N Bay1(r)) < L((Ck \ D) \ Bat1(0,7))

1
< E‘C‘(Bd(r))a
ce qui prouve que L((C'\ B) N Bgy+1(r)) est nul pour tout » > 0 et donc L(C' \ B) = 0.
Ainsi, £*(A\ B) =0, ce qui implique que A\ B est mesurable. O

Remarquons d’abord qu’un ensemble de diametre donné n’est en général pas inclus dans
une boule de méme diametre. Un exemple simple est donné par le triangle équilatéral de
diametre égal a deux.

Etant donné e, u € R% avec |e| = 1, soit la droite

Ley={u+te:teR}

et ’hyperplan
P.={z eR?: (z,e) = 0}.

Définition 4.2.2. Etant donné e € R? tel que le] = 1, la symétrisation de Steiner d’une
partie A de R¢ par rapport & ’hyperplan P, est I’ensemble

Se(A)=|J A{utte:]t| <

u€ Pe
ANLe,y#2

(AN Ley)},

N =

ou ¢(C) désigne la longueur de la courbe C.

Si on considere ANL,, comme une partie de R, on peut écrire {(ANLe¢y) = L(ANLe,y,).
Intuitivement, S.(A) est une union de segments de direction e centrés en des points de
I’hyperplan orthogonal & e (on prend bien sur les droites intersectant A). D’une certaine
manie, on symétryse « la moitié de A » par rapport & P, pour définir S¢(A).

Proposition 4.2.3. Etant donné e € R? tel que le| = 1, pour toute partie A de R?, on a
— diam(S(A)) < diam(A),
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— si A est mesurable, alors S.(A) l'est également et dans ce cas, on a L(Se(A)) =

L(A).

Démonstration. Pour la premiere partie, le résultat est évident si diam(A) = oo. Dans le
cas contraire, on peut en outre supposer que A est fermé. De fait, si ce résultat est obtenu
pour les fermés, puisque S¢(A) C Sc(A), on aura

diam(Se(A)) < diam(S.(A)) < diam(A) = diam(A).

En d’autre termes, il nous suffit d’établir I'inégalité lorsque A est compact. Si B est
une boule centrée a l'origine contenant A, on constate directement que 'on a également
Se.(A) C B, ce qui montre que S.(A) est borné. Pour € > 0, soit z et 2/ deux points de
Se(A) tels que

diam(Sg(A)) < |z —'| + &.

Considérons la projection orthogonale x| (resp. 2, ) de = (resp. ') sur P, pour pouvoir
écrire
r=x, +(z,e)e et ' =2 + (2 e)e
et considérons les nombres
r=inf{fteR:xz +tec A}, s=sup{teR:xz, +teec A},
=inf{t e R: 2/, +tec A}, s’ =sup{t e R:a/ +te € A}.

Supposons avoir s’ —r > s — 1’ (le cas 8 —r < s — 1/ se traite de méme). Il vient

, 1 1 , 1 1, ,
—r>—(s - (s — — (g — (s —
s —r 2(3 7“)—1—2(3 ') 2(5 7“)—1—2(5 ')
1
5é(AmLe‘“)jL E(AHLH, )

Puisque x € S.(A) et [(z,e)] = |z — x|, on a [(z,e)] < L(AN Ley, )/2. De la méme
maniere, [(2',e)| < £(AN L, )/2. On peut donc écrire

s'—r 2 [z, e)| + (2’ e)| = [[(z,e)| — [, e)] ],
ce qui donne

(diam(Se(A) =€) < |z —a'|* = o1 — 2! P + [(z,¢) = (2’ €)

INININ

|
‘$L_$L’2+’3 7"\2
/ 2 : 2
~
[(z1 +re) — (2, + §'e)|” < diam?(A)
puisque x| + re et ', + s’e sont des points de A. On a donc ainsi obtenu l'inégalité sur
les diametres.

Pour la seconde inégalité, vu que la mesure de Lebesgue est invariante par rotation, on
peut supposer avoir e = (0,...,0,1), de sorte que P, = R~ L’application

I R [0,00[ z+— L(AN L))

est mesurable et L(A) = [ fdz, vu le théoreme de Funini. Puisque

So(A) = {(z,t) e R xR —f(;) <t< f(;)} \{(z,0): AN L., = @},
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le lemme précédent montre que S¢(A) est mesurable et on a finalement

£(S.(4)) = / fdx = £(4),

comme il devait étre montré. O

Remarque 4.2.4. Pour prouver l'inégalité isodiamétrique et le fait que £ sur R est égal
a la mesure de Hausdorff H% & une constante multiplicative prés (théoreme 6.2.23), nous
n’avons besoin que de la seconde partie du résultat lorsque e est un vecteur de base,
i.e. un vecteur de la forme [e];, = 0 ; pour un j € {1,...,d}. L’invariance par rotation
n’est donc pas nécessaire. Qui plus est, puisque H? est trivialement invariant par rotation,
cela prouve que L 'est également.

Théoréme 4.2.5 (inégalité isodiamétrique). Pour tout ensemble A de R?, on a

diam(A),q
ey < () m),
ot B est la boule (fermée) centrée a l'origine et de rayon unité.
Démonstration. On peut bie stir supposer que A est de diametre fini. Pour k € {1,...,d},
soit e € RY le k-ieme vecteur unité, i.e. [ex]; = &, pour tout j € {1,...,d} et posons

Ap =8¢, (A) et Ap= Se,, (Ag—1),

pour tout k € {2,...,d}, pour définir A* = A;. Montrons que Ay est symétrique par
rapport a P, ..., P, . C’est évidemment vrai pour £ = 1; supposons que A, avoir montré
la symétrie de Ag. Il est clair que Ajyq est symétrique par rapport a P, . Pour j €
{1,...,k}, soit R; la réflexion orthogonale par rapport a Pe,. Pour z € P, puisque
R;(Ay) = Ay par hypothese de récurrence,

(AN L5k+17$) =L(ArN L€k+1,sj($))7

ce qui permet d’affirmer que ’on a

f({t tx+tegyl € Ak+1}) = 5({75 : Sj(x) +tegy1 € Ak+1})

et donc S;(Agt1) = A1 En conséquence, A* est symétrique par rapport a P, pour tout
ke {1,...,d} et donc par rapport & l'origine. Qui plus est, le processus de symétrisation
implique que l'on a diam(A*) < diam(A) et L(A*) = L(A).

Pour tout z de A*, on a —x € A* et donc 2|z| < diam(A*), ce qui prouve que l'on a

k419

e diarr;(A*) 5
et donc diam( A* dinm( A*
£ () < (B gy = (U g ).
Maintenant, A est mesurable et
£r(a) < £(A) = £((Ay) < (DD
< (B iz () = (A i),

ce qui suffit. O
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Inégalité isodiamétrique via 1’inégalité de Brunn-Minkowski

Notre but ici est de montrer que la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable A
est inférieure & celle de la boule euclidienne de méme diametre que A. Pour ce faire,
nous utiliserons I'inégalité de Brunn-Minkowski. Nous aurons besoin de quelques résultats
classique d’intégration qui seront démontrés dans la suite.

Lemme 4.2.6. Si A et B sont deur ensembles mesurables non vides de R tels que A+ B
est mesurable, alors

L(A+ B) > L(A) + L(B).

Démonstration. Supposons d’abord que A et B sont compacts. Quitte a translater A et
B par des nombres (éventuellements distincts), on peut supposer avoir

sup A = inf B = 0.

En effet, les translations préservent la mesure de Lebesgue (et si A est translaté de x et
B de 2/, A+ B est translaté de z + 2’). On a donc ANB = {0} et A+ B D> AUB. De la,

L(A)+ L(B)=L(AUB) < L(A+ B),

ce qui suffit lorsque A et B sont compacts.
Supposons maintenant que A et B sont de mesure finie. Soit ¢ > 0 et K, K’ deux
compacts inclus dans A et B respectivement pour lesquels on a

L(A) < L(K)+¢/2 et L(B)<L(K')+e/2.
Il vient alors
LA)+L(B) < LK)+ L(K')+e< LK+ K')+e< L(A+ B) +¢,

ce qui suffit dans ce cas.
Enfin, si par exemple A est de mesure infinie, A + B contient un translaté de A et est
donc également de mesure finie. O

Proposition 4.2.7 (inégalité de Prekopa-Leindler). Soit 6 € [0,1] et f,g,h : R? — [0, 00|
des fonctions mesurables telles que

h(bz + (1 0)2) > f*(x)g" " (2'),

/hdaz > (/fdw)e(/gda:)l_g.

Démonstration. Considérons d’abord le cas d = 1 et supposons dans un premier temps que
f et g sont bornés. Sans restriction, on peut en outre supposer avoir ||f||cc = [|g]lcc = 1.
Pour ¢t € [0,1], si z et 2’ vérifient f(z) >t et g(z') > t, on a h(fz + (1 — 0)z’) > ¢ par
hypothese et le lemme 4.2.6 appliqué & A = {z: f(x) >t} et B={z: g(x) > t}, permet
d’écrire,

pour tous x,z’ € R. On a

L(z:h(z) > 1) > LOA+ (1—0)B) > 0L(A) + (1 — 0)L(B).
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De la, en utilisant le principe de Cavalieri, on obtient
1
/hda: > / L{z:h(x)>thdt
0
1 1
> (9/ L{z: flx)>t})dt+(1— 0)/ L{z:g(x) >t})dt
0 0

:H/fdx+(1—9)/gdx
> ([ £ ([ 9o,

grace a l'inégalité arithmético-géométrique.
Pour le cas général (lorsque d = 1), posons, pour k € Ny,

.sz{f@>ﬁﬂm<k

0 sinon

et définissons g de maniére analogue. Puisque fi < f et gr < g, les hypotheses sont
satisfaites pour fi et gx. On a donc

/hdm > (/fkdx)e(/gkdaz)l_e.

et le théoreme de la convergence monotone permet de conclure.
Supposons maintenant avoir prouvé le résultat pour d—1 (d > 1. Pour ¢ € R, définissons
les fonctions suivantes sur R4 :

filx) = fz,t),  gi(x) = g(z,t) et hi(z) = h(z, 1),

pour tout z € R?! Par le théoréme de Fubuni, ces fonctions sont mesurables pour
presque tout t. Par hypothese, pour tous ¢;,t2 € R tels que ¢t = 6t; + (1 — 0)t2 et tous
z, o’ € R,

he(Bz + (1 —0)a') = fi, ()0 + gip ()10

L’hypothese de récurrence fournit alors la relation

Ch(@)de > ([ fu@)dn)’([ g (@) do)' 0.
furre> ([ it

Considérons maintenant les trois fonctions

t— filz)dz, tw— gi(x)dr et t+— hi(z) dz;
Rd-1 Ra-1 Ra-1

I'inégalité pour d = 1 permet d’écrire, grace au théoreme de Fubini,

/]Rd hde = /]R(/]Rd1 hi(z) dz)dt
> (/R(/Rd1 fi(x) al:z:)alt)(’(/IR(/M1 gi(z) dz)dt)*
= (/Rdfda:)o(/Rdgdx)lea

ce qui termine la démonstration. O
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Remarque 4.2.8. Sous les hypotheses du théoréme précédent, on a ||hlly = || £11¢llglli~

Théoréme 4.2.9 (inégalité de Brunn-Minkowski). Si A et B sont deur ensembles mesu-
rables non vides de R? tels que A+ B est mesurable, alors

LA+ B4 > (A 4+ £(B)V4.

Démonstration. Il nous reste a établir ce résultat lorsque d > 2. Tout comme dans le cas
d = 1, on peut supposer que A et B sont de mesure finie. Soit 6 € [0, 1] et si A’ et B’ sont
deux parties mesurables de R? de mesure finie, soit

f=xa, g=xp et h=Xoara-9p-
L’inégalité de Prekopa-Leindler permet d’écrire
LOA +(1-0)B) > LAY + (B

Posons

1 1
A=—"_ e B=——
ﬁ(A)l/d ¢ ﬁ(b)l/d
pour avoir
LOA +(1-6)B) > 1. (4.7)
Maintenant, en posant
o [,(A)l/d
- E(A)l/d —i—[,(B)l/d’
on constate que
1
A"+ (1 - 0)B' = A+ B

de sorte que 'inégalité (4.7) donne lieu a
LA+ B) > (LAY + £(B)Y4)d
O
Voici une preuve plus directe, ne faisant pas intervenir I'inégalité de Prekopa-Leindler.

Démonstration. Supposons d’abord que A et B sont deux intervalles compacts de R,
Supposons avoir A = szl[ak, by] et B = szl[ck, di] ; bien sur,ona A+ B = szl[alﬁ—
Ck, b + dg]. Soit u = by, — ay et vy, = di — ¢k ; 'inégalité entre moyennes géométrique et
arithmétique fournit directement

d d d d
Uk /il
<k1;[1uk+vk I;I k+vk1d dzuk—i-vk Zuk—l-vk

En multipliant chaque membre par (szl uy, + vg,)'/?, on obtient

d
H )i/ Hvk 1/d ¢ Huk‘f‘vk)l/d

k=1 k=1
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et donc L£(A)V/4 + £(B)Y/4 < L(A+ B)'/4,

Supposons maintenant que A et B sont une union finie d’intervalles. On peut supposer
que soit A, soit B est constitué d’au moins deux intervalles; supposons sans restriction
qu’il s’agit de A. Soit k € {1,...,d} et tg € R tels que 41 = AN{zx : [z]x > to}
et Ay = AN{z : [z]x < to} contiennent chacun un des intervalles de A. Posons alors
Bi(t) = Bn{x: [z]p =t} et Bo(t) = BN {x: [z]x < t}. L’application
L(B1(t))

fit— £(B)

est continue sur R, vu la continuité des mesures. Qui plus est, puisque lim;_,_, f(f) = 0 et
limy oo f(t) = 1, le théoreme des valeurs intermédiaires implique ’existence d’un nombre
s tel que

L(A1) _ L(Bi(s))

£(A)  L(B)

Posons By = Bi(s) et Bs = Ba(s); vu ce qui a été obtenu précédemment, on a

£(Ax + Br) > (LA + (B = (40 + (£(8) 01/

L(A)
L(Ay)
L(A)

> (LAY + £(B) ),

pour k € {1,2}. Puisque A+ B D (A; + B1) U (Az + Bs), il vient

L(A1) | L(A42)

L(A+B) > L{Ar+ B1) + L(A2+ Bo) > (G5 + 70

J(L(A)Y + LB

= (L(A)Y" + £(B)/)".

Considérons & présent le cas ou A et B sont compacts. Soit (Rg)x et (R},)x des recouvre-
ments par des intervalles de A et B respectivement. On peut supposer ces recouvrements
finis. Posons R = U, Ry, et R’ = Uy R),. Nous pouvons affirmer avoir

LR+ R > LRV + £(R)/?

et donc
L(R+ RV > LAY+ (B,

ce qui suffit.

Considérons enfin le cas général. Si A ou B n’est pas de mesure finie, A + B contenant
des translatés de A et B, il n’est pas non plus de mesure finie. Dans ce cas, la formule
est donc trivialement vérifiée. Supposons que A et B sont de mesure finie et, étant donné
a > 1, soit K et K’ deux compact inclus dans A et B respectivement tels que

L(A) < ?L(K) et L(B)<a’L(K')
On a

LAY+ LBV < (alL(K)Y + (alL(K))Y = a( LK)V + £(K)?)
< al(K + KN < aL(A+ B)Y4

On peut conclure en faisant tendre o vers 1. O
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Remarque 4.2.10. Sous les hypothese de ’énoncé précédent, nous avons montré que ’'on

LA+ B) = (LAY + £(B)Y) > £(A) + L(B).

Théoréme 4.2.11 (inégalité isodiamétrique). Pour tout ensemble A de R?, on a

diam(A)

£(A) < (—

)'L(B),

ot B est la boule (fermée) centrée a l'origine et de rayon unité.

Démonstration. Supposons d’abord que A est un compact de R™. L’inégalité de Brunn-
Minkowski appliquée a %A et —%A permet d’affirmer que I'on a
1 L \1/d L 1/d L 174 L \1/d L 1/d 1/d
£(§A — §A) > £(§A) + E(—§A) = £(§A) + £(§A) = L(A),

et donc

E%A—é@)ﬁ@)

Majorons le diametre de %A — %A. Si z et ' sont deux points de %A — %A, soit
x1, T2, o, b des points de A tels que x = (z1 — x2)/2 et 2/ = (2] — x})/2. 1l vient alors

(o — 2| + |2 — 1) < diam(A).

| =

1
|z —a'| = §(|x1 — 1z — (2] —xh)| <

De plus, puisque %A — %A est symétrique par rapport a l'origine, il est inclus dans la
boule fermée B’ centrée a l'origine et de rayon diam(A)/2. On a donc

diam(A)

L(A) < LGA = 54) < L(B) = (=

)'L(B).

Pour le cas général, on peut bien stir supposer que le diametre de A est fini. Ainsi, A
est compact, ce qui permet d’écrire

A) < &fraqux

ce qui suffit, puisque diam(A4) = diam(A). O

4.3 L’intégrale de Lebesgue en pratique

Rappels de quelques résultats théoriques

Pour la mesure de Lebesgue, rappelons quelques théorémes obtenus dans le cadre gé-
néral. Commencons par les théoremes de Lebesgue et Levi.

Théoréme 4.3.1. Si (fx)r est une suite de fonctions mesurables sur un intervalle I qui
converge presque partout vers f et s’il existe une fonction g intégrable sur I telle que | fx| <
g presque partout pour tout k € N\ {0}, alors f est intégrable et la suite ([;|f — fi|dz)k
tend vers 0. En particulier, on a

lién/lfkda?:/lfdm.
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Théoréme 4.3.2. Si la suite (fi)r de fonctions réelles presque partout et intégrables sur
un intervalle I est croissante (i.e. telle que fr < fry1) presque partout et si la suite
([; frdx)y, est majorée, alors la suite (fy,)r converge presque partout vers une fonction f
intégrable sur I et la suite ([;|f — fx|dx), converge vers 0. En particulier, on a

liin/Ifkdm:/Ifdx.

Il existe bien entendu un énoncé similaire si la suite est décoissante avec la suite des
intégrales minorée.

Soit n un nombre entier strictement supérieur & 1, n’ un nombre entier non nul stricte-
ment inférieur & n et n”/ =n —n'. Si 7 est une permutation de {1,...,n}, on pose, pour
tout z € R™,

— (:cw(l), e ,xﬂ(n/)) et 2" = (xw(n’+1)v e ,ﬂjﬁ(n)).
De cette maniere, on peut écrire x = (2, 2”) et si f est une fonction définie en x, on pose
f(@',2") = f(z). Si E est une partie de R” et 2’ un point de R, considérons la projection

Ey ={z" e R" : («/,2") € E}.
De méme, si 2 est un point de R, on pose
EY = {2 eR" : (2/,2") € E}.
1l s’agit de parties de R"" et de R respectivement. Enfin, il est naturel d’écrire
Epw ={a" € R™ : il existe 2/ € R™ tel que (z/,2") € E}

et
ER" = {2’ e R" : il existe z” € R™ tel que (¢/,2") € E}.

Si f est une fonction définie sur E, pour z” fixé, on peut ainsi considérer la fonction
fa") EBY C 2 fa, 1),

De méme, pour z’ fixé, la fonction
f@',) By —C 2" f(o',2")

est bien définie.
Présentons maintenant les théoremes de Fubini et Tonelli.

Théoréme 4.3.3. Si f est une fonction intégrable sur E, alors pour presque tout x” appar-
tenant & Eg,., o' — f(2',2") est intégrable sur oL Jgor f(a! 2" )da! est intégrable

sur ERn/ et
/ fdx :/ / f(a', 2")da'da".
E E . J B

Théoréme 4.3.4. Si f est une fonction mesurable sur une partie E de R™ telle que | f (-, 2")|
est intégrable sur EX" pour presque tout 2" € En. et si

e [ I
EI//

est intégrable sur Ey,, alors [ est intégrable sur E.
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Corollaire 4.3.5. Si g est une fonction intégrable sur A C R™ et h une fonction intégrable
sur B C R™", alors la fonction f définie par

f:AxB—=C (x,y)— g(x)h(y)

est intégrable sur A x B.

Matrices jacobiennes, jacobiens et changement de variable

Définition 4.3.6. Soit x(z') un changement de variable (CVR) d’ordre p > 1 entre les
ouverts U et U’ de R". Les matrices jacobiennes qui lui sont associées sont les matrices

)= Ger) = () - Geey)

dont les éléments sont donnés par

<68((§/))>j’k = Dy zj(a’) et (gg;)jﬁk = Dy, 2y(x)

respectivement, avec j, k € {1,...,n}. Les jacobiens qui lui sont associés sont donnés par
det (a((w ))) et det (a((x,))> ; il s’agit donc d’éléments de CP~1(U’) et CP~1(U) respective-
ment.

Les matrices jacobiennes et jacobiens jouissent des propriétés suivantes.

Proposition 4.3.7. Les matrices jacobiennes du changement de variable identité sur ’ou-
vert U de R™ coincident avec la matrice identité sur U, diag(xu, - .., xu) et leurs jacobiens
avec la fonction Xy .

Proposition 4.3.8. Si x(z') et 2'(2") sont deux CVR d’ordre p entre les ouverts U et U’
d’une part et U' et U" d’autre part, leur composition x(z'(z")) est un CVR d’ordre p entre
U et U"” de matrice jacobienne

(38((;”))> B <g((l‘x/)))m’(z") <(§((;U’/’))> '

Démonstration. Nous savons déja que z(z'(z”)) est un CVR d’ordre p entre U et U”.
La description de la matrice jacobienne résulte aussitot du théoreme de dérivation des
fonctions composées. De fait, il vient

n
Dyzj(x Z Dyxj(z /(wu)Dkx;(x”),
=1

ce qui suffit. ]

Le changement de variable z(z'(2”)) de la proposition précédente est en général sim-
plement noté z(z").
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Proposition 4.3.9. Si x(2') est un CVR d’ordre p entre les ouverts U et U' de R™, on a

G)-Go)., = G-,

De plus, les jacobiens sont liés par les relations

det(gf:f%)det@((i)))x(w:XU/ o (G ) (gfff)))x,(x):”

En particulier, les jacobiens ne s’annulent pas.

Démonstration. Cela résulte aussitot des deux propositions précédentes appliquée a la
composition des changements de variables z(2') et 2/(z). En effet, z(x) = z(2/(z)) est
alors le changement de variable identité sur U et z/(z(z’)) le changement de variable
identité sur U’. 0

Enfin, rappelons le théoreme du changement de variable.

Théoreéme 4.3.10. Si z(z') est un CVR d’ordre p > 1 entre les ouverts U et U’ de R",
alors [ est intégrable sur U si et seulement si

et et (50 |

est intégrable sur U', auquel cas, on a

[ ras= U,f(x(x/))\det<g((j))> "

Remarquons directement que ce résultat implique celui obtenu pour 'intégrale de Dar-
boux. Si on a Dz’ > 0, la fonction 2’ est strictement croissante et si I =]a, b, il vient

b 2'~1(b) 2'~1(b)
[rae=[ sy pd@lde= [ @) D@,
a z'=1(a) z'=1(a)

Si Dx’ < 0, 2 est strictement décroissant et on peut écrire, avec les mémes notations,
b '~ 1(a) '~ 1(b)
/ fdv = / F(&/(2)) | Da’ ()| dar = / F(2/(2)) Da(2)de.

a z/=1(b) z'~1(a)

Exemples basiques de calcul de mesure
Pour un ensemble mesurable E, posons |E| = L(E).
Exemple 4.3.11. Calculons par réduction la mesure du disque
B ={(z,y): 2* +y* < R*},

avec R > 0. L’ensemble étant compact, 'intégrabilité ne pose pas de probleme. Bien
entendu, on a Bg = [— R, R| et pour tout y € [-R, R],

B = VR =P
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On obtient des lors

/2
|B| = / / dardy—Q/ VR?—y?dy =2 B R? cos®(t)dt
VR -
sin(2t) . /2
— Rt + é ) "= TR,

grace au changement de variable x(t) = Rsin(¢).

Exemple 4.3.12. Le cas de la boule de R? se traite de méme. Soit B = {(=,y,z) : 22 +
y? + 22 < R?}, avec R > 0. On a B2 = [—R, R] et pour tout z € [-R, R], B* = {(z,y) :
22 4+ y% < R? — 22}, Cet ensemble étant un disque de rayon v/ R2? — 22, il vient

R R 4
|B| = / (/ drdy)dz = / m(R* — 2%)dz = -7 R>.
—R z —R 3

Soit = un point de R™. Pour tout € > 0, {z} est inclus dans I, ou I. est un intervalle
de coté {/e contenant x. Deés lors, |{z}| est majorée par ¢, ce qui implique |{z}| = 0 pour
tout point, i.e. un point de R™ est négligeable. Soit I’hyperplan

H={x=(x1,...,24) : &, = 0},

avec n > 1 et considérons les n — 1 premieéres composantes. On a Hpn—1 = {0} (et
H? =R" 1), ce qui implique |H| = 0.

Exercice 4.3.13. Etablir que l'intégrale

/ e_y(1+x2)dmdy
10,00[2
est finie et obtenir sa valeur.

Suggestion : L'intégrand est continu et positif sur £ =]0,00[2. Qui plus est, on a ER® =
10, 00] et E, =0, 0o, pour tout z € EX. De 13, pour un tel x, la fonction

Y e —y(142?)

est intégrable sur |0, 00[ car elle est continue, positive sur cet intervalle et une de ses

primitives, a savoir
efy( 1+£E2)

1442
admet des limites finies aux bords de I'intervalle. Qui plus est, on a

e 1 2 1
/ e VIFT) gy — L
0 +T

On vérifie directement que le membre de droite est intégrable sur |0, 00| et que 1'on a

/°° de  _w
o 1422 2

Les théoremes de Tonelli et Fubini impliquent alors que 'intégrale de départ a un sens et
est égale a /2.

9
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Permutation de I’ordre d’intégration

En pratique, on est parfois amené a calculer une intégrale sous forme réduite pour
laquelle on ne peut appliquer les méthodes de calcul acquises ici. Dans ce cas, une permu-
tation de l'ordre d’intégration peut s’avérer une stratégie payante; il s’agit simplement
de considérer I'intégrale sous une autre forme réduite.

Exercice 4.3.14. Etablir que, pour tout x > 0, la fonction y — e~¥/y est intégrable sur

|z, 00| et que la fonction
oo [0
z Y

est intégrable sur ]0, co[. Enfin, obtenir la valeur de

oo o0 ,—yY
/ / €~ dydz.
0 x )

Suggestion : Le fonction y — e™¥/y est continue sur |0, oo et vérifie

e_y
lim y>— =0,
Yy—r00 Y

ce qui implique son intégrabilité sur |x, oo[, pour tout > 0. Pour obtenir 'intégrabilité
de x — fzoo e Yy~ ldy, on peut appliquer les critéres usuels, mais la méthode qui suit
permet d’écourter les calculs. Soit E = {(z,y) : 0 < z < y}. Pour tout y > 0, x — e ¥/y
est intégrable sur |0, y] (il s’agit d’une fonction simple) et

Y o=y
e
/ —dx =eY.

On vérifie alors directement que la fonction y — e™¥ est intégrable sur |0, co[. Par le
théoreme de Tonelli, (z,y) — e Y /y est intégrable sur E. Par le théoréeme de Fubini, on
obtient alors 'intégrabilité de y +— e™¥/y sur |z, oo[ pour presque tout > 0 (ce que nous
savions déja), 'intégrabilité de z — [ e ¥y~ 1dy sur |0, oo et

Y oy o0
/ / dydx—/ / dxdy—/ e Ydy=1.
0

Exercice 4.3.15. Soit R > 0; permuter 'ordre d’intégration dans

2R rV2Rz
/ / (z,y) dydx.
V2Rx—x?

Suggestion : Remarquons qu'’il s’agit 1 de la réduction de | g fdxdy, ou la projection de
E sur I'axe des z est |0, 2R][ et o, pour tout x appartenant a cet intervalle, la section de
E en z vaut |v2Rx — 22, v2Rz]. Or,

{(z, V2Rx — 2?) : x €]0,2R][}

est une partie de la circonférence d’équation z? +y? — 2Rz = 0, c’est-a-dire la circonférence
de centre (R,0) et de rayon R. De méme,

{(z,V2Rzx) : x €]0,2R[}
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est une partie de la parabole 2Rz = y2. De la Eg =0, 2R] et

—VR?—y2[UJR+VR?—y22R] si0<y<R
1Y 2R| siR<y<2R
2R
Une autre maniere de procéder consiste a écrire

Er = U [V2Rz — 22, V2Rx],

0<z<2R

pour pouvoir obtenir, grace & une étude des fonctions v2Rx — 22 et v/2Rx, Er =|0,2R].
Pour déterminer EY, soit y €]0,2R] et considérons le systeme d’équations

0<z<2R
V2Rr — 2?2 <y < V2Rz

par rapport a x. Vu la regle régissant le signe d’un trinome du second degré, 1'inégalité
2 — 2Rz + y? > 0 est vérifiée pour tout z lorsque R < y < 2R et pour x appartenant &

— VR —y?[U]R+ VR —y? 00

lorsque 0 < y < R. Pour y €]0, R, il faut donc résoudre le systéeme d’inéquations

O0<z<?2R

T <R—+\/R2—y2oux >R+ /R?— >
2 )
¥

orR =7

ce qui donne
2
EY :]%,R — VR = 2[U|R+ VR? — ¢?,2R].

Pour y €]R,2R], c’est le systéme

qu’il faut considérer pour obtenir

Au total, on obtient

2R V2Rx R R—\/R2—y?
/ / f(z,y) dydx —/ / f(x,y) dxdy
V2Rx—x2 0 (2R
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Remarquons que, dans le calcul de | g [ dxdy par réduction ou par permutation de
Iordre d’intégration, il est essentiel que la fonction f soit intégrable sur E. En particulier,
il n’est pas suffisant d’imposer l'intégrabilité de f sur EY pour presque tout y € FEy,/ et
Iintgrabilité de [ gy [ dx sur Eg, (sauf bien str si f est une fonction positive, auquel cas
f est intégrable sur E, par application du théoréeme de Tonelli).

Remarque 4.3.16. Considérons la fonction

) 22 — ¢
frRTN{(0,0)} = R (xay)Hm-
Sur son domaine de définition, on a

flz,y)=D

TL2 g2 :Dyx2+y2

et f(-,y) est intégrable sur |0, 1] pour tout y €]0, 1[. On a donc

1 1.2 _ y2 — 1 -1
e =[5l = 2
o (2%+y?) % +y L4y
Cette fonction est intégrable sur ]0, 1] et il vient

L2 Uy -
Ty dedy = - 5=
o Jo (22 +3?) o 1+vy 4

De la méme manieére, on vérifie que f(z,-) est intégrable sur |0, 1] pour tout = €]0, 1[, avec

/1 N T |
0 (IE2 +y2)2 2 +y2 0 1 _|_x2'
Puisque cette fonction est intégrable sur ]0, 1], on peut écrire
11 .2 2 1oy
//a; y22dyda::/ xQ:E.
o Jo (.’13‘ +vy ) 0 14z 4

Dans ce cas, on ne peut donc permuter les intégrales. La raison en est simple : f n’est
pas intégrable sur ]0, 1[2. Montrons que I'intégrale f]o 12 | fldxdy n’est pas finie. Si c¢’était

le cas, l'intégrale pourrait étre réduite. Or, pour tout = €]0, 1], on trouve aisément

1 z .2 2 1,2 2
e —y Y-
/0 |f(x,y)|dy /0 (m2+y2)2 er/r (1:2—|—y2)2 Y

:[ Y ]x_[ Y ]1

x2+y20 x2+y2$
1 1
2 1422

On peut conclure, cette fonction n’étant pas intégrable sur |0, 1.
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Exemples de changement de variable

Si A est une matrice réelle non-singuliere de type n X n et si a est un point de R",
x = Az’ 4+ a est un CVR d’ordre infini entre R™ et lui-méme. Une fonction f est donc
intégrable sur R™ si et seulement si |det A|f(A - +a) l'est, auquel cas, on a

fdx =|det A f(Az + a) dx.
R” R”
Il s’ensuit que si F est une partie intégrable de R™, alors AF + a également et
|AE + a| = /XAE+a($) dx = /XAE+a(A$/ + a)| det A| dz’
= | det A /XE(:U') dx’ = | det A| |E]|.

En particulier,

— les translations préservent l'intégrabilité et la mesure d’un ensemble,

— les rotations préservent l'intégrabilité et la mesure d’un ensemble.
En conséquence, tout hyperplan de I'espace euclidien est négligeable : cela découle des
considérations qui précedent et de [{z : = (z1,...,2,—1,0)}| = 0 (on peut aussi obtenir
ce résultat par induction, en réduisant 'intégrale).

Envisageons le passage aux coordonnées polaires dans le plan. Il nous faut donc consi-

dérer le CVR
x = rcos(f)
y = rsin(6)

d’ordre infini entre
Ug, = R?\ {(rcos(fp),rsin(fg)) : 7 > 0} et Ug, =10, 00[x]6p, 60 + 27,
0o étant un nombre quelconque. Le module du jacobien vaut

(G- 5

sin(f)  rcos(0)
Une demi-droite étant une partie négligeable de R2, Uy, est égal presque partout a R? et
le théoréeme du changement de variable permet d’affirmer qu’une fonction (z,y) — f(z,y)
est intégrable sur R? si et seulement si (r,6) — rf(rcos(d),rsin(f)) est intégrable sur
Ug,» auquel cas, on a

[e'e) Oo+2m
fdxdy = / / rf(rcos(@),rsin(0)) dbdr.
R2 0 6o

Exemple 4.3.17. Comme application, considérons le disque de rayon R > 0, B = {(z,y) :
22 4+ y% < R?}. Cet ensemble est égal presque partout &

{(x,y) :2® +9° < R\ {(2,0) : = > 0}

et un passage en coordonnées polaires transforme cet ensemble en l'intervalle |0, R[]0, 27].

On a donc
R 2
B|:// rdfdr = nR?,
0o Jo

comme attendu.
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Exemple 4.3.18. Calculons la mesure de Pellipse

$2 y2
Ea,b = {(.’E,y) : ﬁ b72 < 1}3

avec a,b > 0. Cet ensemble étant compact, il est intégrable. Avec le changement de

variable linéaire
z\ (a O x
y - 0 b y/ )

By ={(a',y) 2" +y? <1},

Iellipse devient

c’est-a-dire le disque centré a l'origine et de rayon unité. On a donc
| Eab| :/ abdz'dy’ = mab.
By

Remarquons que ’on peut combiner le changement de variable linéaire et le passage aux
coordonnées polaires en considérant directement le CVR

{22 grentt

Exercice 4.3.19. Etant donné v > 1, 0 < ¢; < ¢z et 0 < ¢ < ¢, calculer la mesure de

I’ensemble

A={(v,p):c1 <pv< ey ¢ <p¥ <)

pv =z
=y
est un CVR d’ordre infini entre ]0, 0o[? et lui-méme, qui s’inverse en

{v- (y/)"/ =D

p = ;U"//(’yfl)y*l/(’y*l)

On vérifie d’abord que

Ce CVR transforme A en [c1, ca] X [¢], ¢5]. De plus, on a

G- |1y |

ce qui permet d’écrire

2 1% dydx co — C1 P
A=/ — 2% (/).
c1 cq (’Y - 1)y Y= 1

1
(v—1y’

Une application directe du passage aux coordonnées polaires est l'intégrale d’FKuler-
Poisson.

Proposition 4.3.20. Pour tout A > 0, on a

&0 2 1 Y
de = =4/ .
/0 e T 2\/:
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. . ) . . —\p2 . . .
Démonstration. On vérifie trivialement que f(z) = e™**" est une fonction continue, posi-

tive et intégrable sur |0, co[. Le théoréme de Tonelli permet alors d’affirmer que la fonction

(z,y) — f(x)f(y) = oA H?)

est intégrable sur ]0, co[?. Un passage aux coordonnées polaires procure les égalités

(/ e dzx)? :/ e dx/ e dy
0 0 0

= / / % dodr

- 5[ 2\ ]0 4N
d’ou la conclusion. O

Envisageons maintenant le passage aux coordonnées polaires dans I'espace euclidien a
trois dimensions. Il nous faut cette fois-ci considérer la CVR

x = rsin(0) cos(yp)
y = rsin(f) sin(y)
z =1 cos(0)

d’ordre infini entre
U, = R3\ {(rcos(fp),rsin(fp),2) : 7 >0, z € R} et Up, =10, 00[x]0, w[x]0, O + 27|,
fp étant un nombre quelconque. Le module du jacobien vaut

vy sin(@) cos(p) rcos(f)cos(e) —rsin(f)sin(p)
‘ (W) ’ = | sin(f)sin(p) rcos(A)sin(p) rsin(f)cos(¢) | = r’sin(f).
(r.0,) cos(0) —rsin(0) 0

Un demi-plan étant une partie négligeable de R3, Uy, est égal presque partout a R? et
le théoreme du changement de variable permet d’affirmer qu’une fonction (z,y,z) —
f(z,y, z) est intégrable sur R si et seulement si

(1,0, ) — r2sin() f(rsin(6) cos(p), rsin() sin(p), r cos())

est intégrable sur Uéo, auquel cas, on a

fdxdydz
R3

oo pm plo+2m
= / / / 2 sin() f (r sin(6) cos(p), 7 sin() sin(y), r cos(0)) deddr.
o Jo Joy
Exemple 4.3.21. Considérons la mesure de la boule B de rayon R > 0,

B={(v,y,2) :a® + 9>+ 2% < B2},
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On constate que la boule B est égale presque partout a
{(z,y,2) : 2> + 9 + 22 < R*}\ {(2,0,2) : 2 > 0, z € R}

Par un passage aux coordonnées polaires, cet ensemble se transforme en |0, R[]0, 7[x]0, 27].
La mesure de la boule vaut donc

R pm 27 4
|B| = / / / r?sin(f) dedfdr = —TR3.
o Jo Jo 3

Exemple 4.3.22. Etant donné trois nombres réels strictement positifs a, b et ¢, calculer la
mesure de D’ellipsoide

2 2 2
o Y z
Ea,b,c = {(.’L',y,Z) : ? -+ b72 + 672 < 1}
Le changement de variable linéaire
x a 0 0 x’
y |=1015b 0 Y
z 0 0 ¢ 2!

transforme E, ;. en la boule de rayon unité. Il s’ensuit que Eqp . est intégrable (ce que
I'on savait déja puisque Eqp . est compact) et que l'on a

|Ea,b,c

4
= —mabc.
3

Exemple 4.3.23. Etant donné deux nombres réels r et R tels que 0 < r < R, calculons la
mesure du tore

T={(x,y,2):d((z,y,2),C) <1},

ou
C={(z,y,2): 2> +y*=R? 2=0}.

Le changement de variable a opérer paraitra plus naturel si on se remémore le représenta-
tion géométrique suivante du tore : il s’agit de I’ensemble des points obtenu par la rotation
du disque

{(z,y,2) : (x — R)?+ 2> <r? y =0}

autour de 'axe des coordonnées z.
11 suffit ensuite de vérifier que

f— (R + PCOS(H)) COS(SD)
y = (R + pcos(0))sin(p)
z = ps1n(9)

est un CVR d’ordre infini entre un ensemble égal a T' presque partout et

{(p,0,0) :0<p<r,0<0<2m,0<p<2m}.
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Le jacobien vaut

' <8(w ” z)) ’ cos((Z)) cos((go)) —p sin((g)) cos((«p)) —((]Jg + pcos((z)))) sinigo))
A\ cos(0) sin(¢p —psin(0) sin(e + pcos COs(p
(p, b, ») sin(6) pcos(0) 0

= [ = p(R + pcos(0))],

ce qui permet d’écrire
r 2w 2
|T| = / / / p(R + pcos(h)) dpdbdp = 2m*r2R.
o Jo Jo

4.4 Longueur d’une courbe

Chemins et courbes

Définition 4.4.1. Un chemin dans R? est la donnée d’un intervalle compact I de R et de
d fonctions 71, . .., v4 continues sur I définissant une application continue v : I — R%. Ce
chemin est noté (v, 1); il est C! si les fonctions 7 (1 < k < d) appartiennent & C1(I). Si
I = [a,b], Porigine du chemin est le point v(a) et son extrémité, le point (b). Un lacet
est un chemin fermé, c’est-a-dire un chemin dont l'origine est égale a I'extrémité.

Exemple 4.4.2. Etant donné deux points a et b de RY, le segment joingant a & b est le
chemin (v, [0,1]) défini par
v(t) =a+t(b—a),

pour t € [0,1].

Exemple 4.4.3. Le lacet circonférence unité est le lacet (v, [0, 27]) défini par

V(t) = (cos(t),sin(t)),
pour t € [0, 27].

Définition 4.4.4. Une courbe (resp. une boucle) dans R? est une partie I' de R? pour
laquelle il existe un chemin (resp. un lacet) (v, 1) dans R tel que T' = v(I). L’équation
x = y(t) pour t € I est appelée la représentation paramétrique de I'. On dit que T" est
déterminé par (v, ).

Bien entendu, tout boucle est une courbe, mais il est aussi aisé de montrer que toute
courbe est une boucle : étant donné un chemin (v, [a, b]) déterminant I, le lacet (v, [0, 7])
défini par v/(t) = v(a + sin(t)(b — a)) détermine le méme ensemble T

Remarque 4.4.5. Un chemin est une application et une courbe est un ensemble. Pour
illustrer cette distinction, remarquons que toute courbe admet une représentation para-
métrique sur n’importe quel intervalle compact de R. De fait, étant donné un chemin
(7,[a, b)), toute fonction f continue sur un intervalle [c,d] telle que f([c,d]) = [a,?]
est telle que (v(f),[c,d]) détermine le méme ensemble. On peut par exemple prendre

f(t) =a+ (b —a).

Exemple 4.4.6. Pour tout a € R?, {a} est une courbe dans R?.
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Exemple 4.4.7. Etant donné deux points a et b de R?, le segment d’extrémités a et b,

ab={a+tb—a):tel0,1]}

est une courbe dans R?. Plus généralement, étant donné un nombre fini de points a1, ..., a,
de R? (n € N), la réunion des segments arars1 (1 < k < n) est une courbe dans R,
appelée courbe polygonale associée aux points aq, ..., a, et notée aj - - - ar,.

Exemple 4.4.8. La circonférence unité dans R?,
{(z,y) : 2* + y* < 1} = {(cos(t),sin(t)) : t € [0, 27]}
est une boucle de R2.

Exercice 4.4.9. Pour toute fonction réelle et continue f définie sur un intervalle compact
I de R, 'ensemble {(z, f(z)) : € I'} est une courbe de R2.

Chemin rectifiable

Définition 4.4.10. Etant donné un chemin (7,I) dans R™, soit Dy I’ensemble des décou-
pages de I. Le chemin (v, I) est rectifiable si I’ensemble

" Ivlar) = y(ar—1)| : (ar)izo € D1}
k=1

est borné. Dans ce cas, la borne supérieure de cet ensemble est appelée la longueur de
(7,1), notée L.

Lemme 4.4.11. Soit (v,I) un chemin dans R? et (ag)}_, un découpage de I ; si (bg)i,
est un découpage de I plus fin que (ax)}_,, alors on a
n m
> Iyar) = Ylar-1) <D [y(br) — ¥(br-1)].
k=1 k=

1

Nous aurons besoin du résultat suivant.

Démonstration. Cela résulte directement de 'inégalité de Minkowski. O

Proposition 4.4.12. Etant donné un chemin (v,I) dans R% et un découpage (ax)p_, de I,
posons K = Yiag_r,a) (1 <k <n). Le chemin (v, 1) est rectifiable si et seulement si

chacun des chemins (v\*), [aj_1,ar]) Uest, auquel cas, on a L, = S p_, L.

Démonstration. La condition est nécessaire. L’union de découpages des intervalles [ax_1, ag]
(1 < k < n) définit un découpage de I. Des lors, si (7, I) est rectifiable, (v, [ap_1, az])
également, avec Y i) L < L.

La condition est suffisante. On ajoutant les points ay, ..., a, & un découpage de I, on
obtient un découpage des intervalles [ax_1,a;] (1 < k& < n). Le lemme précédent permet
alors d’affirmer que si les chemins (), [a,_1, az]) sont rectifiables, alors (v, I) également,
avec Ly, < Y ), L. O
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Définition 4.4.13. Etant donné un chemin rectifiable (v, [a,b]) dans R?, la fonction lon-
gueur de (7, [a,b]) est définie comme suit :

L si t €]a, b]
Ly :[a,b] = [0,00[t — Miat ’
v+ [a,8] = [0,00] { 0 sit=a
Proposition 4.4.14. Si (y1,1) et (y2,J) sont deux chemins dans R? pour lesquels il existe
une fonction f € C°(J) strictement monotone telle que f(J) = I et y2 = y1(f) alors
les chemins (y1,1) et (y2,J) sont simultanément rectifiables, auquel cas ils ont la méme
longueur.

Démonstration. Vu le théoréeme de la fonction inverse, il suffit d’établir que si (71, ) est
rectifiable, alors (72, J) l'est également, avec L,, < L,,. Pour tout découpage (ax);_, de
J, (f(ax))p_, est un découpage de I et on a

> helar) = valar-1)l =D Im(far) = n(far-1))] < Ly,
=1 k=1

ce qui suffit. ]

Lemme 4.4.15. Etant donné un chemin rectifiable (v, [0,1]) dans RY, le chemin (7, 0,1])
défini par o' (t) = y(1 —t) est également rectifiable et on a L, = L (to) + L (1 —to) pour
tout to € [0,1].

Démonstration. Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(t) =1—¢.Ona~y =~o fetla
Proposition 4.4.14 implique que (v, [0, 1]) est rectifiable.

Bien entendu, L, = L,(0) + L/(1) et L, = L,(1) 4+ L(0). On peut donc supposer
avoir tg €0, 1. Pour € > 0, soit (ax)}_, un découpage de [0, 1] tel que

Ly—e <> |y(ar) — v(ar-1)|-
k=1

Quitte a prendre un découpage plus fin, on peut supposer qu’il existe un indice kg tel que
ak, = to. Ainsi, (ak)],zozl est un découpage de [0,%o], tandis que (ax)i_y, est un découpage
de [to, 1]. Dés lors, (f(ak))j—y, est un découpage de [0,1 — to] et

ko n
Ly —e <> |y(ar) = v(ax—1)| + > Iv(ar) — v(ag—1)|
k=1 ko
ko n
= v(ar) = v(ax—1)| + D 1V (ar) =+ (ax-1)|
k=1 ko

Cela étant, un découpage de [0, tg] et un découpage de [to, 1] définissent un découpage
de [0, 1] et par un raisonnement similaire, on obtient

Ly (to) + Ly (1 —to) — & < Ly,

ce qui suffit pour conclure. O
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Théoréme 4.4.16. Etant donné un chemin rectifiable (v,[a,b]) dans R%, la fonction lon-
gueur de (7, [a,b]) est a valeurs dans [0, L], croissante et continue.

De plus, elle est strictement croissante si et seulement si v n’est constant sur aucun
intervalle inclus dans [a,b].

Démonstration. Seule la continuité n’est pas immédiate. Etablissons que la fonction est
continue & gauche en tout point ¢y €]a,b]. Pour ¢ > 0, il existe un découpage (ax);_, de
[a, to] tel que

Ly(to) = 5 < D Iy(ax) = (a1,
k=1

Vu la continuité de +, il existe un point ¢ €|a,—1,a,[ tel que |y(an)y(c)] < £/2. L’ad-
jonction de ¢ au découpage (ax)P_, définit un découpage (by)}t; plus fin de [a,to] et il
vient

n+1
Ly(to) = 5 < D [7(br) = (b))
k=1

- & €
< ; [Y(0k) = (be-1)] + 5 < Lyle) + 5 < Ly(to) + 5,

vu la croissante de L. (-). Des lors, pout tout ¢ € [c, tg], on a |L,(tg) — Ly(t)| < e.
Vu la Proposition 4.4.14, on peut supposer avoir [a,b] = [0,1]. Avec les notations du
lemme qui précede, on a

Lv(t(J)r) =Ly — Ly((1 —t0)") = Ly — Ly(1 = to) = Ly (to)-
De la méme maniere, Ly(0%) = Ly — Ly (17) = Ly, — L = 0. O

Théoréme 4.4.17. Si (v,[a,b]) est un chemin dans RY tel que chacune des fonctions
Yy ---,Yd est continiment dérivable et de dérivée intégrable sur ]a,b] (c’est en parti-
culier le cas si le chemin est C*), alors (v, [a,b]) est rectifiable et de longueur donnée par

[ 1Dy dt.

Démonstration. Supposons d’abord que le chemin est C'!. Pour tout découpage (ay)7_, de

[a,b], pour tout k € {1,...,n}, il existe des nombres ay, ; €Jay_1,a;] pour j € {1,...,d}
tels que
d
[v(ak) — v(ag—1)| = (ar, — ag—1) Z(D’Yk(ak,j))Zy
j=1

vu le théoreme des accroissements finis. Les fonctions D~ étant continues, donc bornées
sur [a, b], on obtient directement

> v(ar) = v(ar—1)| < > Clay — ag—1)| = C(b - a),
k=1 k=1

pour une constante C'. Il s’ensuit que le chemin est rectifiable.
Puisque (v, [a, b]) est rectifiable, soit ((ag ))Z(ng) ; une suite de découpages de [a, b] telle
que (Zzg |’y(a,(€j)) - y(a,(gjzl)|)j converge vers L,. Vu le Lemme 4.4.11, nous pouvons
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supposer que la suite définie par €; = sup; i<, ]aﬁf ) _ aﬁf,)ll converge vers zéro. Avec les

mémes notations qur précdemment, pour /I € Ny, définissons

n(l) d

=3\ D) Py

k=1 \ j=1

Bien siir, f; est mesurable pour tout [ et la suite de fonctions (f;); converge vers [ Dvy|x[q,4-
Puisque |f;| est majoré par une fonction de la forme Cx,y pour tout [, le théoréme de
la convergence majorée permet d’affirmer que la suite

b n(l) d
[ o =37\ [ S0 - o)
a k=1 \ j=1

converge vers f; |D| dt, d’out la conclusion dans le cas C?.
Passons au cas général. Montrons que le chemin est rectifiable. Par continuité, il existe
n > 0 tel que

[v(a") =~(a)] + [v(b) = (V)| < 1,

pour tous a’, b’ € [a,b] tels que @’ —a < n et b— b < n. Soit maintenant un découpage
(ak)p_o de [a,b]; quitte & prendre un découpage plus fin, on peut supposer avoir

n n—1
> v(ar) = v(a—)| < 1+ v(ar) — v(a—1)l-
k=1 k=2

Puisqu’on a
an

n—1 1 b
3" hylax) = vlax1)] < / DAl dt < / DA dt,
k:2 a a

vu la premiere partie de la preuve, le chemin est rectifiable.
Maintenant, pour tous a’ et b’ tels que a < a’ < b/ < b, nous savons que 1’égalité

1

b/
L’Y‘[a/,b’] = /a/ ’D"}/|dt

est vérifiée. Puisque la fonction longueur est continue et que |D+y| est intégrable sur [a, b],
la conclusion s’ensuit. O

La longueur d’un chemin admet une interprétation tres pragmatique.

Proposition 4.4.18. Si (v,[a,b]) est un chemin dans R? tel que chacune des fonctions
M, --5Yd est continiment dérivable et de dérivée intégrable sur ]a,b[, étant donné

— wune suite réelle (0 )k strictement positive qui converge vers zéro,

— pour tout j € Ny, un découpage (a,g]))z(:jg de [a,b] subordonné a §;,
on a

n(j) , .
Ly =1im Y y(a) — (e,
k=1
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Démonstration. Etant donné e > 0, soit 5 €]0, (b — a)/4[ tel que
a+n b €
/ \D’y|dt+/ |Dy|dt < —.
a b—n 2
Pour j suffisamment grand, on a ¢; < n; il existe donc deux indices k1 (j) et k2(j) tels que
()

(4) (4) (4)
a<apy<atn<ag Sape o <b—n<ag <b.

Tout comme dans la démonstration précédente, on établit que

k2(5)

) ) b=
S @) — (@) - / D+ dt,
k=k1(j)+1 atn

avec j. La conclusion est alors immédiate car, pour j suffisamment grand, il vient succes-
sivement

b b—n e
Lw—ez/D’y\dt—sg/ |Dv|dt — =
a a+mn 2
ka2(4)

< 3 e) — 46

k=Fk1(j)+1
& (9) (7)
<) (@) =g DI < Ly,
k=0
ce qui suffit. ]

Exemple 4.4.19. Pour tout couple de points a et b de R%, le segment joignant a et b est
rectifiable et de longueur égale a la distance |b — a| entre ces points.

Exemple 4.4.20. Le lacet de circonférence unité est rectifiable et de longueur égale a
fozﬂ V/sin? + cos? dt = 27. Plus généralement, I’arc de circonférence de rayon R > 0 et de
centre (a, b) entre les angles polaires w; et wa, avec wy < wa, a savoir le chemin (7, (w1, w2])
avec

v(t) = (a+ Rcos(t),b+ Rsin(t))

est rectifiable et de longueur égale & R(wa — wy).

Exemple 4.4.21. L’arcade de sinusoide de représentation paramétrique (x,y) = (¢, sin(t))
pour t € [0,27] est rectifiable et de longueur donnée par fo% 1+ cos?(t) dz. 11 s’agit
d’une intégrale elliptique que ’on ne peut calculer aves les outils classiques.

Courbes simples et de Jordan

Définition 4.4.22. Une courbe I' dans R? est dite simple sl existe une application injective
v sur 'intervalle compact I telle que (v, 1) détermine I'. L’équation x = ~(t) pour t € I
porte alors le nom de représentation paramétrique simple de I'.

Lemme 4.4.23. Soit I' est une courbe simple admettant la représentation paramétrique
simple © = ~(t) pourt € I,
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— Pour toute représentation paramétrique simple x = ~'(t) pour t € J de T, il existe
une fonction f € C°(J) strictement monotone telle que f(J) =1 ety = ~(f).

— Pour tout intervalle compact J de R et toute fonction f € CO(J) strictement mono-
tone et telle que f(J) = I, le chemin (y(f),J) donne aussi lieu a une représentation
paramétrique simple de T'.

Démonstration. Démontrons le premier point. Soit f la fonction qui & s € J associe
I'unique point ¢ € I tel que 7/(s) = y(t). On vérifie de suite que f est bien défini sur J et
tel que f(J) = 1.

Supposons qu’il existe une suite (si)r de J qui converge vers s et ¢ > 0 tels que
|f(sk) — f(s)] > € pour tout k. De la suite (f(si))r de I on peut extraire une sous-suite
convergente (f (sl(k)) k qui converge vers un point ¢ du compact I. On doit alors avoir

V() = limy(f(si0)) = lima"(sir) = 7"(s),

ce qui implique f(s) = t. Cette égalité étant absurde, f doit étre continu.

Si f n’était pas strictement monotone, il existerait deux points distincts s et so de
J tels que f(s1) = f(s2), par le théoréme des valeurs intermédiaires. Ce la impliquerait
v (s1) = 7/(s2), ce qui est absurde, vu Uinjectivité de +'.

Le second point est trivial. ]

Théoréme 4.4.24. Soit x = y(t) pour t € I une représentation paramétrique simple de la
courbe simple T dans R® ; si le chemin (v, 1) est rectifiable, alors, pour toute représentation
paramétrique simple x = ~'(t) pour t € J de T, le chemin (v',J) est rectifiable et on a
L,=1L.,.

¥ ¥

Démonstration. Cela résulte directement du lemme précédent et de la Proposition 4.4.14.
O

La définition suivante fait sens, puisque la longueur d’une courbe simple ne dépend pas
de la représentation paramétrique choisie.

Définition 4.4.25. Une courbe simple I' dans R est rectifiable si elle admet une représen-
tation paramétrique simple x = 7(¢) pour t € I telle que le chemin (v, I) soit rectifiable.
Dans ce cas, la longueur de I', notée Lr, est la longueur du chemin L,.

Une courbe simple ne peut étre fermée. Ainsi, nous ne pouvons, a ce stade, définir la
longueur d’un arc de cercle.

Définition 4.4.26. Une courbe I" dans R? est dite de Jordan s'il existe un lacet (v, [a, b]) tel
que I' = v([a, b]), avec ~ injectif sur |a, b]. L’équation x = ~(t) pour t € [a, b] est appelée
une représentation paramétrique de Jordan de I'.

Théoréme 4.4.27. Soit x = y(t) pourt € [a,b] une représentation paramétrique de Jordan
de la courbe de Jordan T dans RY. Si le lacet (v, [a,b]) est rectifiable, alors pour toute
représentation paramétrique de Jordan x = ~'(t) pourt € [c,d] de T, le lacet (v, [c,d]) est
rectifiable et on a Ly = L.

Démonstration. Supposons d’abord avoir vy(a)
qui & s associe I'unique point ¢ tel que 7/(s)

7' (¢). Soit f la fonction définie sur ]c,d|
v(t). Comme pour le cas d’'une courbe
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simple, on vérifie directement que f est une fonction continue et strictement monotone
sur ], d[ telle que f(Jc,d]) =]a,b[. En prolongeant f sur [c,d] par
fle)=lim f(s) et f(d)= lim f(s),
s—ct s—d~

on obtient une fonction continue, strictement monotone sur |c, d[, vérifiant f([c,d]) = [a, b]
et telle que v/ = v(f) sur [¢,d]. La conclusion s’ensuit aussitot.

Si v(a) n’est pas égal & +/(c), soit tp I'unique point de Ja, b[ tel que vy(tp) = +'(c). Soit
alors 7 application définie sur [tg,to + b — a| par

P () si t € [to, b]
V(t)—{,y(t_lﬂ-a) SitG[b(,)t0+b_a]

On vérifie directement que z = ~”(t) pour ¢t € [to,to + b — a] est une représentation
paramétrique de Jordan de T' telle que v"(tg) = 7/(c). Vue la premiére partie de la dé-
monstration, on a L,» = L. Il suffit alors de vérifier que 1’on al L,Y‘[ L7u|[
pour conclure.

a,tq] - b,tg+b—al

Définition 4.4.28. Une courbe de Jordan dans R? est rectifiable si elle admet une représen-
tation paramétrique de Jordan x = (t) avec ¢t € I telle que le lacet (v, I) soit rectifiable.
Dans ce cas, la longueur de I', notée Lr est la longueur du lacet (v, ).

Théoréme 4.4.29. La longueur d’une courbe simple ou de Jordan rectifiable est indépen-
dante du choix du systéme d’azxes de coordonnées.

Exemple 4.4.30. Etant donnés deux points distincts a et b de R, le segment d’extrémités
a et b est une courbe simple rectifiable de longueur égale a [b — al.

Exemple 4.4.31. Dans R?, la circonférence de rayon R > 0 est une courbe de Jordan
rectifiable de longueur égale a 27 R.

Exercice 4.4.32. Vérifier que la longueur de ’arcade de cycloide construite au moyen de
la circonférence de rayon R > 0 est égale a 8R.

Suggestion. Puisque la longueur est invariante par rapport au choix du systeme d’axes
cartésien, nous pouvons adopter le chemin

((R(t — sin(t)), R(1 — cos(t))), [0, 27])

pour déterminer cette arcade I'. Puisque la fonction ¢t — R(t — sin(¢)) est strictement
croissante sur R, I" est une courbe simple. Bien entendu, les fonctions R(t — sin(t)) et
R(1 — cos(t)) sont de classe C'! sur R, ce qui implique que la courbe I est rectifiable, avec

27
L= /0 (R(1 — cos(t), Rsin(t))| dt

= R/o% \/(1 + cos?(t) — 2 cos(t) + sin®(t) dt

2m 2m
=R \/2—2cos(t)dt—R/ \/4sin2(§)dt
0 0

= 8R.

1. La démarche est celle du Lemme 4.4.15.
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Si y est une fonction réelle et continue sur U'intervalle compact [a, b] de R, contintiment
dérivable et de dérivée intégrable sur |a,b[, alors I' = {(z,y(z)) : = € [a,b]} est une
courbe simple rectifiable dans R?. La représentation paramétrique associée est appelée
une représentation paramétrique cartésienne de I'. La longueur de la courbe I' est égale a

Ly = /b\/1 + (Dy)? da.

Soit p est une fonction continue sur lintervalle [a,b] de R, ontintiment dérivable et
de dérivée intégrable sur Ja,b[. Si, en outre, p est a valeurs strictement positives, avec
b—a < 2w, alors

I' = {(p(w) cos(w), p(w) sin(w)) : w € [a, b]}

est une courbe simple rectifiable de R?. La représentation paramétrique associée est ap-
pelée une représentation paramétrique polaire de I'. La longueur de la courbe I' est égale

N

a

b b
Ly = / V/(Dpcos —psin)2 + (Dpsin +p cos)? dw = / V (Dp)? + p? dw.
a a

4.5 Aire et volume

Couvertures et surfaces de R?

Définition 4.5.1. Une couverture de R3 est la donnée

— d’un rectangle? compact K de R?,

— de trois fonctions réelles ¢1, @9, @3 de classe C! sur un ouvert U contenant K telles
que l'application ainsi définie ¢ : K° — R? soit injective et qu’il existe deux
fonctions réelles 11,19 de classe C1 sur un ouvert Q contenant p(K°) telles que
»(p(u,v)) = (u,v) pour tout (u,v) € K°.

Cette couverture est simplement notée (¢, K).

Définition 4.5.2. Une surface de R3 est une partie S de R? pour laquelle il existe une
couverture (¢, K) telle que S = ¢(K). Dans ce cas, I’équation

z=p(u,v) (u,v) €K

est appelée une représentation paramétrique de la surface S; on dit aussi que S est
déterminé par la couverture (¢, K).

Bien stir, une surface est compacte.
Donnons trois exemples simples.

Exemple 4.5.3. Dans R3, le parallélogramme P de sommet P et de cotés a et b non-
paralleles en P est un ensemble qui peut s’écrire P = ¢(K), avec K = [0,1]? et ou
@ : R? — R3 est défini par p(u,v) = P + ua + vb.

1l suffit de vérifier que (¢, K) est une couverture dans R3 : K est compact, ¢;(u,v) =
Pj +ua; +vbj € C°(R) (5 € {1,2,3}). L'injectivité de ¢ : K° — R? est assurée par le
fait que a et b ne sont pas paralleles. Construisons les fonctions 11 et 5. Soit ¢ € R? tel

2. Un rectangle est un produit cartésien d’intervalles.
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que a, b, ¢ soient linéairement indépendants et définissons la matrice A = (a, b, c). Bien
sur, 'application

x u
y | =A| v | +P
z w

est un CVR d’ordre infini entre R3 et lui-méme ; notons son inverse

U )\l(xvyvz)
v = )\2($ayvz)
w )\3(.’17,”%2)

Les fonctions ¢; = A1 et 9 = A9 conviennent.

Exemple 4.5.4. Dans R?, le triangle 7 de sommet P et de cotés a et b non-paralleles en
P est un ensemble qui peut s’écrire T = p(K), avec K = [0,1]% et olt ¢ : RZ — R? est
défini par ¢(u,v) = P+ ua + v(1 — u)b.

Vérifions que (¢, K) est une couverture dans R? : K est compact, ¢;j(u,v) = Pj+ua; +
vbj € C®(R) (j € {1,2,3}). L'injectivité de ¢ : K° — R? est également assurée par le
fait que @ et b ne sont pas paralleles. On peut choisir ¢ € R? et construire les fonctions
Aj (4 €{1,...,3}) comme précédemment. Vu ’exemple précédent, les fonctions 11 = A\
et 1y = Xo/(1 — A1) conviennent sur Q = R3\ {P + a + vb + we : v,w € R} (pour éviter
A1(z) =1).

Exemple 4.5.5. Dans R?, la sphere S de sommet P et de rayon R > 0 est un ensemble
qui peut s’écrire S = p(K), avec K = [0, 7] x [0,27] et o1 ¢ : R? — R3 est défini par

o(u,v) = P+ R(sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(u)).

On vérifie directement que (¢, K) est une couverture, puisque, par passage aux coordon-
nées polaires, il existe une application

Y : P+R3\ {(2,0,2) : 2 >0,z € R} — R?

telle que v o p(u,v) = (u,v), pour tout u €]0, 7| et v €]0, 27].

Aire d’une surface

Proposition 4.5.6. Si les couvertures (o, K) et (¢, K') dans R? déterminent la méme
surface S, alors on a

// | Dy A Dyp| dudv = // | Dy’ A Dy'| dudw.
K K’

Démonstration. Bien siur K® et K'® sont négligeables ; posons
S =8\ (p(K°) U/ (K™))

et U = (o|x) 1 (S:), U = (¢'| k) "1 (Sx). On vérifie de suite que U et U’ sont deux ouverts
de K° et K'° respectivement. Cela étant, 1 o ¢’ : U’ — U est un CVR d’ordre p > 1 et
puisque

O o)

[Dup A Dyplypoyr det D) Dyp(o¢’) A Dy o),
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avec p(1) o ') = ¢’ sur U’, il vient

// | Dy A Dyl dudv = / |Du’ A Dy'| dudv,
U U’
ce qui suffit, K\ U et K\ U’ étant négligeables. O

Définition 4.5.7. L’aire d’une surface S dans R? est donnée par

/ |Dup A Dyl dudo,
K

ott (¢, K) est une couverture de R? déterminant S.

Bien entendu, l'aire d’une surface est indépendante du systeme d’axes de coordonnées.
On trouve directement que l'aire du parallélogramme de cotés a et b est donnée par

1 1
/ / la A b| dudv = |a A b|.
o Jo

Remarquons que si le systeme de coordonnées est tel que a = (B,0,0) et b = (X, H,0),
avec B,H > 0, on a |a A b| = BH ; on retrouve donc la formule classique « base fois
hauteur » de géométrie plane. L’aire du triangle de cotés a et b est quant a elle donnée

par
1 1 11
/ / |(a —vb) A (1 — u)b| dudv = / / la A (1 — u)b| dudv
0o Jo o Jo
! 1
_ \a/\b]/ (1—w)du=Slany
0 2
et 'aire de la sphere de rayon R est donnée par
27
/ / (cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), — sin(u))
A R(—sin(u) sin(v), sin(u) cos(v), 0)| dudv
27
:/ / R?|(— sin?(u) cos(v), sin?(u) sin(v), cos(u) sin(u))| dudv

[ ot

= 27TR2/ sin(u) dudv = 47 R2.
0

Donnons une interprétation géométrique. Soit S une surface dans R? dont (¢, K) est
une couverture. Etant donné une suite de nombres réels positifs (e5); qui converge vers
0, pour tout j € N\ {0}, soit R, un réseau de R? composé de semi-intervalles dont le
diamétre est majoré par ;. A un intervalle I =]u,u + h]x]v,v +1] de R; tel que T C K°,
associons les points de S suivant : P; = p(u,v), P, = ¢(u+ h,v), Ps = o(u + h,v +1)
et P4 = ¢(u,v + [). Considérons alors les triangles 71 et T2 de sommets Py, P, Py et
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Ps, Ps, Py respectivement et la somme o7 de Paire de ces deux triangles. Cela étant, si on
définit A; comme suit :
=2 o

IER;
ICK®°

le théoreme de la convergence dominée permet de montrer que la suite (A4;); converge
vers laire de S.
De fait, avec les notations utilisées ci-dessus, on a

oy = %(’((P(U + ha U) - (p(u,’l))) A ((p(u, v+ l) o (‘O(u’v))‘

+ [(p(u+ h,v) —p(u+ h,v+ 1)) A (pu,v+1) — p(u+ h,v+1))])

et vu le théoréme des accroissements finis, il existe hy,...,hg €]0,h[ et l1,...,ls €]0,]]
pour lesquels

3 3
hl
or = 5(| Z Dipj(u+ hj,v)e; A ZDgg&k(u,v + I )ex|
7=1 k=1
3

3
+ Z Dopj(u+ h,v+1j13)e; A Z Digi(u+ hiys,v + Degl).
j=1 k=1

De sorte que o7 est U'intégrale sur R? de la fonction

3 3
91 =1>_ Digj(u+hj,v)e; A Dogp(u, v+ Ik)ex|xn

j=1 k=1
3 3
+1Y Dagj(u+h,v+1i1s)e; Ay Digg(u+ hiys, v+ ekl xr.
=1 k=1

Cela étant, posons, pour j € N\ {0},

f]: Z gr.

IERj
ICK®°
Par le théoreme de la convergence dominée appliqué a la suite (f;);, I'intégrale de f;
converge vers ’aire de S.
Il convient d’insister sur le fait que dans I'interprétation précédente, les triangles doivent
étre déterminés par des réseaux du plan.

Remarque 4.5.8. Illustrons 'importance de choisir les triangle sur un réseau par un
exemple attribué a Schwarz. Soit & un cylindre droit de révolution. Supposons-le de
hauteur H et de rayon R. Etant donnés deux naturels m et n, considérons les m + 1
circonférences obtenues a partir des bases et de m — 1 plans équidistants. Sur chacune de
ces circonférences, on considere n points définissant un n-gone régulier de telle maniere
que la génératrice du cylindre passant par un de ces points intersecte la circonférence
suivante au milieu de l'arc déterminé par deux de ces points (autrement dit, d’une circon-
férence a l'autre, les n points suivants ont subi une rotation). De cette maniere, les points
déterminent 2mn triangles égaux de base 2R sin(7/n) et de hauteur

\/+R2 (1 — cos(= ))2.
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La somme de ces surface vaut donc

27rRSin(7r/”)\/H2 n A R2m2 (sin(ﬂ'/2n)>4.

/n 4n?t 7/2n

Cette expression ne converge vers 2rRH que si m/n2 temps vers 0, ce qui n’est pas
nécessairement le cas.

Exemples de calcul d’aire

Si S est une surface incluse dans un plan, quitte & effectuer un changement d’axes, on
peut supposer que p3 = 0. Dans ce cas, (1, ¢2) établit un CVR d’ordre p > 1 entre K° et
son image dont le module du jacobien est donné par |Dy,¢ A Dy¢p|. On est donc ramené

a calculer la mesure d’un compact de R?.

Exercice 4.5.9. Calculer I'aire de la surface plane S limitée par une arcade de cycloide et
sa base. Suggestion : A un changement d’axes pres, on peut supposer que S est défini par
une couverture (¢, K), avec K = [0, 27] x [0, 1] et

o(u,v) = (R(u —sin(u)),vR(1 — cos(u)),O),

pour (u,v) € K. On obtient directement que 'aire demandée est donnée par

27
/ / 1 — cos(u dvdu = 37 R2.

Considérons 'aire d’'une surface déterminée par une représentation cartésienne. Soit K
un rectangle de R? et f une fonction de C*(U) ot U est un ouvert de R? contenant K.
Bien entendu,

(z,y,2) = (u,v, f(u,v)) pour (u,v) € K
(resp. (z,y,z) = (u, f(u,v),v) pour (u,v) € K,
(z,y,2) = (f(u,v),u,v) pour (u,v) € K)

est une représentation paramétrique d’une surface S de R?, appelée représentation para-
métrique cartésienne de S, dont 'aire est donnée par

//K V1+(Duf)? + (Do f)? dudv.

Définition 4.5.10. Une surface S dans R3 est cylindrique si elle est déterminée par une
couverture (¢, K) verifiant les conditions suivantes :

— K =a,b] x [0,1],

— e est un vecteur unitaire de R3,

— T est une courbe simple ou de Jordan de classe C' dans R? de représentation

paramétrique (z,y, z) = y(u), pour u € [a,b),

— g € C'([a,b]) est une fonction réelle telle que g(u) > 0 pour tout u €]a, b,

— p(u,v) = y(u) +vg(u)e pour tout (u,v) € K.
On dit dans ce cas que S est une surface cylindrique parallele a e, de base I" et de hauteur
g.

3. L’ensemble (1, p2)(K*) est négligeable.
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Dans le cas d’une surface cylindrique, comme on a Dyp = D,y + vDyge et Dyp = ge
sur K, laire de la surface est donnée par

b
/ 9| Dy A e| du.
a

Exemple 4.5.11. L’aire latérale d’un cylindre droit de hauteur H et de base circulaire de
rayon R est égale a 2mrRH. De fait, a un changement de systeme d’axes pres, on peut
supposer que la couverture (¢, K) avec

— K =10,27] x [0, 1],

— e=(0,0,1),

— 7v(u) = (Rcos(u), Rsin(u),0) pour u € [0, 27],

— ¢g(u) = H pour tout u € [0, 27]

— p(u,v) = y(u) + vg(u)e pour tout (u,v) € K.
définit la surface étudiée. L’aire demandée vaut donc

2
RH |(—sin(u),cos(u),0) Ae|du = 2rRH.
0

Définition 4.5.12. Une surface S dans R? est conique si elle est déterminée par une cou-
verture (¢, K) verifiant les conditions suivantes :

— K =[a,b] x [0,1],

— S est point de R3,

— T est une courbe simple ou de Jordan de classe C' dans R? ne contenant pas S et

de représentation paramétrique (x,y, z) = y(u), pour u € [a, b],

— p(u,v) =S +v(y(u) —S) pour tout (u,v) € K.

On dit dans ce cas que S est une surface conique de sommet S et de base I'.

Dans le cas d’une surface conique, on a Dyp = vDyy, Dyp = v — S pour tout u € K
et 'aire d’une telle surface est donnée par

1 b
5 [ DA -9)ldu.

Exemple 4.5.13. L’aire latérale d’un cone droit de hauteur H et de base circulaire de rayon
R est égale & TRV R? + H?2. A un changement du systeme d’axes pres, on peut supposer
que la surface admet (¢, K) comme couverture, avec

— K =[0,27] x [0,1],

— 5 =1(0,0,H),

— v(u) = (Rcos(u), Rsin(u),0) pour u € [0, 27],

— @(u,v) = S+ v(y(u) — S) pour tout (u,v) € K.
L’aire de la surface vaut donc

};/ |(— sin(u), cos(u),0) A (Rcos(u), Rsin(u), —H )| du = TR\ R? + H?.

Définition 4.5.14. Une surface S dans R? est de révolution si, & un changement du sys-
téme d’axes pres, elle est déterminée par une couverture (p, K) verifiant les conditions
suivantes :

— K =la,b] x [0,27],
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— T est une courbe simple ou de Jordan de classe C' dans R? de représentation
paramétrique (z,y, z) = v(u), pour u € [a, b),

— (u,v) = (1y(u) A elcos(v), [7(u) A el sin(v), (v(u),)) pour tout (u,v) € K, avec
e=1(0,0,1).

On obtient directement que 1’aire d’une surface de révolution est donnée par

b
27r/ |7 A e|/(Duly Ae))2 4+ ((Dyy, e))? du. (4.8)

Le plus souvent, on choisit pour I' la trace de S dans le demi-plan {(0,y,2) : y > 0, z € R}.
Si I' admet une représentation paramétrique cartésienne, c’est-a-dire du type (z,y,2) =
(0,y(u),u) pour u € [a,b], avec y € C'([a,b]) et y(u) > 0 pour tout u € [a,b], la for-
mule (4.8) devient

b
27r/ yv/1+ (Dyy)? du.

Si I' admet une représentation paramétrique polaire, c’est-a-dire du type (z,y,z) =
(0, p(w) cos(w), p(w) sin(w)) pour w € [a,b], avec [a,b] C [—m/2,7/2], p € C([a,b]) et
p(w) > 0 pour tout w € [a, b], la formule (4.8) devient

b
2 [ pcosy/p? + (Dp)? dw.
a

Exercice 4.5.15. Traiter comme des surfaces de révolution les deux exemples précédents.

Exemple 4.5.16. Calculons l'aire de la surface de révolution engendrée par la rotation
d’une arcade de cycloide autour de sa base. Prenons

(x,y,2) = (O,R(l —cos(u)), R(u — sin(u))) pour (u,v) € [0, 27|

comme représentation paramétrique de la cycloide. On a bien entendu une surface de
révolution dont 'aire est donnée par

2T
27r/0 R(1 — cos(u)) \/R2 sin?(u) + R?(1 — cos(u))2 du

2 s
= 87TR2/0 sin?’(g) du = 167rR2/0 sin(u) (1 — cosQ(u)) du

64
= —nR".
3
Pour terminer cette section, traitons ’aire d’une surface sphérique. On sait que la sphere
de centre P et de rayon R > 0 dans R?® est déterminée par la couverture (y, K), avec
K =10,7] x [0, 27] et

o(u,v) = P+ R(sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(w)). (4.9)

Définition 4.5.17. Un fuseau de la sphere de centre P et de rayon R dans R3 est une partie
S de cette sphere qui, & un changement d’axe pres, est déterminé par une couverture de
la forme (p, K) ou ¢ est défini par (4.9) et K = [0, 7] X w1, w2].
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L’aire d’une telle surface est par conséquent donnée par
2R2 ((.UQ — wl).

Définition 4.5.18. Une zone de la sphére de centre P et de rayon R dans R? est une partie
S de cette sphere qui, a un changement d’axe pres, est déterminé par une couverture de
la forme (¢, K) o ¢ est défini par (4.9) et K = [61,02] x [0, 27].

L’aire d’une telle surface est par conséquent donnée par
21 R?(cos(61) — cos(6a)).

Remarque 4.5.19. Si on remarque que Rcos(6;) et Rcos(f2) sont les ordonnées des « co-
tés » de la zone, on voit que son aire est égale a celle d’un cylindre droit de méme hauteur
que la zone et de base circulaire ayant méme rayon que la sphere).

Volume d’un corps

Définition 4.5.20. Un corps est un ensemble ouvert de R? de mesure finie.

Vu le théoreme de changement de variable, si U est un corps et si (u, v, w) — o(u, v, w)
est un CVR d’ordre p > 1 entre U et un ouvert €2, la mesure de U est égale a

// | det(Dyp, Dy, Dyp)| dudvdw.
Q

Définition 4.5.21. Une représentation paramétrique d’un corps U est un CVR (u, v, w) —
o(u,v,w) d’ordre p > 1 entre U et un ouvert 2 de R3. Dans ce cas, le volume de U est la
quantité

// | det(Dyp, Dy, Dyip)| dudvdw.
Q

On déduit de la définition que le volume d’un corps est indépendant de la représentation
paramétrique choisie. 11 est aussi indépendant du choix du systeme d’axes de coordonnées.

Remarque 4.5.22. Si la frontiere d’un corps U est négligeable, on a |U| = |U|. On peut
dans ce cas parler du volume d’un corps fermé.

Exemple 4.5.23. Le volume du parallélipipede déterminé par le sommet S et les trois
vecteurs non-coplanaires a, b, ¢ vaut | det(a, b, ¢)|. De fait, une représentation paramétrique
de ce parallélipipede est donnée par

o(u,v,w) = S +ua 4 vb+we pour (u,v,w) €0, 1[3.
La conclusion s’ensuit.

Exercice 4.5.24. Calculer le volume du corps U limité par le cylindre d’équation 2 + 3% —
Ry < 0 et le cone ouvert de sommet (0,0, R) et de base

B ={(2,y,0): 2> +y* < R*}.

Suggestion : Puisque U est un ouvert borné, il s’agit bien d’un corps. Il est intéressant
d’utiliser la représentation paramétrique suivante pour B :

B(6,u) = (uRsin(f) cos(h), uRsin?(6),0) pour (6,u) €]0,7[x]0, 1],
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ce qui permet d’avoir la représentation paramétrique suivante pour U :
w0, u,v) = (uR sin(6) cos(0), uR sin*(0), vR(1 — u sin(@))),
pour (0,u,v) €]0,7[x]0,1[x]0, 1[. On trouve directement
Dyp(u,v,w) = (uR cos(20), uR sin(20), —uv R cos(f)),

Dyp(u,v,w) = (Rcos(f) sin(), Rsin?(#), —vRsin(f))
et
Dyp(u,v,w) = (0,0, R(1 — usin(h))).

Des lors, le volume de U est donné par

i 1 1 - 4
/ / / uR3(1 — usin(&)) sinQ(Q) dvdudf = RB(Z - =).
o Jo Jo 9

Si le corps cylindrique U admet la représentation paramétrique
(uyv,w) = Blu,v) + wg(u,v)e  pour (u,v,w) € QxJ0,1],

son volume est égal a
// g(u,v) | det(D,B, D,B,e)|dudv.
Q

Exemple 4.5.25. Le volume d’un cylindre droit de hauteur H et de base circulaire de
rayon R est égal & TR?2H. De fait, le corps cylindrique déterminé par Q =]0, 27[x]0, R|,
B(u,v) = (vecos(u),vsin(u),0), g = Hxq et e = (0,0,1) est égal presque partout au
cylindre droit & étudier, & un changement du systeme d’axes prés. Ainsi, le volume est
donné par

—vsin(u) v cos(u)

R r2rm 0
/ / H |det cos(u) sin(u) 0 dudv

070 0 0 1
R 2w

R2
= / Hvdudv = 2rH— = tHR?.
0 0 2

Si le corps conique U admet la représentation paramétrique
o(u,v,w) =S +w(B(u,v) —S) pour (u,v,w) € Nx]0, 1],

son volume est égal a

1
3// | det(DuB, DyB, B — §)| dudv.
Q

Exemple 4.5.26. Le volume d’un cone droit de hauteur H et de base circulaire de rayon R
est égal & TR?2H/3. De fait, le corps conique déterminé par Q =]0,27([x]0, B[, B(u,v) =
(vcos(u),vsin(u),0) et S = (0,0, H) est égal presque partout au cone droit a étudier, a
un changement du systeme d’axes pres. Le volume vaut

| (R pem —vsin(u) wvcos(u) 0
3 / det cos(u) sin(u) 0 dudv
0 70 veos(u) wsin(u) —H
1 R r2rm 1 R2 1

= Hvdudv = -2nH— = —wHR>.
3/0 ; v dudv 37‘(’ 5 37rR
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Si le corps de révolution U admet la représentation paramétrique
e(u,v,w) = (|B(u,v) A e| cos(w), |B(u, v) A e|sin(w), (B(u, v), e)),

pour (u,v,w) € 2x]0, 27|, avec e = (0,0, 1), son volume est égal a
277// |B A el det( Dy|BNel Du(Bie) )’ dudv.
Q

Dy|BAe| Dy(B,e)
Si en outre on a B(u,v) = (0,y(u,v), z(u,v)) avec y(u,v) > 0 pour tout (u,v) € Q, cette

formule devient
27 // y(u,v) |det ( Duy - Dz )‘ dudv.
Q

Dyy Dyz
Exercice 4.5.27. Traiter comme un corps de révolution les deux exemples précédents.

Exemple 4.5.28. Le volume de la boule de rayon R est égal a 4w R3/3. De fait, le corps de
révolution déterminé par 2 =] — 7/2, 7/2[x]0, R],

B(u,v) = (0,vcos(u),vsin(u))

est égal presque partout a la boule de rayon R a un changement du systeme d’axes pres.
Le volume est donné par la formule

R pm/2
27r/ / v cos(u)
0 —m/2
w/2

= 4
= 277/ cos(u)du/ v2dv = TR
—7/2 0 3

Exemple 4.5.29. Le volume du tore

T =A{(z,y,2): d((x,y,2),C) <1},

ot C = {(z,v,0) : 22 + y?> = R?} avec 0 < r < R vaut 27%r2R. De fait, si on se rend
compte que le tore ci-dessus est obtenu par rotation du disque

et Temty) iy )| o

{(2,0,2) : (x — R)* + 22 < r?}
autour de I'axe des z. Des lors,

x = (R+ pcos(f)) cos(p)
y = (R+ pcos(f)) sin(y)
z = psin(0)

est un CVR d’ordre infini entre un ensemble égal presque partout a T et
{(p,0,0) :0<p<r, 0<O<2m, 0<¢ <27}

Cela donne lieu a
B(p,0) = (0, R+ pcos(f), psin(0)),

avec ) =]0,r[x]0, 27|, d’ou

r 2T
|T| = 277/ / p(R 4+ pcos(f)) dddp = 27*rR.
0o Jo
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Définition 4.5.30. Un conoide est un corps qui admet une représentation paramétrique du

type
o(u,v,w) = (wx(u,v),wa, z(u,v)) pour (u,v,w) € 2x]0, 1],

avec a > 0, et 2,z € C1(Q), o1 Q est un ouvert de R?. La base de ce conoide est 'ensemble
{(z(u,v),a, z(u,v)) : (u,v) € Q}.
L’interprétation géométrique est simple : c’est I'union des segments d’extrémités
B(u,v) = (z(u,v), a, z(u,v)) et (0,0,z(u,v)),

pour (u,v) € §. Le volume d’un tel conoide est égal a

“// det(D“x D“Z>‘dudv.
2 /) Ja

Dyx D,z




Chapitre 5

Convergence

Dans ce chapitre, nous considérons diverses notions de convergence, introduisons les es-
paces LP et présentons leurs propriétés premieres. Ces considérations nous permettent
d’introduire une définition alternative de I'intégrale.

5.1 Notions de convergence

Dans cette section, nous considérons plusieurs notions de convergence pour les suites
d’applications mesurables. Nous ne considérerons que les applications a valeurs réelles;
les résultats présentés s’adaptent cependant sans difficulté aux applications a valeurs
complexes. Il en va de méme pour les applications a valeurs étendues : si (fi)r et f sont
des applications & valeurs dans R, finies presque partout, il existe un ensemble N de
mesure nulle tel que les fonctions gx = frxne (Vk) et g = fxne soient finies.

Définition 5.1.1. Soient (X, 7, 1) un espace mesuré, f une application réelle o7-mesurable
et (fx)r une suite d’applications réelles «7-mesurables sur X. La suite (fx)x converge vers
f en mesure si

limp({z € X : [f(z) = ful2)] > }) =0,
pour tout € > 0.
Il existe des relations entre la convergence presque partout et la convergence en mesure.

Proposition 5.1.2. Soient (X, o/, u) un espace mesuré, f une application réelle of -mesurable
et (fx)r une suite d’applications réelles of -mesurables sur X. Si la mesure p est finie et
si la suite (fi)r converge vers f presque partout, alors la suite (fy)r converge vers f en
mesure.

Démonstration. Soient € > 0 et (Ag)x la suite d’ensembles définie par
A= {o € X : |f(@) — fule)] > =},
La suite d’ensembles (By,) définie par By = U?ikAj est une suite décroissante telle que
Nk B C {x € X : (fr(x))r ne converge pas vers f(z)}.

Des lors, u(NgBg) = 0 et la continuité des mesures implique limg u(Byg) = 0. Puisque
Ay, C By, on a

lim p({z € X+ |f(@) = fu(e)] > e}) = lim pu(Ay) =0,

145
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ce qui implique que la suite (fx)x converge vers f en mesure. O
La convergence presque partout n’implique pas la convergence en mesure.

Remarque 5.1.3. Soit l'espace mesuré (R, B, £) et la suite (fg)k, ol fk = X[r,00[- Cette
suite converge partout vers zéro, mais ne converge pas en mesure vers zéro, qui, par la
proposition 5.1.4, est la seule limite possible pour la convergence en mesure.

La convergence en mesure n’implique pas la convergence presque partout.

Proposition 5.1.4. Soient (X, o7, u) un espace mesuré, f une application réelle o7 -mesurable
et (fi)x une suite d’applications réelles of -mesurables sur X. Si la suite (fx)r converge
vers f en mesure, alors il existe une sous-suite de (fy)r qui converge vers f presque
partout.

Démonstration. Puisque la suite converge en mesure, il existe un indice k; tel que
1
p{z € X+ |f(2) = fr(2)] > 1}) < 5.

Si l'indice kj_1 a été défini, il existe un indice k; > kj_1 tel que
1 1
p({z € X = [f(@) = fi,(2)] > }}) <5
Pour tout indice j, soit ’ensemble
1
Aj={z e X :|f(z) — fi,(2)] > 3}-

Stz ¢ N; U2, Aj, il existe un indice i tel que z ¢ U2, A; et donc tel que |f(z) — fi; (z)] <
1/j quel que soit j > i. Autrement dit, la suite (fy,); converge vers f aux points =
n’appartenant pas a N U7, Aj. Puisque

[e.o]

=1 1
p(A4)) < E 5~ 9l
=1

Jj=t Jj=t

M(‘U}Aj) <

pour tout i, on a pu(N; U2,

Aj) =0, ce qui termine la preuve. O
La convergence en mesure n’implique pas la convergence presque partout.

Remarque 5.1.5. Soit 'espace mesuré ([0, 1], 2([0, 1), £). Etant donné un nombre naturel
k, définissions j(k) 'unique nombre naturel tel que 27 (k) <k < 20+ goit

fr = X[k—Qj(k) k—2j(k)+1['
20(k) *  2J(k)

Il s’agit de fonctions caractéristiques constituant une partition de plus en plus fine de
I'intervalle unité. Bien stir, la suite (fx)x ainsi définie converge vers zéro en mesure. Pour
tout x, la suite (fx(x))r est composée d’'un nombre infini de 0 et de 1; elle ne peut donc
converger.

Le résultat suivant fournit une autre notion de convergence.
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Proposition 5.1.6 (Théoreme d’Egoroff). Soient (X, o7, ) un espace mesuré, f une appli-
cation réelle o -mesurable et (fi)r une suite d’applications réelles </ -mesurables sur X .
Si la mesure u est finie et si la suite (f)r converge vers f presque partout, alors pour tout
nombre € > 0, il existe un sous-ensemble A de X appartenant a o vérifiant p(A°) < e
tel que la suite (fi)r converge vers f uniformément sur A.

Démonstration. Soient € > 0 et pour tout indice k, posons g = sup;y, |f — f;|. Pour tout
indice k fixé, gj, est fini presque partout. La suite (gx)r converge vers zéro presque partout
et donc, par la Proposition 5.1.2, la suite converge également en mesure. Des lors, pour
tout j, il existe un indice k; tel que

u{z € X : giy(2) > 1/5}) < o7

Pour tout indice j, définissons I'ensemble A; = {x € X : gi,(z) < 1/j} et posons

A= ﬂjAj. On a
(4 C C €
(A% = p(J45) < 3_n45) <D 55 ==
J J J

Soit § > 0. Si j est un indice tel que 1/j < 6, on a pour tout « € A, puisque A C A,
|f(x) = fr(@)] < g, (2) < 1/5 <9,
pour tout indice k > k;. Ainsi, la suite (f;); converge uniformément vers f sur A. O
La définition suivante est inspirée du théoreme d’Egoroff.

Définition 5.1.7. Soit (X, .o/, u) un espace mesuré, f une application réelle «7-mesurable
et (fx)r une suite d’applications réelles «7-mesurables sur X. La suite (fy)x converge vers
f presque uniformément si pour tout € > 0, il existe un sous ensemble A de X appartenant
a o/ et satisfaisant u(A€) < e tel que (fx)r converge uniformément vers f sur A.

Si la suite (fx)x converge presque uniformément vers f, alors elle converge aussi presque
partout vers la méme limite.

Remarque 5.1.8. Soit (X, .7, ;) un espace mesuré, f une application réelle </-mesura-
ble et (fi)r une suite d’applications réelles &7-mesurables sur X. Supposons que la suite
(fx)r converge vers f presque uniformément, mais pas presque partout. Il existe alors un
ensemble B non-négligeable pour lequel z € B implique que la suite (fx(z)) ne converge
pas vers f(x). Supposons avoir p(B) = 0 > 0 et soit A un ensemble mesurable tel que
u(A°) < §/2 et pour lequel la suite (f)r converge uniformément vers f sur A. En posant
A" = B\ A% on a /2 < pu(A’) < 6 avec A’ C A et la suite (fx)r ne peut converger
uniformément vers f sur A’.

Par ce qui précede, le théoreme d’Egoroff implique que sur les espaces mesurés finis, la
convergence presque uniforme et la convergence presque partout sont équivalentes.
Définissons un dernier type de convergence.

Définition 5.1.9. Soient (X,.o7, ) un espace mesuré, f € LYX, o/, u,R) et (fi)r une
suite de Z1(X, .o/, u, R). La suite (fx)s converge vers f en moyenne si

i [ 1~ il du = 0.
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Proposition 5.1.10. Soient (X, .27, 1) un espace mesuré, f € LY X, o/, i, R) et (fi)r une
suite de LN X, o, 1, R). Si la suite (fi)r converge vers f en moyenne, alors elle converge
également en mesure vers la méme limite.

Démonstration. La Proposition 2.3.14 implique

({z € X |f(@) — fl@)] > e}) < /|f fuldu,

ce qui permet de conclure. ]

Corollaire 5.1.11. Soient (X,.o7, 1) un espace mesuré, f € LYX, o/, u,R) et (fp)r une
suite de LY(X, o, u,R). Si la suite (fi)r converge vers f en moyenne, il eviste une
sous-suite convergeant vers f presque partout.

Démonstration. C’est une conséquence directe des Propositions 5.1.4 et 5.1.10. 0

Ni la convergence presque partout ni la convergence en mesure n’impliquent la conver-
gence en moyenne.

Remarque 5.1.12. Considérons l'espace mesuré (R, B, £) et la suite (f)r définie par fr =
kX0,1/x]- Cette suite converge vers zéro presque partout et en mesure. Puisque [ 1fildl =
1, cette suite ne converge cependant pas en moyenne.

Il existe cependant des hypotheses sous lesquelles les autres convergences impliquent la
convergence en moyenne.

Proposition 5.1.13. Soient (X, o/, 1) un espace mesuré, f € LYX, o/, 1, R) et (fi)r une
suite de LY (X, .o, 1, R). Si la suite (fy)r converge vers f presque partout ou en mesure
et s’il existe une application g a valeurs dans [0, 00] intégrable telle que |fi| < g (VEk) et
|f| < g presque partout, alors la suite (f)r converge vers f en moyenne.

Démonstration. Supposons d’abord que la suite converge presque partout ; la suite (| f —
fx|)k converge donc vers zéro presque partout. Par hypothese, | f — fi| < 2g et le théoréme
de la convergence dominée implique la convergence en moyenne.

Supposons maintenant avoir la convergence en mesure. Par la Proposition 5.1.4, toute
sous-suite de la suite (fx)r posseéde une sous-suite convergeant vers f presque partout et
donc aussi en moyenne, par la premiere partie de la démonstration. Si la suite (f)r ne
converge pas vers f en moyenne, il existe un nombre € > 0 et une sous-suite ( fkj) tels que
JIf - fr;ldp > € pour tout j. Cependant, nous avons montré qu'il existe une sous-suite
de la suite ( fkj) convergeant vers f en moyenne. Nous avons donc une contradiction et
par conséquent, la suite (f;)r converge vers f en moyenne. O

5.2 Les espaces .Z7 et LP

Les espaces LP sont de premiére importance en analyse. Ils sont ici introduits et une norme
leur est associée.

Commencons par introduire un critere permettant de vérifier si un espace linéaire normé
est complet.

Proposition 5.2.1. Un espace linéaire normé E est complet si et seulement si toute série
absolument convergente de E est convergente.
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Démonstration. Soit (E, || - ||) un espace complet et ), x) une série absolument conver-
gente de E. Soient (s;); la suite des sommes partielles de la série ), xj et (tx)x la suite
des sommes partielles de la série ), ||zx||. Sim < n, on a

n n
lsn = smll =1 D> all < Y llzkll = tn — tm- (5.1)
k=m+1 k=m+1

Puisque la série considérée est absolument convergente, la suite (¢;)r est une suite de
Cauchy ; par la relation (5.1), il en va de méme pour la suite (sg)g. L’espace E étant
complet, la suite (sj)x et donc la série ), xj convergent.

Supposons maintenant que toute série absolument convergente de (E, || - ||) soit conver-
gente et soit (x)r une suite de Cauchy de E. Puisque la suite est de Cauchy, il existe une
sous-suite (g, ); vérifiant [|zx, —ay,, || < 27771 pour tout j (pour tout j, il existe k; tel que
|zk— || < 27971 Vk, 1 > kj; il existe ensuite kj+1 tel que |z —zp]] < 27972V, 1 = kjtq).
Soit (y;); la suite définie par y; = xy, et yj11 = Tk, —xk; Vj > 1; en d’autres termes, la
suite (z,); est la suite des sommes partielles de la série ), yx. Cette série est absolument
convergente et donc convergente. Ainsi, la suite (zy,); converge vers une limite . La suite
(z1)x converge également vers x, puisque la quantité ||z —zy|| < ||z —x; |+ ||k, — 2% | peut
étre rendue arbitrairement petite par un choix d’indices (k et j) assez grands. L’espace E
est donc complet. O

Afin de définir, les espaces LP, nous devons d’abord introduire les espaces ZP.

Définition 5.2.2. Soient (X, .o/, ) un espace mesuré et p un nombre de [1,00[. L’espace
LP(X, o, 1, R) est I'ensemble des applications f : X — R «7/-mesurables telles que |f|P
est intégrable.

Proposition 5.2.3. L’espace LP(X, o, u,R) est un espace vectoriel sur R.
Démonstration. Soient f,g € LP(X, o/, u,R) et « € R. On a af € LP(X, o, 1, R) et

[f (@) + g(@)” < (1f (@) + [9(2)])" < (2max{[f(z)], g(z)[})" < 2°|f(2)[" + 2°[g(z)]”
pour tout z € X et donc f + g € LP(X, o, u,R). O

Bien str, pour les applications a valeurs complexes, les espaces ZP(X, o7, u,C) se
définissent de maniere analogue (si f est une application a valeurs complexes qui est me-
surable, alors | f| ’est également). L'espace £P(X, .o/, u,C) est aussi un espace vectoriel.

Nous allons maintenant introduire 1’espace .£°°°. Pour ce faire, nous aurons besoins de
quelques remarques préliminaires.

Définition 5.2.4. Soit (X, .o/, ) un espace mesuré. Un sous-ensemble N de X est locale-
ment négligeable (ou localement p-négligeable si la mesure doit étre précisée) si pour tout
ensemble A € o7 tel que p(A) < oo, 'ensemble AN N est p-négligeable. Une propriété est
vérifiée localement presque partout si ’'ensemble des points pour lesquels cette propriété
n’est pas vérifiée est localement négligeable.

Bien siir, tout sous-ensemble p-négligeable de X est localement négligeable. Si 1’es-
pace (X, o/, u) est o-fini, alors tout ensemble localement p-négligeable est également
p-négligeable (pour le voir, il suffit de prendre une partition (Xj); de X constituée
d’ensembles de mesure finie, d’appliquer la définition a X; N N et de constater que
N = UpXk N N). Remarquons également que l'union de suite d’ensembles localement
négligeables est localement négligeable.



150 CHAPITRE 5. CONVERGENCE

Définition 5.2.5. Soit (X, <7, ) un espace mesuré. Une application f : X — R est essen-
tiellement bornée 1l existe un nombre positif ¢ tel que {z € X : |f(x)| > ¢} est localement
p-négligeable. L’espace (X, o7, u, R) est ’ensemble des applications f : X — R qui
sont &7-mesurables et essentiellement bornées.

Remarquons qu'il est courant de définir I'espace Z*°(X, o, u,R) en remplagant, dans
la définition précédente, I’expression « localement négligeable » par « négligeable ». Cette
derniere définition plus restrictive demande de modifier certains énoncés, mais reste sans
réelle conséquence sur la théorie.

Proposition 5.2.6. L’espace L°(X, o, u,R) est un espace vectoriel sur R.

Démonstration. Soient f,g € L°(X, o, u,R) et a € R. Supposons que |f]| et |g| n’ex-
cedent c; et co respectivement que sur des ensembles localement négligeable seulement.
L’ensemble {x € X : |af(x)| > |a|c1} est localement négligeable et donc af € Z°(X, o7, u, R).
De méme, {x € X : |f(x) + g(x)| > c1 + c2} est un ensemble localement négligeable, ce
qui implique f 4+ g € Z*°(X, o, 1, R). O

De la méme maniere, on peut définir I’espace vectoriel £ (X, .o/, u, C).

Dans, la suite, puisque les résultats sont valides pour les espaces ZP(X, .o/, u,R) et
LP(X, 9, 1,C) (p € [1,00]), nous utiliserons la notation £P(X, .o/, u) pour désigner
indifféremment un de ces deux espaces.

Définition 5.2.7. Soit (X, .o/, ) un espace mesuré. Si p est un nombre de [1,c0[, nous
désignerons || - ||, 'application

|- llp: L7, ) SR f o ( / 1P )P,

Si N¢(c) ={x € X :|f(x)] > ¢}, on pose
| flloo = inf{c > 0: N¢(c) est localement p-négligeable}.

Remarquons que si f € Z°(X, 7, u), alors si (cx)r est une suite réelle strictement
décroissante telle que limy, ¢, = || f||oo, alors 'ensemble Ny (cy,) est localement p-négligeable
Vk et Nf(||flloo) est I'union des ensembles N¢(cy). L'ensemble Ny (|| f|lo) est donc lui-
méme localement p-négligeable et |f| < || f||co localement presque partout.

Nous allons maintenant montrer que les applications || - ||, (1 < p < co) définissent des
semi-normes. Pour ce faire, il nous faut introduire la notation suivante.

Définition 5.2.8. Soit p un nombre de |1, 00| ; puisqu’'on a 0 < 1/p < 1, il existe un nombre
réel ¢ tel que 1/p+ 1/q = 1. Les nombres p et ¢ sont appelés des exposants conjugués. Si
p =1, exposant conjugué de p est ¢ = 0o ; si p = oo, ’exposant conjugué de p est ¢ = 1.

Nous avons donc défini I'exposant conjugué de p lorsque p € [1,00]. Remarquons que
si p et ¢ sont des exposants conjugués, alors p + ¢ = pqg. De plus, si p et g sont finis,

p=q(p—1)et g=p(qg—1).

Lemme 5.2.9. Soit p un nombre tel que p €|1,00[ et q son exposant conjugué. On a,
Vo,y € RT,
rYy < —+ —.
p q
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Démonstration. Le résultat est évident si z ou y est nul. Supposons donc le contraire. En
posant u = xP et v = y9, il suffit de prouver que Vu,v € R}, uwt/Pyt/a u/p + v/q. Cette
inégalité devient, en posant t = u/v, t'/? < t/p + 1/q. La fonction

t -1
Rf SR tes -+ 272 4l/p
p p
prend la valeur zéro en son minimum global atteint en ¢ = 1, ce qui suffit. O

Proposition 5.2.10 (Inégalité de Holder). Soient (X, .o, 1) un espace mesuré, p un élément
de [1,00] et q lexposant conjugué de p. Si f € LP(X, o, u) et g € LYUX, o, ), alors
fg€ LNX, o, p) et satisfait [|fgldu < ||flpllglly-

Démonstration. Supposons d’abord que p = 1 et ¢ = oo. Si f € LY X, o/, u), par le
corollaire 2.3.15, 'ensemble {x € X : f(z) # 0} est o-fini par p et si g € L*°(X, o, u),
Pensemble {z € X : g(z) > ||g|loc} est localement p-négligeable. L'intersection de ces deux
ensembles est donc un ensemble p-négligeable. Ainsi, I'inégalité |f(x)g(z)| < ||glco| f(2)]
est vérifiée pour presque tout z € X. Dés lors, fg € ZY(X, o, ) et

/ faldp < / lgllool£1 die = Nlgllocll 11

De cette maniere, nous avons aussi démontré le cas p = oo et ¢ = 1.

Soient maintenant f € ZP(X, o, pn) et g € LUX, o, ), avec €]|1,00[. Si ||f|l, =0
ou ||gllg = 0, alors fg = 0 presque partout et il n’y a plus rien & démontrer. Dans le cas
contraire, soit f, = f/[|fll, et 94 = 9//9ll¢- Le Lemme 5.2.9 implique

| fp(2)gq(2)| < ;\fp(w)\p + ;ng(fv)!q,

pour tout € X. Des lors, f,g, € LN(X, o, 1) et

1 1
[t < [1s@rdn [lagfa)tan =1 (52)
Bien str, f,g, € L1 (X, </, u) implique fg € L1 (X, o, ) et 'inégalité (5.2) peut se

ré-écrire )
e [ [ faldp <1,
1 £llpllgllq /

ce qui suffit pour conclure. ]

Proposition 5.2.11 (Inégalité de Minkowski). Soient (X, .o/, u) un espace mesuré et p un
élément de [1,00]. Si f et g sont des applications de LP(X, o, p), | f+9llp < | fllp+1lgllp-

Démonstration. Supposons d’abord que p = co. Soit N1 = {x € X : f(z) > [[f]leo} €t
Ny ={x € X : g(x) > ||g|loc }- Nous avons vu que N; et Ny sont localement p-négligeable
et on a donc

[f (@) + g(x)] < [f(@)] + lg(2)] < 1 flloo + [lglloos

pour tout x n’appartenant pas a ’ensemble localement négligeable N1 U Ny. Ainsi, || f +
lloo < [[flloo + 119l oo-
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Supposons ensuite que p = 1. On a bien sur |f(z) + g(z)| < |f(x)| + |g(x)| pour tout
reXet

IF + gl = / gl < /|f| dyi+ / gl dp = 111111 + gl

Supposons enfin que €]1, co[. Puisque £P est un espace vectoriel, f + g est un élément
de ZP(X, o, ). Si||f+glp =0, i n'y a rien & démontrer. Dans le cas contraire, soit
q l'exposant conjugué de p. Puisque |f + gP = (|f + g|P~ 1), |f + g[P~! appartient &
LUX, o, ). En utilisant la relation |f + gP < (|f| + |g])|f + g|P~! et l'inégalité de
Hoélder, on obtient

/|f+g|pdu</!f| |f+g|p_1du+/g\ |f+glPtdu

<Fllp 11F + gl g + llgllp [1F + g1~ Mg
= (£l + llgllp) I11f + 9"~ g

(U F 1l + lglly) € / 1+ glP du)t .

Cette inégalité peut se ré-écrire, puisque ||f + gll, # 0, [[f + gllp < [[fllp + lgllp, ce qui
devait étre montré. O

Corollaire 5.2.12. Soient (X, .o/, 1) un espace mesuré et p € [1,00] ; lespace LP(X, o/, 1)
est un espace vectoriel et || - ||, est une semi-norme sur cet espace.

Démonstration. Nous avons déja montré que £P(X, o/, ) est un espace vectoriel. Le
fait que || - ||, est une semi-norme est trivial si on utilise I'inégalité de Minkowski pour
démontrer I'inégalité triangulaire. O

S’il existe un ensemble non-vide de X appartenant a o/ et de mesure nulle pour u, il
existe des applications non-nulles f de ZP(X, .o/, ) telles que || f||, = 0. Les espaces .ZP
ne sont ainsi pas normés.

Définition 5.2.13. Etant donné un espace mesuré (X, .o/, 1), soit LP(X, o, p) le sous-
espace de ZP(X, o/, 1) consistant en les applications de £P(X, o7, 11) telles que | f||, = 0.

Ainsi, si p € [1,00[, LY (X, <, ) est 'ensemble des applications &/-mesurables dans
X s’annulant presque partout; Z5°(X, o7, u) est formé de I'ensemble des applications
o/-mesurables dans X qui s’annulent localement presque partout. Dans tous les cas, il
est clair que £J (X, &/, ) est un sous-espace linéaire de £?(X, </, 1). En définissant la
relation d’équivalence - ~ - par f ~ g si et seulement si f — g € L¥ (X, o/, ), il est clair
que, si p € [1,00[, f ~ g si et seulement si f = g presque partout.

Définition 5.2.14. Soient (X, <7, 1) un espace mesuré et p € [1,00]; 'espace LP(X, o, 1)
est le quotient de l'espace £P(X, o/, u) par Uespace L (X, o, p).

Autrement dit, LP(X, <7, ) est le quotient de 1'espace £P(X, .o/, u) par la relation
~ définie plus haut. Basiquement, LP(X, .o, u) est obtenu a partir de £P(X, <7, u) en
identifiant les fonctions égales presque partout si p < oo, localement presque partout si
p = oo. On constate sans peine que LP(X, o7, 1) est un espace vectoriel. Si f et g sont
deux applications de ZP(X, o7, p1) telles que f ~ g, alors || f|l, = ||9]lp-
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Définition 5.2.15. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré et p € [1, 00| ; si f est une application
de £P(X, o, ), notons (f) sa classe d’équivalence dans LP(X, <7, ). Nous désignerons
par || - |[z» 'application

|- Mlee : LP(X, o ) = R (F) = [ £l

Proposition 5.2.16. Soient (X, .o/, 1) un espace mesuré et p € [1,00] ; l’espace LP(X, o, 1)
est un espace vectoriel et || - ||» est une norme sur cet espace.

Démonstration. Nous avons déja montré que LP(X, 7, 1) est un espace vectoriel. Le fait

que || - ||z est une semi-norme découle du fait que || - ||, est une semi-norme pour 'espace
LP(X, o, ). De plus, si (f) est un élément de LP(X, o7, u) tel que ||(f)||zr = 0, alors
(f) = (0). O

Afin d’alléger les notations, il est courant de considérer LP(X, .o/, u) comme un espace
d’applications et de confondre classe et représentant. On peut alors écrire f € LP(X, o7, 1)
et considérer la norme ||- ||, sur cet espace : || f||, = ||(f)|/z». Dans la suite, nous tenterons
d’éviter autant que possible cet abus de notation au demeurant fort utile.

Terminons cette section en comparant les espaces .£P entre eux.

Proposition 5.2.17. Soient (X, .o/, u) un espace mesuré fini et p, q tels que 1 < p < ¢ < 00
on o L9(X, ol ,p) CLP(X, ) et ||fllp < ||fllqu(X) /P10,

Démonstration. Soit f une application &/-mesurable appartenant a Z9(X, .o/, ). Si ¢ =
00, |f] < ||flloo Presque partout, donc |fP < || f||5Xxx presque partout et

1l = ( / 1P d) P < oo / (xx)? d) P = | flloops(X) V7.

Supposons maintenant que g < co. Soit 7 = ¢/p et s 'exposant conjugué de r. On a
IfIP < |f]?7+ xx et I'inégalité de Holder donne, puisque |f|P € £ (X, o, n),

1115 =/|f|p><x dp < I1f Pl lls = (/ F17 dp)P (X )V = | FIP ()P,

ce qui suffit pour conclure. ]

On ne peut rien conclure sur 'inclusion des espaces £P si la mesure n’est pas fi-
nie. Considérons 'espace mesuré (R, B, £) et les fonctions fo(7) = 2%Xj0,1((2), ga(z) =
TX[1,00[(7). On a f, € LP(R,B, L) si et seulement si ap > —1 et go € LP(R,B, L)
si et seulement si ap < —1. Si 1l < p < g et a €] — 1/p,—1/q[, on a donc f, €
ZLP(R,B, L)\ LYR,B, L) et go € X1R,B, L)\ LP(R,B, L).

Exemple 5.2.18. Si X est un ensemble, soit p la mesure de dénombrement définie par

#FE si E est un ensemble fini
00 sinon

p: Z(X) —|0,00] E+—>{

bien str, u(E) = 0 si et seulement si F = @. On désigne par [P(X) I'espace normé?

LP(X, P(X), ). Si X est 'ensemble Ny ou Z, on note de manieére générique x. une
fonction définie sur un tel ensemble plutét que f(-). Dans ce cas, étant donné une suite

1. Dans la prochaine section, il est montré qu’il s’agit d’espaces de Banach.
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z, la fonction f,, définie par f, =Y TEX(x} est une fonction simple qui converge vers
x. = (xk)g ; on vérifie directement que 'on a

lz.llp = 3 |zxlP)?
k=1

sip < oo et ||7.]]oo = supy |zx|. En particulier, I1(Np) est I'espace des suites absolument
convergentes et [°°(Ny) I'espace des suites bornées. Les théoremes relatifs aux mesures
s’appliquent donc a ces espaces [P,

5.3 Propriétés des espaces Z? et L

Nous allons maintenant nous pencher sur les premieres propriétés des espaces LP. En
particulier, les espaces LP sont des espaces de Banach (c’est une partie du théoréme de
Riesz-Fischer).

Théoreme 5.3.1. Soient (X, o7, i) un espace mesuré et p € [1,00] ; Uespace (LP(X, o/, p), || - ||z»)
est un espace de Banach.

Démonstration. Vu la Proposition 5.2.1, il nous faut montrer que toute série absolument
convergente de LP(X, .o/, nu) est convergente.

Supposons d’abord que p = oo et soit (fx)r une suite d’applications de .£*°(X, <7, u)
telle que >, || frlloo < 00. Pour tout k, soit N, = {z € X : |fr(x)| > || frlloo}. La série
>k fu(x) converge pour tout x n’appartenant pas a Uy N, et 'application f =), fuXxn, Ng
est bornée et o/-mesurable. L’ensemble U, N, étant localement négligeable, on a

l [e'S)
k=1

k=I+1

pour tout [ et donc limy || f — 22:1 frlloo = 0, ce qui implique que 'espace L>°(X, o7, u)
est complet.

Supposons maintenant que p € [1, 00| et soit ( f)x une suite d’applications de £P (X, o7, i)
telle que >, || fxllp < 0o. Soit g : X — [0, o0] I'application telle que g(z) = (D, | fru(x)])?.
L’inégalité de Minkowski permet d’écrire || S2%_, [ fxlllp < ke I1fx]lp pour tout . Cette
inégalité et le théoreme de la convergence monotone impliquent alors

l l l
[ odi=tim [ (ST 1507 du =t | S 1l =< B3 Al = (3 1l
k=1 k=1 k=1 k

Ainsi, g est intégrable et donc, par le corollaire 2.3.17, g(x) est fini pour presque tout
x. Il en résulte que la série ), fi(z) est absolument convergente et donc convergente
pour presque tout x. Soit N = {z € X : g(z) < oo}; lapplication f = >, fuxn est
mesurable et vérifie | f|P < g, ce qui implique que f appartient & £P(X, <7, u). Bien sur,
limg | f(z) — Sk, fr(@)] = 0 et |f(x) — b, fu(@)|P < g(z) pour presque tout z. Le
théoreme de la convergence dominée implique lim; || f — 22:1 frllp = 0, ce qui montre que
lespace LP(X, 7, 1) est complet. ]

Voici un résultat un peu plus précis et ne faisant pas appel a la Proposition 5.2.1.
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Théoréme 5.3.2. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré etp € [1,00] ; l'espace (LP(X, o/, ), ||
est un espace de Banach. De plus, de toute suite qui converge dans LP(X, </, 1), on peut
extraire une sous-suite qui converge ponctuellement vers la méme limite presque partout
st p < oo et localement presque partout si p = oco.

Démonstration. Traitons d’abord le cas p = oo. Soit (fx)r une suite de Cauchy dans
ZL>(X, o, 1) et posons, pour tous nombres k, m,n naturels non nuls,

N =A{z e X |fi(@)] > [[fillo} et Nopn ={z € X 2 [fn(@) = ful@)| > [[fm = falloo}-

Ces ensembles sont localement négligeables et donc I'ensemble N = (Ui Ni) U (U N
est localement négligeable. Posons g = frxne; cette suite est de Cauchy, donc bornée.
Soit f sa limite; cette fonction est également bornée : pour tout € > 0 et tous indices k, [
assez grands, on a |gx(x) — gi(z)| < € et donc |gx(z) — f(z)| < e (x € X). Par conséquent,
f appartient & Z°°(X, o/, u) (on peut remarquer que la suite g converge uniformément
vers f car elle est uniformément de Cauchy) et, par construction, fi converge vers f dans
cet espace.

Supposons maintenant avoir p < oo et soit ( fx)r une suite de Cauchy dans £P(X, o7, u).
On construit aisément une sous-suite (f, )y, telle que || f,,, — fi. [, < 27% pour tout indice
k. Posons gm = (3pey [ fiu 1 — fi,])P 5 il s’agit dune fonction de £1(X, o, ). De plus, on
a

m m
/ gt = 11> s = 12 < (OO Wi = Firlly)? < 1.
k=1 k=1

Par le théoreme de la convergence monotone, g,, converge presque partout vers une fonc-
tion g de .Z1(X, 7, u). En conséquence, > jr, fior — Ju, = fimn — f1, converge presque
partout ; on en déduit que la suite f;, converge presque partout vers une fonction f. Bien
str, étant donné un indice n, |f;,, — fi, |P est intégrable pour tout k et converge presque par-
tout vers | f;, — f|P. Puisqu’on a trivialement |f;, — f, [P < g, le théoréme de la convergence
dominée implique que la limite |f;, — f|P est un élément de LP(X, o/, u) et

tiw [ 11, = AP d = [ 16, ~ 7 d

En conséquence, puisque la suite fj, est de Cauchy dans £P(X, .o/, 1), pour tout € > 0 et
tout nombre naturel n suffisamment grand, on a || fi, — f|, < €, ce qui suffit pour assurer
la convergence de la suite f;, dans ZP(X, .o, ). O

Proposition 5.3.3. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré et p € [1,00] ; les fonctions simples
de Uespace LP(X, o, 1) forment un sous-espace dense de LP(X, o/, ) et définissent donc
un sous-espace dense de LP(X, .o/, ).

Démonstration. Démontrons ce résultat pour ZP(X, o7, u,R); le cas des applications a
valeurs complexes s’obtient en considérant séparément les parties réelle et imaginaire.

Supposons d’abord que 1 < p < oo et soit f une application de £P(X, o7, u,R). Par la
Proposition 2.1.12, il existe deux suites croissantes (g )i et (hg)x de (X, &) telles que
limg g, = f et limg by, = f~. Pour tout k, I'application f = gr — hy est une application
de (X, o/) satisfaisant |fi| < |f]|; elle appartient donc a 'espace ZP(X, o7, u, R). Bien
sur, |f(x) — fr(x)] < |f(z)] et limg |f(x) — fr(x)] = O pour tout z. Le théoreme de la
convergence dominée (appliqué a la suite (|f — fx|?)x) implique alors limy || f — f|l, = 0,
ce qui termine la preuve lorsque p < co.

ze)
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Supposons maintenant que p = oo. Soient f une application de £*°(X, .o/, u,R) et
e > 0. Soient (yx)~_, des nombres strictement croissante telle que (Jyx—1, yx])A_, forme un
recouvrement de l'intervalle [—|| f]|co, || f]|co] Subordonné a e (i.e. telle que yx — yx—1 < €).
Soit Ax = f~'(Jyr_1,yx]) et posons f. = 25:1 YrXa,- L’application f. est un élément
de (X, o) qui vérifie ||f — f]|co < €. Puisque ¢ est arbitraire, la résultat est démontré
pour le cas p = oc. ]

Intéressons-nous maintenant a la séparabilité des espaces LP.

Définition 5.3.4. Une c-algebre &/ sur un ensemble X est dite engendrée de maniere
dénombrable s’il existe une famille dénombrable € C o7 telle que &7 = o(%).

Puisque la o-algebre B est engendrée par la collection des intervalles du type | — oo, ],
avec z € Q (il suffit de constater que pour tout y € R, | — 00, y] = Myeg,a>y] — 00, x]), elle
est engendré de maniere dénombrable. Nous aurons besoin de deux lemmes

Lemme 5.3.5. Soient (X, <7, u) un espace mesuré fini et <y une algébre de sous-ensembles
de X telle que o/ = o(y). Alors o est dense dans &/ au sens ou, pour tous A € o/ et
e >0, il existe Ay € o tel que u(AAAp) < e.

Démonstration. Soit Z la collection des ensembles A de & tels que, pour tout € > 0, il
existe un ensemble Ay de @ tel que u(AAAp) < e. Bien sur, @4 C F et donc X € .Z.
Puisque A°AAf = AAAp, si A € F, alors A° € #. Soit maintenant (Ay); une suite
d’ensembles de .F et posons A = Ui Aj. Soit € > 0. Par la continuité des mesures, il existe
un nombre Iy tel que (A \ ULOZIA;C) < ¢/2. Pour tout k < lp, soit By, un élément de .o

tel que p(AxrABy) < €/(2lp) et posons B = ULOZIBk. On a B € 4 et

lo lo lo

W(AAB) < p(AL | A) + u((| An)AB) < g +Y o =-
k=1 k=1 k=1

Puisque ¢ est arbitraire, A € .%. Nous venons donc de montrer que .# est une o-algebre.
Comme o) C F C o/ =o(a)),ona .F = . O

Lemme 5.3.6. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré et <y une algébre de X telle que o(ot) =
o/ et X soit l'union d’une suite d’éléments de 4y de mesure finie par p. Pour tout € > 0
et tout ensemble A € of tel que u(A) < oo, il existe un ensemble Ay € < tel que
w(AAAp) < e.

Démonstration. Soit (Xj)i une suite d’éléments de <7 telle que pu(Xy) < oo Vk et X =
Ui Xg. Quitte a remplacer X}, par U;?:lX j, on peut supposer que cette suite est croissante.
Soit € > 0 et A € o tel que u(A) < co. La continuité des mesures appliquée a la suite
(AN X}) implique existence d’un indice ko tel que p(ANXg,) > u(A)—e/2. La mesure
B — (BN Xg,) étant finie, le Lemme 5.3.5 implique 'existence d’un ensemble Ay € %
tel que pu((AAAp) N Xy,) < /2. Bien sur Ag N Xy, € % et

H(AA(Ag N X)) < WAD(AN X)) + (AN Xiy) A(Ao N X))
= (AN (AN X)) + pu((AAA)) N Xi,)
<e/2+¢€/2=k¢,

ce qui termine la preuve. O
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Proposition 5.3.7. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré et p € [1,00[; si p est o-fini et o
est engendré de maniére dénombrable, alors LP(X, o7, p) est séparable.

Démonstration. Soit € une famille dénombrable d’ensembles de &/ qui engendre & et
contient une suite d’ensembles (X})x de mesure finie par p tels que X = Ui X. Soit <%
Palgebre engendrée par 4 ; clairement, o est constitué par des unions finies d’intersec-
tions finies d’ensembles qui appartiennent a ¢ ou dont le complémentaire appartient a %
Il en résulte que o4 est dénombrable et satisfait les hypotheses du Lemme 5.3.6.

Soit % la collection des sommes finies 22:1 diX Dy, ot dj, € Q (si 'espace considéré est
LP(X, o, u,R); si Pespace est LP(X, <7, u, C), il suffit de prendre d € Q(i) = Q+iQ) et
Dj est un élément de .o satisfaisant ;1(D;) < oco. Cette collection est dénombrable et .# C
LP(X, o, ). Nous allons montrer qu’elle détermine un ensemble dense de LP(X, .o/, u).

Soient f € LP(X, o, ) et € > 0. Par la Proposition 5.3.3, il existe une application g
de .7 (X, /) appartenant a £?(X, o/, ) telle que || f —g|l, <€/3.Sig =), arxa,, avec
Ay € o et u(Ay) < oo Vk, il existe des nombres rationnels (dy)x tels que

1D anxa, =Y dixally < D lak — dil Ixa,lly < /3.
k k k

Le Lemme 5.3.6 peut étre invoqué pour obtenir des ensembles (Dy)r de o tels que
1>k dexa, — 2k dkxDillp < €/3. Bien sur ), dixp, € F et

15 =3 dixoully < IF = gllp+ llg = 3 dixcal + 1 32 dica, = 3 dixoellp <
k k k K

Cette inégalité démontre la proposition, puisque € est arbitraire. O

5.4 Espaces duaux

Le théoreme de Riesz souligne le role fondamental joué par les intégrales dans 1’étude des
fonctionnelles linéaires. L’étude des espaces (LP(X, .o, u))* proposée ici est une premiere
étape naturelle et nécessaire avant 1'obtention de résultats plus fins.

Si V est un espace vectoriel topologique normé, nous désignerons, comme a l’accoutu-
mée, V* lespace dual (topologique) associé a V. Soit (X, .o, u) un espace mesuré arbi-
traire, p € [1,00[ et ¢ 'exposant conjugué de p. Si g € L9(X, o7, ), alors I'inégalité de
Holder implique que fg soit intégrable pour tout f appartenant & £P(X, .7, ). Ainsi,
I'application T, définie par

Ty: LP(X, o, n) = C fr—>/fgd,u (5.3)

est une fonctionnelle linéaire sur ZP(X, 7, ). Bien sur, si f; et fo appartiennent a
LP(X, o, 1) et sont égaux presque partout, on a Ty f1 = Ty fo. On peut donc définir une
fonctionnelle linéaire T, sur LP(X, o7, v) en posant Ty(f) = T, f. Par 'inégalité de Holder,
on a [Ty f| < [lgllqllfllp pour tout f € LP(X, o/, 1), ce qui implique la continuité de T
sur LP(X, o, ), avec | Ty|| < llgll.

Proposition 5.4.1. Soit (X, o/, u) un espace mesuré, p € [1,00[ et q l’exposant conjugué
de p. L’application

T: 29X, 4, p) = (XX, o p))" 9= T,
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ou Ty est lapplication définie par la relation (5.3), définit une isométrie de LY(X, o/, 1)
dans (LP(X, o, pu))*.

Démonstration. Siq < oo et si g1 et go sont deux fonctions de £9(X, o7, 1) égales presque
partout, alors T,,, = T}, ; si ¢ = 00, il en va de méme si g1 et go sont égaux localement
presque partout. Ainsi, on peut définir une application T sur L9(X, .o/, ) en posant
Ty = Ty. Cette derniere est clairement linéaire et puisque ||T| < [|gll; pour tout g €
LUX,d 1), on a ||T| < 1. Montrons que I'inégalité inverse est également vérifiée.
Supposons d’abord que p = 1. Si g € £*°(X, o7, ) vérifie ||g||oc = 0, alors Ty, = 0. Si
tous les éléments de L>°(X, o7, ) sont de norme nulle, alors X est localement négligeable
et les espaces L' (X, .o/, u) et L>°(X, .o/, i) ne contiennent que zéro; dans ce cas, la pro-
position est trivialement vraie. Sinon, soit g € Z*°(X, <7, u) tel que ||g|lcc > 0et e >0
vérifiant £ < [|g]|co. On peut supposer que l'ensemble E = {x € X : |g(z)| > ||g|lcc — €}
n’est pas localement pu-négligeable ; il existe alors A € &7 de mesure finie tel que ’ensemble
B = AN E est de mesure non-nulle. Soit alors? f = 8gn(g)xp. On a f € LY X, o, ),

1l = u(B) et
T,f = / g5en(g)xs du = / gl din > (lglloe — )u(B).

Clairement, |T,f| = T, f et puisque |T,f| < [|T,|/[[f]]1, I'inégalité précédente implique
l9]loo < [|Ty]|+€. Puisque € peut étre choisi arbitrairement, on peut directement conclure.

Supposons maintenant que 1 < p < co. Soit g € £9(X, .o/, 1) et posons f = sgn(g)|g|9*.
On a |f|P = |g|? et donc f appartient & ZP(X, o/, ), avec || f|l, = (J |g|%dp)*/P. Qui plus
est,

Tgfz/sgn(g) \g\“gduz/g\qdu-

Ty fI < Tyl 1lps om tire alors

De I'inégalité
[ a1t <121 [ 191t duy

Si |lglly = 0, on peut directement conclure, sinon, en divisant chaque membre de la
précédente inégalité par ([ |g|?du)'/?, on obtient ||g|l, < || Ty, ce qui suffit. O

Ce résultat sera complété a la section 7.6.

5.5 Applications

Dans cette section nous envisageons des manieres alternatives de définir 'intégrale, démon-
trons deux résultats d’approximation pour les espaces LP relatifs a la mesure de Lebesgue
et réobtenons une version du théoréme de la convergence monotone (corollaire 2.4.8).

Etant donné un espace mesuré, 'intégrale d’'une fonction sur cet espace peut étre définie
de différentes manieres, chacune présentant des avantages et des inconvénients. La notion
d’application simple a valeurs complexes est une simple généralisation des applications
simples.

2. La fonction sgn est définie par sgn(0) = 0 et sgn(z) = z/|z| pour tout z € C\ {0}.
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Définition 5.5.1. Une application simple a valeurs complexes f est une application f : X —
C dont I'image est finie. Si (X, .27) est un espace mesurable, la collection des applications
simples mesurables & valeurs complexes est notée .7 (X, o7, C).

Comme pour les applications de .71 (X, /), les applications f de . (X, .o/, C) peuvent
toujours s’écrire

N
F=>cxa,
k=1

ou les ensembles (Ag)x sont des éléments de &7 deux a deux disjoints et ¢ € C Vk. La
mesure d’une application simple a valeurs complexes peut étre définie comme suit,

N
/fdu = cru(Ap).
=1

On constate que cette définition de l'intégrale des applications simples a valeurs com-
plexes correspond a la Définition 2.3.9 lorsque f € . (X, </, C). Donnons une définition
alternative de l'intégrale d’une application.

Proposition 5.5.2. Soit (X, .o/, u) un espace mesuré. Une application mesurable définie
sur X est intégrable si et seulement s’il existe une suite (fx)r d’applications simples de
Cauchy dans L1 (X, .o/ , ) qui converge presque partout vers f. Dans ce cas, on a [ fdu =

limy, f frdp.

Démonstration. Montrons que la condition est suffisante. Puisque I'espace L'(X, .o/, 1)
est de Banach, il existe g € ZY(X,.«7, ) tel que limg |lg — fx/l1 = 0. En particulier
limy, [ frdp = [ gdp. La Proposition 5.1.11 implique également qu’il existe une sous-suite
de la suite (fx)r qui converge vers g presque partout. Puisque la suite (f;)r converge
vers f presque partout, on a f = g presque partout. En particulier, f € ZY(X, .o, ) et
[ fdu = [ gdp =limy, [ frdp.

Montrons que la condition est nécessaire. Supposons donc que f est une fonction inté-
grable; quitte a décomposer f en sa partie réelle et sa partie imaginaire, nous pouvons
supposer que f est a valeurs réelles. Il existe deux suites d’applications (gx )i et (hx)x de
S T(X, o) croissantes telles limy, gy, = f, limg hy, = f~ et [ fdu = limy, [ gpdu— [ hidp.
Pour tout k, fx = gr —hi appartient a .7 (X, .o7) et la suite (fx); converge ponctuellement
vers f. Elle converge aussi dans I'espace (X, .o, ) :

w1 = full = tim [ 1f = ful du
—tim [ 177 = 9= (£ = Il do
< li;gl/lﬁ —gk|dﬂ+li]£n/|f_ — hildp

zlilin/f+—gkdu+li]£n/f—hkdu
=0.

Des lors, la suite (fi)x est une suite de Cauchy dans .Z*(X, .27, 1) qui converge ponctuel-
lement vers f et [ fdu = limy, [ frdu. O
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Cette définition alternative peut sembler plus générale pour les fonctions intégrables.
En effet, on peut définir I'intégrale d’une application définie presque partout sur X comme
suit : une application mesurable f définie presque partout sur X est intégrable s’il existe
une suite d’applications simples de Cauchy dans £1(X, &7, i) convergeant presque partout
vers f. En fait, on peut obtenir 'intégrale d’une fonction définie presque partout a partir
de la Définition 2.3.9 de maniere naturelle. Si f est une application mesurable définie
presque partout sur X et si g est une application définie sur X mesurable égale & f presque
partout, il suffit de poser (f) = (g); en particulier, (f) appartient a l’espace LP(X, <7, 1)
si et seulement si (g) y appartient. En général, on pose méme f € ZP(X, o/, u) sig €
LP(X, o, ). Ainsi, lintégrale de application f existe si l'intégrale de 'application g
existe et [ fdp = [ gdp.

Nous allons maintenant introduire une définition de I’intégrale permettant de considérer
des applications non mesurables.

Définition 5.5.3. Une application dénombrablement simple est une application f : X — R
dont 'image est dénombrable.

Etant donné un espace mesuré (X, o7, ), U'intégrale d’une application f dénombrable-
ment simple mesurable et & valeurs dans [0, o] peut étre définie comme suit,

/ Fdp="3" aru(far}).
k=1

Si f est une application mesurable dénombrablement simple telle que une des deux in-

tégrales [ ftdp ou [ f~dp soit finie, on pose [ fdp = [ fTdu — [ f~dp. Si f est une
application de X dans R, non nécessairement mesurable, on pose

/ fdp =inf{ / gdu : g est mesurable, dénombrablement simple et g > f u-p.p.}.
De la méme maniere,

/ fdu = sup{ / gdu : g est mesurable, dénombrablement simple et g < f p-p.p.}.

L’intégrale de 'application f existe si deu = [ fdp. Dans ce cas, on la note [ fdpu.

Proposition 5.5.4. Si f : X — R est une application mesurable telle que f > 0 presque
partout, alors

/fduz/fduz/fdu-

Démonstration. Si [ fdu n’est pas fini, aucune des intégrales ne I'est. Nous pouvons donc
maintenant supposer le contraire. En particulier, {z : f(x) = oo} est négligeable. Soit
t > 1 et posons, pour tout k € Z, A,(:) = {z:tF < f(x) < thT1} et

gt = ZthA,(f>'

kEZ
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Les ensembles A,(:) sont mesurables et g; est donc une application mesurable dénombra-

blement simple telle que g; < f < tg: presque partout. Ainsi,

[ran< [tadu=t [gan<t[san

En prenant la limite pour ¢ tendant vers 17 dans cette relation, on obtient T fdp < [fdp,
ce qui suffit pour conclure, I'inégalité inverse étant triviale. O

Ce résultat montre que si f est une application mesurable a valeurs dans R positive
presque partout, son intégrale, comme définie ici, correspond a l'intégrale de la Défini-
tion 2.3.9.

Lemme 5.5.5. Si f est une application mesurable positive et si g est une application inté-

grable alors
/f+gdu—/f+gdu—/fdu+/gdu-

Démonstration. Supposons d’abord que f est intégrable et soient hy et ho deux fonctions
mesurables dénombrablement simples telles que hy < f et hy < g p-presque partout. Bien
stir hy + he < f + g p-presque partout et

/f+gdu>/h1+hzdu—/h1du+/hzdu

et donc [ fdu + [gdu < [f + gdu. De la méme maniére, on montre que [ f + gdu <
[ fdu+ [ gdp.

Supposons maintenant que [ fdp = co. Soit h une application mesurable dénombra-
blement simple telle que h < g p-presque partout. L’application g étant intégrable, on a
| f+gdp = co. On conclut en remarquant que [ f +hdp = oo et donc [ f+gdp =oco. O

Proposition 5.5.6. Si [ est mesurable et si soit fT soit f~ est intégrable, alors [ fdu
existe et [ fdp= [ fTdu— [ f~dp.

Démonstration. Supposons par exemple que fT est intégrable. Le Lemme 5.5.5 implique

(en prenant g = —fT et f = f7) [ f~ — fTdu = [ f~du— [ ftdu, ce qui prouve que
| —fdu existe. O

Ainsi, lorsque I'on considere des applications mesurables, cette définition de I'intégrale
est équivalente la Définition 2.3.9.

En s’inspirant des définitions qui précedent, il est naturel d’étendre la notion d’intégra-
bilité aux fonctions non-mesurables.

Définition 5.5.7. Soit (X, .o/, ) un espace mesuré; I'intégrale étendue d’une application
f est, si elle existe, 'intégrale d’une application g mesurable telle que f est égal presque
partout & g. Dans ce cas, on pose [ fdu= [gdu.

On pourrait penser que 'on a ainsi défini une mesure étendue qui & E associe, si il
existe, le nombre [ xpg dp. En fait, il n’en est rien.
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Proposition 5.5.8. Soit (X, .o/, 1) un espace mesuré, <, la complétion de </ et [i la com-
plétion de p. L’intégrale étendue de x4 existe si et seulement si A € <7, et dans ce cas,

[ xadu = pi(A).

Démonstration. Nous allons utiliser les notations introduites pour la définition 1.2.16.
Si E appartient a 7, il existe deux ensembles Aj, Ag € o/ tels que A C E C Ag et
p(As\Ar) = 0. On adonc x4, = xa4 presque partout, ce qui implique xg = x4, presque
partout. Par la définition 5.5.7, on a alors

a(E) = p(Ar) = /XAI dp = /XE dp.

Inversement, si £ C X et £/ € & vérifient g = Yp presque partout, soit N € & tel
que {z : xp(z) # xp'(z)} C N et u(N) = 0. En posant Ay = E'\ N et Ag = E'UN, on a
Ar,As € o, xa, < XE < XAg, ce qui implique A; C EC Ag et pu(As \ Ar) = u(N) = 0.
Puisque p(Ar) = u(E’), on obtient E € 47, et

/XE dp = /XE’ dp = u(Ar) = ((E),
ce qui termine la preuve. O

Cette définition revient & considérer la complétion de u. Soient (X, .o, ) un espace
mesuré et f, g deux applications de X dans R égales presque partout. Si g est «7-mesurable,
g est o7,-mesurable et puisque la mesure fi est complete, f est également .o7,-mesurable.
De 14, si [ gdu existe, on a, selon la définition 5.5.7,

[tau=[gan= [gan= [ san

la derniere intégrale existant, en vertu de la proposition 2.3.13 (I'égalité [gdiu = [ gdp
est assurée par la proposition 2.3.6). Maintenant, si f est .o7,-mesurable, par la proposi-
tion 2.2.5, il existe deux applications &/-mesurables fr, fg telles que fr < f < fg sur X
et fr = fg presque partout. On a ainsi, si [ f dj existe,

[ran= [ tian= [ sran= [ ran.

la derniere intégrale ayant un sens selon la définition 5.5.7.

Nous allons maintenant considérer le cas spécifique de la mesure de Lebesgue. Notons
</ les ensembles L*-mesurables de A et LP(A) = LP(A, o, L), LP(A) = LP(A, o, L).

Définition 5.5.9. Une fonction f (a valeurs complexes ou réelles) définie sur un intervalle
[a,b] est une fonction étagée s'il existe des nombres (:ck){gvzo strictement croissants tels
que 9 = a, ny = b et que f soit constant sur chaque intervalle |xy_1, zx]. Une fonction
f définie sur R est une fonction étagée si, pour tout intervalle ]a, b], la restriction de f &
|a, b] est une fonction étagée.

Proposition 5.5.10. Soit p tel que 1 < p < co. Le sous-espace de LP([a,b]) déterminé par
les fonctions étagées de [a,b] est dense dans LP([a,b]).
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Démonstration. Bien str, toute fonction étagée de [a, b] appartient a £P([a, b]). Puisque,

par la proposition 5.3.3, les fonctions de .#([a, b]) forment un sous-espace dense de LP(]a, b)),
il nous suffit de montrer que pour toute fonction f de .#([a,b]) et € > 0, il existe une

fonction étagée g de [a,b] telle que ||f — g/, < €. Pour ce faire, nous allons montrer que

si A est un ensemble mesurable de [a, b], il existe une fonction étagée g de [a, b] telle que

lxa — glloo < €. Par définition de la mesure de Lebesgue, il existe une suite d’intervalles

semi-ouverts (Jax, bx])r telle que A C Uglag,by] et >, (by — ar) < L(A) + (¢/2)P. Soient

I un indice tel que Y77, (b — ax) < (¢/2)P, g la fonction caractéristique de 1’ensemble

[a,b] N UL _ Jak, b] et h la fonction caractéristique de l'ensemble [a, b] N Ug]ag, by]. La

fonction g est une fonction étagée et

Ixa —gllp < lixa —Rllp + 17— gllp

< (LWJaw o] \ ANYP + (£( | Jar, ba])7P
k k=I+1
<egl2+4¢e/2=¢,
ce qui suffit. ]

Proposition 5.5.11. Soit p tel que 1 < p < co. Le sous-espace de LP([a,b]) déterminé par
les fonctions de C°([a,b]) est dense dans LP(|a,b)).

Démonstration. Bien sur, tout fonction continue sur [a,b] appartient a 27 ([a,b]). Par la
Proposition 5.5.10, il est suffisant de montrer que pour toute fonction étagée f de [a, b]
et tout & > 0, il existe une fonction g de C%([a,b]) telle que | f — g|l, < e. Soit donc f
une fonction étagée de [a,b] et posons ¢ = sup{|f(z)| : € [a,b]}. Il est aisé de construire
une fonction continue ¢ linéaire par morceaux telle que sup{|g(z)| : = € [a,b]} < c et

L({z € a,b]: f(z) # g(x)}) < (¢/(2¢))P. On a alors

b
[ 15 =alac < @opea e o) 1) £ 9@ <&
et donc || f — g|l, < €, ce qui devait étre montré. O

Proposition 5.5.12. Soit p tel que 1 < p < 0o. Le sous-espace de LP(R) déterminé par les
fonctions étagées de R a support compact est dense dans LP(R).

Démonstration. Dans la preuve de la Proposition 5.5.10, considérons ’espace R et non
plus intervalle [a, b]. Puisque x4 est un élément de £P(R), on a L(A) < oco. Il existe
donc un sous-ensemble mesurable A’ de A tel que x4 = x4 presque partout et A’ C [a, b]
pour deux nombres a, b. Le résultat s’en suit. O

Proposition 5.5.13. Soit p tel que 1 < p < 0o. Le sous-espace de LP(R) déterminé par les
fonctions continues a support compact est dense dans LP(R).

Démonstration. D’apres la Proposition 5.5.12, il suffit de montrer que, pour toute fonction
étagée a support compact f de R et tout € > 0, il existe une fonction continue g a support
compact telle que || f — g||, < e. Si le support de f est inclus dans [a,b], cela découle
directement de la Proposition 5.5.11. O
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Ces deux derniers résultats impliquent que si on considere la mesure de Lebesgue,
on peut remplacer les suites d’applications simples par des suites de fonctions étagées a
support compact ou de fonctions continues a support compact dans la Proposition 5.5.2.

Le théoreme de convergence monotone suivant (& comparer au corollaire 2.4.8) utilise
le critere de Cauchy.

Théoréme 5.5.14 (Levi). Soient (X, o7, ) un espace mesuré et (fi)r une suite d’appli-
cations de LY(X, o, u,R) croissante (resp. décroissante) presque partout. Si la suite
([ frdu)y est majorée (resp. minorée), alors la suite (fi), converge presque partout vers
une application f de LNX, o/, u,R) et limy [ |f — frldp = 0.

Démonstration. Remarquons qu’il suffit d’établir le cas ot la suite est croissante presque
partout : si (f)x est une suite décroissante presque partout, on peut appliquer le résultat
a la suite (—fx ).

Soit donc (f)x une suite de £ (X, o7, u, R) croissante presque partout. Cette suite est
de Cauchy. De fait, si k < I,

[15i=dn= [ = seaw=1 [ fian— [ fean,

alors que la suite numérique ([ fi dp)y converge puisqu’elle est croissante et majorée.
L’espace L' (X, .27, 1u) étant de Banach, il existe une application f de £ (X, o, u, R) telle
que limg, || f — fx||1 = 0. Par la Proposition 5.1.11, il existe également une sous-suite de la
suite (fx)r qui converge vers f presque partout ; cela implique que la suite (fx)x converge
presque partout vers f, puisqu’elle est croissante presque partout. Le théoreme est donc
démontré. O



Chapitre 6

Quelques notions supplémentaires
concernant les mesures

6.1 Concernant les mesures extérieures et intérieures

Certains auteurs jugent la notion de mesure extérieure suffisante que pour pouvoir déve-
lopper une théorie de la mesure viable ; cela dépend des objectifs & atteindre grace a cet
outil [12]. Si le role historique des mesures intérieures est essentiel, elles ont quant a elles
une importance plus relative dans la théorie moderne de la mesure.

Mesures extérieures construites a partir de mesures

Nous avons vu qu’'une mesure extérieure permet de définir une mesure, en restreignant le
domaine de définition. Ici, c’est la démarche inverse qui va étre adoptée.

Définition 6.1.1. Soit (X, <7, u) un espace mesuré. La mesure extérieure v* associée a p
est 'application

V' p(X) —[0,00] A~ inf{u(B): AC Be }. (6.1)
La mesure intérieure v, associée a u est 'application
Vst 9(X) = [0,00] A sup{u(B): BC A, Be J}. (6.2)

Pour tout sous-ensemble A de X, on a bien str v,(A) < v*(A). Ces applications sont
des prolongements de p.

Proposition 6.1.2. Soit (X, o7, 1) un espace mesuré. Les applications v* et v, définies par
les relations (6.1) et (6.2) sont des prolongements de la mesure p.

Démonstration. Considérons par exemple le cas de v*, 'autre s’établissant de méme. Pour
A € o/, puisque A recouvre A, on a v*(A) < p(A), par définition. Cela étant, pour tout
ensemble B de o/ tel que A C B, on a pu(A) < u(B), donc u(A) < v*(A). O

La mesure extérieure ainsi définie correspond bien & une mesure extérieure comme
définie précédemment.

Proposition 6.1.3. Soit (X, <7, u) un espace mesuré. L’application v* définie par la relation
(6.1) est une mesure extérieure, au sens de la Définition 1.8.1 sur X.

165
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Démonstration. Bien sur l'application v* est monotone et v*(@) = 0. Soit (Ag)r une
suite de sous-ensembles de X. Si )", v*(A;) = oo, 'application est bien sous-additive.
Supposons donc que ), v*(Aj) < 0o. Soit € > 0, et pour tout k, soit By, € &/ un ensemble
comprenant Ay, et vérifiant pu(By) < v*(Ax) + /2%, L’ensemble B = Uy By, appartient &
o, inclus Up Ay, et vérifie u(B) < Y, v*(Ag) + €. Des lors, v*(UpAg) < Do, v*(Ak) + &,
ce qui termine la preuve, puisque € est arbitraire. ]

Proposition 6.1.4. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré et v* Uapplication définie par la rela-
tion (6.1); la sigma-algébre des ensembles v*-mesurables contient <f .

Démonstration. Soit £ la sigma-algebre des ensembles v*-mesurables. Montrons que tout
élément M de ' appartient a . Pour un ensemble quelconque A de X, soit ¢ > 0 et
Be o/ tel que AC Bet u(B)<v*(A)+e. Ona

V'(ANM)+ v (AnNM) <v(BNM)+v* (BN M
=p (BNM)+ p" (BN M)
= u(B) < v*(A) + ¢,

ce qui suffit, e tant arbitraire. ]

L’application v, définie par la relation (6.2) est une mesure intérieure, au sens de la
Définition 6.1.33 sur X.

Proposition 6.1.5. Soit (X, <7, u) un espace mesuré. L application v, définie par la relation
(6.2) est telle que
— (@) =0,
— si A et B sont deux parties de X disjointes, alors v,(AU B) > v (A) + v(B),
— pour toute suite d’ensembles décroissante (Ag)r de X telle que vi(Ay) < oo, on a
limy, I/*(Ak) = I/*(ﬂkAk).

Démonstration. Montrons les deux premieres conditions, c¢’est-a-dire que ’application v,
est super-additive. On a bien sir v,(@) = pu(&) = 0. Si A et B sont deux ensembles de X
d’intersection vide, on a

v (AUB) =sup{u(C):C C AUB, Ce 4}
>sup{u(A'UB"): A'Cc A, B 'cB, A,B' e &}
=sup{u(A): A" c A, A e &} +sup{u(B'): B C B, B € &}
=v.(A) + v (B).
Soit (Ag)x une suite décroissante de X telle que v, (A1) < co. Pour tout nombre naturel
k non nul, soit By, € o7 tel que By C Ay et vi(Ag) < u(Bg)+ 1/k. Pour un tel indice, soit

By, = U72,Bj- La suite (By,) de 7 ainsi construite est décroissante et telle que By, C Ay
pour tout k. Il vient

va(NkAr) 2 (O By) = p(lim By) > Tim p(By) > lim v, (Ag) = lim v (Ag),

puisque la limite existe. D’autre part, vu la croissance de vy, on a vy (Ag) = v.(N;A4;)
pour tout k, donc
hlgn I/*(Ak) > V*(ﬂkAk),

ce qui permet de conclure. O
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Ces notions permettent d’obtenir, sous certaines conditions, un critere d’appartenance
a la o-algebre complétée.

Proposition 6.1.6. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré et les applications v* et v, définies
par les relations (6.1) et (6.2) ; considérons un sous-ensemble A de X tel que v*(A) < 0.
L’ensemble A appartient a 7, (la o-algébre intervenant dans la Définition 1.2.16) si et
seulement si vy(A) = v*(A).

En particulier, si A appartient a <7, et vérifie v*(A) < oo, on a fi(A) = v (A) = v*(A).

Démonstration. Si A € <7, il existe Aj, Ag € o/ tels que A C A C Ag et u(As\Ar) =0.
On obtient directement

p(Ar) < va(4) S v (A4) < p(As) = p(Ar),

ce qui implique v,(A4) = v*(A).

Supposons que A est un sous-ensemble de X tel que v,(A) = v*(A) < co. Pour tout
k € N, il existe deux ensembles Af;, Asy € o/ tels que Aj, C A C Agy et v, (A) <
p(Arg)+1/2k, p(Asy) < v*(A)+1/2k. Les ensembles Ar = UpAf , et Ag = NpAgj, sont
des ensembles de &7 tels que A; C A C Ag. Qui plus est

(As \ Ar) < p(Asp \ Arg) = (Asy) — u(Arg) < 1/k,

pour tout k, ce qui implique p(Ag \ A7) = 0. Ceci prouve que A € &7,. O

Mesures extérieures régulieres

Les mesures extérieures régulieres forment une classe importante de mesures extérieures,
bénéficiant de nombreuses propriétés. Par exemple, sous certaine conditions, on peut mon-
trer que p est obtenu par restriction d’une mesure extérieure réguliere u* a ces ensembles
mesurables.

Définition 6.1.7. Une mesure extérieure pu* sur X est réguliere sur une sigma-algebre o
si pour tout A C X, il existe un ensemble B de .o/ contenant A tel que p*(A) = p*(B).
Une mesure extérieure Borel-réguliere est une mesure extérieure réguliere sur les boréliens
pour laquelle tout borélien est mesurable. Une mesure extérieure p* sur X est réguliere
si elle est réguliere sur la collection des ensemble p*-mesurables.

En particulier, si p* est régulier et si p est la mesure obtenue a partir de p*, pour tout
A C X, il existe un ensemble py-mesurable B tel que A C B et pu*(A) = u(B).

Proposition 6.1.8. Si u* est une mesure extérieure réguliere sur X, alors pour toute suite
croissante (Ag)r d’ensembles de X, on a

lim e (A) = 1" (U Ay).

Démonstration. Pour tout indice k, soit Bj, un ensemble mesurable tel que Ay C By et
pw(Ag) = p*(By). Définissons alors C, = N>, Bj. Ona A, C Cy, et donc p*(Ay) < p*(C)
pour tout k. On a aussi p*(Cy) < p*(Bg) = p*(Ax), ce qui prouve que l'on a p*(Ag) =
w*(Cf). Puisque C}, est mesurable pour tout k, il vient

lim p*(Ay) = lim " (Cy) = " (UnC) 2 1" (U Ag)-
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Puisque A, C U;A;j, on a aussi
lim p” (Ag) < 17(U;45),
ce qui permet de conclure. O

Une autre maniere d’obtenir le résultat précédent consiste a utiliser les limites infé-
rieures.

Proposition 6.1.9. 57 u* est une mesure extérieure réguliére sur X, pour toute suite d’en-
semble (Ay)r de X, on a
p*(lm Ay) < lim g™ (Ayg).
k k
Démonstration. Pour tout indice k, soit B un ensemble p*-mesurable contenant Ay tel
que p*(Bg) = p*(Ag). L’ensemble lim;, By, est mesurable et contient lim; Ay, donc

o (lim Ag) < g (tim By) = lim 2" (By) = lim p*(Ay),
k k k k

comme annonceé. O

Corollaire 6.1.10. Si p* est une mesure extérieure réguliere sur X, alors pour toute suite
croissante (Ag)r d’ensembles de X, on a

Démonstration. Le résultat précédent nous procure p*(limy Ay) < limy p*(Ag).
Cela étant, puisque lim; A; contient Aj pour tout k, p*(lim; A;) > p*(Ay) pour tout
indice k. En passant a la limite sur k, on obtient I’autre inégalité souhaitée. O

Proposition 6.1.11. Soit (X, .o/, pu) un espace mesuré ; Uapplication v* définie par la rela-
tion (6.1) est réguliere sur /. En particulier, v* est régulier.

Démonstration. Etant donné un ensemble A de X , pour k € Ny, soit F. € & tel que
A C Ey et u(Ey) < v*(A) +1/k. Posons E = NiEy ; il s’agit d’un ensemble de &7 tel que
w(E) < v*(A) 4+ 1/k quel que soit k. Puisque A est inclus dans F, on peut alors écrire

Par la Proposition 6.1.4, v* est régulier. 0

Proposition 6.1.12. Soit (X, </, ) un espace mesuré et v* Uapplication définie par la
relation (6.1); si E est v*-mesurable et tel que E = UiEy pour une suite d’ensembles
(Ex)i tels que v*(Ey) < oo pour tout k € Ny, alors il existe A € o/ et un ensemble
u-négligeable N tels que = AUN.

Démonstration. Supposons d’abord avoir v*(E) < co. Puisque v* est régulier sur <, il
existe B € o tel que E C B et v*(E) = v*(B). On a donc

v (B\ E) = v*(B) — v*(4) = 0.
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Soit maintenant C' € &7 tel que B\ E C C et v*(B\ E) = v*(C). Cela étant, soit D € &/
tel que ENC C D et v*(ENC) = (D). Pour un tel ensemble, on a

uw(D)=v*(ENC)<v*(C)=v*(B\A4)=0.
On remarque directement que l'on a
E=(B\O)U(ENO).

Puisque l'ensemble A = B\ C appartient a <7 et que N = E'N C est u-négligeable, on
peut conclure dans le cas v*(E) < 0.

Si v*(A) = oo, considérons les ensembles Ej, de I’énoncé. Pour chaque indice k, il existe
Ay € &7 et un ensemble p-négligeable Ny tels que Ex = Ay U Ng. 11 vient

E=ULE; = Uk(Ak U Nk) = (UkAk) U (Uka),
avec Up A, € &7 et ot Up Ny est u-négligeable. O
Proposition 6.1.13. Soit (X, <7, ) un espace mesuré et v* Uapplication définie par la

relation (6.1); si X = Up X}, avec v*(Xy) < 0o pour tout indice k, alors la mesure obtenue
a partir de v* est la mesure f[i.

Démonstration. Soit v la mesure obtenue & partir de v*. Bien entendu, par hypothese,
pour tout ensemble A v*-mesurable, on a A = Ui Ay, avec v*(Ax) < oo. Par la Proposi-
tion 6.1.12, il existe alors M € & et un ensemble négligeable N tels que A = M U N. Soit
B € o/ un ensemble p-négligeable tel que N C B et posons Ag = M UB et Ay = M. On
a A C A C Ag, avec Aj et Ag appartenant a 7. De plus, il vient
1(As \ Ar) = p(B) = 0.
Ainsi, par définition de ji, A appartient & 7, et
(A) = (A1) = p(M) = v*(M) = v(M) = v(M U B) = v(A).

Maintenant, si A appartient a <7, il existe deux ensembles A; et Ag de &7 tels que

Ar C AC Ag et u(Ag \ Ar) = 0. Ces ensembles sont également v*-mesurables et

V(AN Ar) < v (As\ Ap) = u(As \ A;) = 0.

Des lors, A\ A est v*-mesurable, ce qui implique que A est également v*-mesurable. De
la, il vient

i(A) = n(Ar) = v(Ar) < v(A) < v(As) = p(As) = (A),
comme il devait étre montré. O
Proposition 6.1.14. Soit (X, o7, ) un espace mesuré et v* Uapplication définie par la

relation (6.1); si u est obtenu a partir d’une mesure extérieure réguliére p*, alors on a
w=v* sur X.

Démonstration. Etant donné une partie A de X, soit B € « tel que A C B et p*(A) =
wu(B). On a
V(A) < (B) = u(B) = p*(A).

Cela étant, pour tout ensemble B de </ tel que A C B, on a bien entendu
p*(A) < p*(B) = u(B),

ce qui implique p*(A) < v*(A), par définition de v*. O
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Mesures extérieures de Radon

Définition 6.1.15. Une mesure extérieure borélienne p* sur un espace localement compact
séparé est une mesure de Radon si elle est Borel-réguliere et si p*(K) < oo pour tout
ensemble compact K.

Etant donné une mesure extérieure w* sur X et un ensemble A de X, soit
Wy s 9(X) > [0,06] B u*(AN B).
On vérifie directement que cette application est une mesure extérieure.

Théoréeme 6.1.16. Soit u* une mesure Borel-réguliére sur X ; si A C X est mesurable et
vérifie p*(A) < oo, alors p est une mesure extérieure de Radon.

Démonstration. On a bien str p%(K) < oo pour tout compact K. De plus, si B est
mesurable, alors AN B également, ;1% est une mesure extérieure borélienne.

Soit B un borélien tel que A C B et pu*(A) = p*(B). Puisque A est mesurable et de
mesure extérieure finie, on a

pH(B\A) =p"(B) — p*(A) =0.
On a des lors, pour tout ensemble C,

15(C) = (BN O) = (AN BN C) + 1" (BN C) \ 4)
< H(ANC) + 1" (B\ A) = py(O).

On peut donc supposer que A est borélien. Maintenant pour C' C X, soit un ensemble
borélien D tel que ANC C D et p*(ANC) = p*(D). Posons E = DU A®; puisque D et A
sont boréliens, E également. On a de plus C C (ANC)UAC C E. Puisque ENA = DNA,
on a

pa(C) = w (AN C) = p*(D) = p(DNA) = p*(ENA) = pia(E).

Ceci montre que p* est une mesure extérieure de Borel-réguliere. On peut conclure
A 5
puisque p% est trivialement une mesure extérieure finie. O

Lemme 6.1.17. Soit u* est une mesure borélienne sur un espace séparé localement compact
X possédant une base dénombrable pour sa topologie et B un ensemble borélien ;
— si p*(B) < oo, pour tout € > 0, il existe un ensemble fermé F inclus dans B tel que
W(B\F)<e,
— st u* est une mesure extérieure de Radon, pour tout € > 0, il existe un ensemble
ouvert U contenant B tel que p*(U \ B) < €.

Démonstration. Démontrons la premiere partie. Par construction, pp est une mesure
borélienne finie. Soit

F ={A C X : A est mesurable et (Ve > 0 IF fermé tel que F C A et up(A\ F) <e)}.

Bien stir, tout ensemble fermé de X appartient a % .

Montrons que .% est stable par intersection dénombrable. Supposons avoir A, € %
pour tout indice k et soit € > 0. Pour chaque k, il existe un ensemble fermé Fj vérifiant
Fi, C Ag et pi(Ap \ Fi) < /2", Soit alors I'ensemble fermé F' = Ny F},; on a

Wi (kAR \ F) = p (kAR \ MiFr) < i (Uk(A \ i) <D pp(Ae \ Fr) <,
k
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ce qui montre que 'on a N A, € Z.

Montrons que % est stable par union dénombrable. Supposons avoir A, € % pour tout
indice k, soit € > 0 et choisissons les F}, comme précédemment. Puisque U; F; et U;‘-”:le
sont mesurables pour tout k, on a

SENIA

k
(
J Jj=1
B(UjA4;) — up((UjA;) U (U Fj)) = pp(U;A; \ U F))
BUj (A \ Fy) <> pp(A;\ Fy) <e.

lim UA \ U Fj) = pp(U;A;) — lim g Fy))

L’ensemble U;?O:le étant fermé, U;A; appartient a .#.
Tout ouvert de X pouvant s’écrire comme une union dénombrable de fermés, .# contient
également les ensembles ouverts. Considérons maintenant

¢ ={Aec.F: A cTF)}

Bien stir, on a A € ¥ si et seulement si A° € €. Qui plus est, € contient les ensembles
ouverts. Supposons maintenant avoir A; € % pour tout indice k. Nous savons que Uy A
appartient a .7 et puisque Af € .# pour tout k, (UpAy)® = NpAj appartient également
a .%. En d’autre termes, nous avons montré que 'on a Uy Ay € €, c’est-a-dire que € est
stable par union dénombrable. Ainsi, € est une o-algebre contenant les ouverts et donc
les boréliens. On a donc B € % et pour € > 0, il existe un fermé F' inclus dans B tel que

W(B\F) = ps(B\ F) < e

ce qui établit la premiere partie.

Soit By la boule ouverte centrée a l'origine et de rayon k (k € Ny). Bien stur, By \ B
est un borélien tel que p*(By \ B) < oo. Pour € > 0, il existe donc un ensemble fermé Fy,
inclus dans By \ B tel que

1w (B \ Fo) \ B) = u*((Bi \ B)\ Fi) < /2",

Soit alors I'ensemble ouvert U = Uy By, \ Fj,. La relation B C Fy implique ByNB C By \ F},
et donc
B=UyBNB; C UkBk\Fk =U.

Finalement, on a
p(UN\ B) = p"(Ug(By \ Fi) \ B) < Zu (Bi \ Fi) \ B) <

ce qui prouve la seconde partie. O
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Théoréme 6.1.18. Si pu* est une mesure extérieure de Radon sur un espace séparé locale-
ment compact X possédant une base dénombrable pour sa topologie, alors
— pour tout A C X, on a

w*(A) = inf{u(U) : U ouvert tel que A C U},
— pour tout ensemble mesurable A de X de mesure finie,
w(A) = sup{u(F) : F fermé tel que F C A}. (6.3)
Démonstration. Prouvons la premiere égalité. On a bien entendu
p(A) < inf{u(U) : U ouvert tel que A C U}.

Si p*(A) = oo, alors l'inégalité inverse est également vérifiée; supposons donc avoir
u*(A) < oo. Supposons en outre que A est borélien. Etant donné £ > 0, par le lemme
précédent, il existe un ouvert U contenant A tel que u(U \ A) < €. On a bien entendu

u(U) = p(A) + (U \ A) < p(A) + & < oo,

ce qui implique inf{u(U)} < p(A), ou 'infimum est pris sur les ouverts de ’énoncé.
Si A n’est pas borélien, soit B un ensemble borélien tel que A C B et p*(A) = p(B).
On a directement
p(A) = w(B) = inf{u(U) : U ouvert tel que B C U}
> inf{u(U) : U ouvert tel que A C U},
ce qui procure la premiere partie de la these.
Procédons a la seconde partie de la démonstration. Soit A un ensemble mesurable ; on

a trivialement
wu(A) = sup{u(F) : F fermé tel que K C A}.

Nous savons que p% est une mesure de Radon par le théoreme 6.1.16. Soit € > 0; vu la
premiere relation appliquée a p% et A€, il existe un ouvert U tel que A° C U et p* (U) < e.
En posant F' = U¢, il vient

P (ANF) = py(F°) = pa(U) <e.
Puisque F' est fermé et contient A, on a obtenu
0<pu(Ad) —p(F) <e

et donc
w(A) = sup{u(F) : F fermé tel que F' C A}.

Corollaire 6.1.19. Si p* est une mesure extérieure de Radon sur R?, alors
— pour tout A C X, on a

w*(A) =inf{u(U) : U ouvert tel que A C U},
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— pour tout ensemble mesurable A de X,
wu(A) = sup{u(K) : K compact tel que K C A}.

Démonstration. La premiere partie découle du théoreme précédent. Pour la seconde par-
tie, si u(A) = oo, soit Dy, ={x: k—1< |z| <k}. Ona A =UAN Dy et donc

00 = p(A) = (AN D) = oo.
k

Puisque p* est une mesure extérieure de Radon, u(A N Dy) < oo et il existe un ensemble
fermé Fy tel que F, C AN Dy et u(AN Dy) < pu(Fy) +1/2%. Ona U;F; C A et

lim Uy Fy) = p(UFy) = D n(Fy) = Y (n(ANDy) —1/27) = o0,
J J
Puisque Ug?:lF j est fermé pour tout k, ceci prouve que la relation (6.3) est vérifiée pour
tout ensemble A mesurable.

Soit By, la boule fermée centrée & 'origine et de rayon k (k € Np). Etant donné un en-
semble fermé F', posons Ky, = F'N By. Chaque K}, est compact et on a p(F') = limy u(Ky).
En conséquence, pour tout ensemble mesurable A et tout ensemble fermé F inclus dans
A, on a

sup{u(K) : K compact tel que K C A} > u(F),

ce qui implique

sup{u(K) : K compact tel que K C A} = sup{u(F) : F fermé tel que F' C A}.

Mesures intérieures

Il est naturel de souhaiter développer une théorie des mesures intérieures en calquant ce qui
a été fait pour les mesures extérieures. Néanmoins, pour dépasser le cas des unions finies,
il nous faudra imposer une condition de continuité (relation (6.5), qui est une condition
sur les limites). Mais méme de cette maniere, les propriétés obtenues ne sont souvent pas
assez fortes que pour pouvoir définir une théorie efficace [31]. Pour cette raison, le notion
de mesure intérieure ne joue qu'un role secondaire en théorie de la mesure, méme si elle
peut avoir un intérét propre [26, 28].

Définition 6.1.20. Soit X un ensemble quelconque. Une application p définie sur p(X) et
a valeurs dans [0, oo],

pip(X) = [0,00] A p(A)

est super-additive sur X si

— si A et B sont deux parties de X telles que ANB = @, alors u(AUB) > pu(A)+up(B).

Remarquons que les deux conditions précédentes implique que 'application est positive.
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Exemples 6.1.21. L’application p qui a une partie de A de Z associe

0 siA=0o
u(A) =< #A—1 siAest fini
00 si A n’est pas fini

est une application super-additive.

Proposition 6.1.22. Toute application super-additive est croissante : si y est une applica-
tion super-additive sur X et A, B sont deux sous-ensembles de X tels que A C B, alors

w(A) < p(B).
Démonstration. De fait, avec les notations de 1’énoncé, on a
w(B) =p(B\NA)UA) 2 p(B\A) + p(A) = p(A).
O

Proposition 6.1.23. Toute application super-additive est dénombrablement super-additive :
si pu est une application super-additive sur X et (Ay)y une suite d’ensembles deux a deuz
disjoints de X, alors

1(UpAR) = p(Ap).
k

Démonstration. Avec les notations de 1’énoncé, on a

w(lJ Ar) =D plAp),

k=1 k

—_

pour tout nombre naturel m > 1. Puisque ’application est monotone, on obtient

NE

MURA) 2 ) p(Ag)

>
Il

1

pour ces mémes nombres m. Un passage a la limite permet alors de conclure. ]

Définition 6.1.24. Soit p une application super-additive sur X. Une partie M de X est
p-mesurable si pour tout ensemble A de X tel que pu(A) < oo, on a

w(A) < p(ANM)+ p(An Me).

Bien str, pour une telle application, on peut remplacer le signe d’inégalité par une
égalité dans la relation précédente. Qui plus est, on vérifie directement que M est p-
mesurables si et seulement si M ’est.

Théoréme 6.1.25. Si u est une application super-additive sur X alors la collection des en-
sembles p-mesurables est une algébre : si A et B sont deux ensembles de X p-mesurables,
— AUB est p-mesurables, B
— A€ est p-mesurables,
— A\ B est p-mesurables.
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Démonstration. Démontrons le premier point. Si 2 C X vérifie u(E) < oo, il vient
W(B) = p(EN A) + p(E N AY) (6.4)
- :;(EHAHB3+H(E0AOBC)+H(EmAcﬂB) + p(E N AN BY).
En remplagant E par EN (AU B) dans cette égalité, il vient
wWENAUB))=uwENANB)+pu(ENANB) +u(ENA“NB) + u(9).
Enfin, en injectant cette identité dans la relation (6.4), on obtient
1(E) = p(E N (AUB)) + p(E N A0 B°),

ce qui suffit.
Le second point a déja été considéré et pour le troisieme point, il suffit de vérifier que
l'ona A\ B = (A°U B)“. O

Lemme 6.1.26. Si p est une application super-additive sur X et si A est u-mesurable,
alors pour tous ensembles E et E' tels que E C A, E' C A® et p(EUE') < 00, on a
WEUE) = pu(E) + p(E").

Démonstration. De fait, on a
WEUE)=p(EUE)NA) +pu((EUEYNA) =w(ENA)+pE NA
= 1(E) + u(E").
O]

Proposition 6.1.27. Si u est une application super-additive sur X et Aq,..., A, sont n
ensembles p-mesurables de X deur a deuz disjoints, alors pour tout ensemble E de X tel
que u(E) < 0o, on a

UEﬂAk :Zn: (BN Ag).-

Démonstration. Progédons par récurrence. On a
L(ENA)U(ENA)) =p((ENA)U(ENA2)N A)
+pu((ENAp) U (EnNAz) N AJ)
= p((EN A+ p((EN Ag).

Supposons le résultat établi pour [ < n et montrons qu’il est toujours satisfait pour
[+ 1. Il vient

I+1 I+1 I+1
H(UEﬂAk = UEﬁAkmAlH + p( UEmAkmAlH)
k=1 k=1 k=1

ce qui permet de conclure. O
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Corollaire 6.1.28. Si 1 est une application super-additive sur X telle que p(X) < oo, alors
p est finiment addditif sur les ensembles p-mesurables : si Ay,..., Ap sont n ensembles
p-mesurables de X deur a deux disjoints, alors

n

w(lJ Ar) = n(A).
k=1 p

=1

Proposition 6.1.29. Si p est une application super-additive sur X telle que u(X) < oo,
alors si A et B sont p-mesurables, on a

(AU B) = u(A) + u(B) — u(AN B).

Démonstration. 11 vient de suite

W(AUB) = p(AU (B\ 4)) = u(4) +

(A) + u(B\ (AN B)) =

(B\4)
(A) + pu(B) — p(AN B),

= I=

=K
=K
comme attendu. O

Définition 6.1.30. Soit p est une application super-additive; une partie A de X est p-
négligeable si A est p-mesurable et p(A) = 0.

Proposition 6.1.31. Soit u est une application super-additive ; toute partie d’un ensemble
p-négligeable est p-négligeable.

Démonstration. Soit A un ensemble u-négligeable et B une partie de A; par monotonie,
on a u(B) = 0.
Montrons que B est p-mesurable. Si E C X vérifie yu(E) < oo, on a

w(ENB)+ p(ENB°) = u(E N B°)

WENA) =pu(ENA) +pu(ENA) = pu(E),

puisque A est p-mesurable. ]
Le fait d’étre nul pour une application super-additive n’implique pas la négligeabilité.

Remarque 6.1.32. Soit X = {0, 1,2} et u I'application définie sur p(X) par

u(A) =

0 siA=0o
H#A—-1 siA+o

On a bien str p({0}) = 0, mais {0} n’est pas p-mesurable, puisque
#({0,1,2}) > p({0}) + p({1,2}).
Une mesure intérieure sur X est une application super-additive sur X continue a droite.

Définition 6.1.33. Une application super-additive p, sur X est une mesure intérieure si
pour toute suite d’ensembles décroissante (Ay)r de X telle que u.(A41) < oo, on a

lim g1 (Ag) = o (N Ap).- (6.5)
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La condition (6.5) adjointe & la sous-additivité permet d’obtenir des propriétés intéres-
santes.

Proposition 6.1.34. Soit j. une mesure intérieure sur X ; si (Ag)r est une suite d’en-
sembles ps-mesurables, alors Up Ay est aussi ps-mesurable. En particulier, la classe des
ensembles py-mesurables forme une o-algebre.

Démonstration. Soit B une partie de X telle que u.(B) < oo. Pour tout indice, k, soit
Sy = UleAj et posons Sy, = UpAg. Puisque Sj est u,-mesurable pour tout &, on a

p(B) < pe(B N Sk) 4 (B 0 S)) < (B N Soo) + (B N ),

pour tout indice k. Puisque les ensembles B N .S déroissent avec k, 'égalité (6.5) permet
décrire
1 (B) < pu(B N Seo) + (B N S5,),

ce qui suffit. O

Proposition 6.1.35. Soit p. une mesure intérieure sur X ; si (Ag)r est une suite d’en-
sembles p.-mesurables deuz a deux disjoints, alors, pour tout B C X tel que pu.(B) < oo,
on a

pa(B N (UpAr)) = > (B0 Ay).
k

Démonstration. Soit S = U _1A;; par définition d'une mesure intérieure, on a
lim 12 (B 85) = e (O0(B \ S1) = e (O4(B 1 A7)
De plus, puisque U;A; et Si sont p.-mesurables, on peut écrire
1(B) = px(B N (UjA5)) + px(B N (N AF)) = (B 0 Sk) + (B 0 Sg),
pour tout k. On a donc

(U (B A + (0 (B NAS)) = (B S) + (BN SE)

k
Z (BN Aj) + p(B\ Si).

En passant a la limite sur k, on obtient

(U (BN AY)) + (N (BN AS)) =D (BN A)) + pa(Nj(B N AS),
J
ce qui permet de conclure. ]

Corollaire 6.1.36. Soit j. une mesure intérieure sur X ; si (Ag)p est une suite d’ensembles
w-mesurables, alors, pour tout B C X tel que p.(B) < oo, on a

pa(B N (UpAr)) < (B0 Ay).
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Démonstration. Soit D1 = Aj et Dy = Ak+1\U§f’:1Aj. Ces ensembles sont pi.-mesurables,
deux a deux disjoints et tels que Up Dy = UpAg. Il vient de suite

p(B 0 (UpAg)) = (B N (U Di)) = D pi(B N D) < Y (BN Ag),
k k

comme annonceé. O

Bien stir, si u.(X) < 00, le résultat précédent implique que 1'on a toujours p. (UgAg) <

2 1 (Ag)-

Mesure intérieure construite a partir d’'une mesure extérieure

L’approche de Lebesgue reposait originellement sur la construction d’'une mesure exté-
rieure et d’'une mesure intérieure associée pour définir la mesurabilité. Nous donnons ici
les idées de base de cette théorie. Nous suivons les approches de Lebesgue et Carathéo-
dory. Certains résultats sont inspirés de [9]. L’approche est a chaque fois identique : un
ensemble mesurable A est un ensemble pour lequel . (A) = p*(A). La proposition 6.1.47
montre que ’on peut bien souvent s’affranchir des mesures intérieures.

Définition 6.1.37. Si pu* est une mesure extérieure finie sur X, la mesure intérieure de
Lebesgue associée est I’application u, définie sur p(X) par

pix(A) = p* (X) — p*(A9).

Proposition 6.1.38. Une mesure intérieure de Lebesque construite a partir d’une mesure
extérieure régquliére est une mesure intérieure au sens de la définition 6.1.33.

Démonstration. On remarque directement qu’il s’agit d’une application super-additive.
L’égalité (6.5) résulte de la proposition 6.1.8. O

Originellement, Lebesgue définit un ensemble mesurable comme un ensemble F pour
lequel p(A) = p*(A). Cela revient a exiger 1'égalité p*(A) + p*(A°) = p*(X). Mon-
trons que cette condition est équivalente a notre définition pour les mesures extérieures
régulieres finies.

Proposition 6.1.39. Si u* est une mesure extérieure réguliere sur X finie, alors M est
w*-mesurable si et seulement si

W (X) = 1 (M) + (M),

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Prouvons la suffisance; étant
donné une partie A de X, soit B un ensemble p*-mesurable contenant A tel que p*(A) =
wu*(B). Par définition de la mesurabilité, on a

pr (M) = p*(M N0 B) + p* (M N B°)

et
§F (M) = @ (M€ 0 B) + " (M° 1 BY).
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Il vient donc

pH(X) = p* (M) + p*(M°)
= (MNB)+p (MnNB®)+ p*(M°N B) + p*(M° N B°)
z p*(B) + p*(B°) = p(X)

On a donc obtenu 'égalité
p*(B) + p*(B°) = p*(M N B) + p*(M N B°) + p*(M°N B) + p*(M° N B°).
Vu la sous-additivité de p*, on a
u*(BY) < p* (M° 0\ B) + p*(M© 1 B°)
et donc
u*(B) > u*(M 0 B) + u* (M 1 BY).
Maintenant, puisque ANM C BNM et ANE°C BNE° on a
1(ANE) + 1" (AN E*) < p* (B E) + 1" (B 1 EY) < i (B) = u*(A),
ce qui montre que M est mesurable, puisque A est arbitraire. ]

Ce résultat est aussi valable pour les mesures intérieures.

Définition 6.1.40. Etant donné une mesure extérieure ou intérieure v sur X , une ap-
plication super-additive p sur X est dite v-réguliere si pour toute partie A de X, il
existe un ensemble B inclus dans A qui est a la fois y-mesurable, v-mesurable et tel que

u(A) = v(B).
Proposition 6.1.41. Si u est une application super-additive finie p-réguliere sur X, alors
une partie M de X est u-mesurable si et seulement si

w(X) = p(M) + p(M°).

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire ; prouvons la suffisance. Soit My
et My deux ensembles p-mesurables tels que My C M, My C M¢ et p(My) = p(M),
u(Mz) = p(M¢°). Pour tout ensemble A, soit M, une partie de A p-mesurable telle que
u(My) = p(A). On a
p(My) + p(M7) = p(X) = p(M) + p(M°)
et 'égalité (M) = p(M) implique p(MF) = p(M°).
On a My C M°¢ C M{, donc
(M 1 M) = p(Ma 0 M) < (M 0 M5) = (Mo 11 M) = (M 1 (M \ M)
< pMP\ My) = p(M7) — p(Ma) = p(M®) — p(M°)
=0

Nous venons donc de montrer que 'on a p(Ma N M) = p(Ms N MY). En conséquence,
on peut écrire

WANDM) + p(ANM) = p(Ma N M) + p(Ma N M)

= p(Ma N M) + p(Ma N M) = p(Ma)

w(A),

ce qui suffit. O
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Introduisons la construction d’'une mesure intérieure selon Carathéodory.

Définition 6.1.42. Une mesure intérieure u, sur X est une mesure intérieure de Carathéo-
dory s’il existe une mesure extérieure p* sur X telle que

px(A) =sup{p*(M): M C A, M est p*-mesurable},
pour tout A C X.

Si s est une mesure intérieure de Carathéodory, nous noterons systématiquement p*
la mesure extérieure associée. Bien sir, si A est p*-mesurable, on a p.(A) = p*(A).

Lemme 6.1.43. Soit p. une mesure intérieure de Carathéodory sur X ; si M est p*-
mesurable, alors M est également p.-mesurable.

Démonstration. Si A est une partie de X, on a

pi(A) = sup{p*(M"): M' C A et M p*-mesurable}
= sup{p*(M' N M)+ p*(M' "M : M' C Aet M' p*-mesurable}
<sup{p (M'NM): M C Aet M' p*-mesurable}
+sup{p*(M" N M) : M" C Aet M" y*-mesurable}
=sup{p*(M'): M'C ANM et M' p*-mesurable}
+sup{p*(M"): M" Cc AnM®et M" j*-mesurable}
= (ANM) + p (AN M),

ce qui suffit. ]

Lemme 6.1.44. Toute mesure intérieure de Carathéodory p, sur X est pu*-réguliére.

Démonstration. Si p.(A) = oo, M = X convient. Si u.(A) < oo, pour tout k € Ny, soit
Mj, un ensemble p*-mesurable inclus dans A tel que

() < (M) +1/k.

Soit M = Uy Mj, ; cet ensemble est u*-mesurable, inclus dans A et tel que p*(My) < p*(M)
pour tout indice k. On a ainsi

px(A) < p*(M) = pu(M).

De plus, nous savons que M}, est p.-mesurable pour tout k, ce qui implique que M est
également u,-mesurable. O

Proposition 6.1.45. Toute mesure intérieure de Carathéodory est une mesure intérieure
au sens de la définition 6.1.33.

Démonstration. Etant donné une mesure intérieure de Carathéodory p, sur X, seule
Iégalité (6.5) n'est pas évidente. Soit (Ag)r une suite d’ensemble de X décroissante.
Pour tout indice k, soit My C Aji une partie p,-mesurable, pu*-mesurable et telle que
i (Ag) = p*(My). On peut écrire

P (N Ag) = pra(lim Ag) > po. (lim My) = p* (Tim My,)

> lim " (My) = lim o (Ag) = lim g (Ag) > (O A),

ce qui suffit. O
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Nous pouvons a présent comparer les approches de Lebesgue et Carathéodory.
Proposition 6.1.46. Une mesure extérieure u* sur X finie est réguliére si et seulement si
pH(X) = (A°) = p(A),

pour tout A C X, ot us est la mesure extérieure de Carathéodory.
Démonstration. Supposons que p* est régulier et étant donné A, soit M un ensemble p*-
mesurable contenant A° tel que p*(A€) = p*(M). Soit aussi M’ un ensemble p*-mesurable
tel que M’ C A et pu.(A) = p*(M'). On a

pi(X) = p*(A%) = p*(X) = p* (M) = p" (M) < pa(A),
puisque M€ est un ensemble p*-mesurable inclus dans A. Cela étant, on a aussi

pa(A) = (M) = i (X) — i (M) < 1 (X) — " (A°),

ce qui montre la nécessité de la condition.
Montrons que la condition est suffisante. Etant donné un ensemble A de X, soit M C A€
un ensemble p*-régulier tel que

p(X) = (A) = pu(A°) = p* (M),
ce qui implique

i (A) = p*(X) — (M) = o (M),
Autrement dit, nous avons trouvé un ensemble M’ p*-mesurable contenant A et tel que
w*(A) = p*(M’), ce qui montre que p* est régulier. O

Proposition 6.1.47. Si u* est une mesure extérieure réquliére finie sur X, soit u, la mesure
intérieure de Carathéodory associée ; les conditions suivantes sont équivalentes :

— A est us-mesurable,

— A est u*-mesurable,

— px(A) = p*(A).

Démonstration. Puisque X est p*-mesurable, on a p*(X) = p.(X). Supposons que A soit
ps-mesurable et soit My, Ms deux ensembles p*-mesurables tels que My C A, My C A°
et p* (M) = ps(A), p*(Mz) = p(A°). On a

On a donc
p(X) = pt(MY) + p* (My) > p*(A) + ' (A) 2 p* (X)),
ce qui permet de conclure, grace a la proposition 6.1.39.
Nous savond déja que si A est p*-mesurable alors u,(A) = pu*(A).
Supposons que A soit tel que p.(A) = p*(A). On a
a(A) + i (A%) = 1 (A) + p1a(A%) = 5" (A) + (5" (X) — 1 (4))
= " (X) = (X)),

ce qui montre que A est p,.-mesurable et termine la démonstration. O
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La mesure intérieure de Lebesgue

A titre d’application, présentons la mesure de Lebesgue via une mesure intérieure. A
partir de la mesure extérieure, Lebesgue pose, étant donné un ensemble A de R inclus
dans l'intervalle |a, b,

Li(A)=b—a— L*(a,b[\A).

Il définit les ensembles mesurables comme étant ceux pour lesquels la mesure inférieure
est égale a la mesure supérieure. Dans ce cas, vu la symétrie de 1’égalité précédente, il est
clair que la mesure extérieure ne joue qu’un role auxiliaire.

Définition 6.1.48. La mesure intérieure de Lebesgue est 'application
Li:p(R) —[0,00] A sup{L*(K): K C A, K est compact}.
On a bien entendu £,(A) < L*(A) pour tout ensemble A, avec 1’égalité si A est compact.

Remarque 6.1.49. Il pourrait sembler plus intuitif de partir de la définition de £* pour
poser

Li(A) = sup{z Vol(I) : Uply C A, Iy est un intervalle compact}.
k

Cependant, avec cette définition, les irrationnels de [0, 1] seraient de mesure intérieure
nulle.

Proposition 6.1.50. L’application L, est mesure intérieure.

Démonstration. L’application est super-additive. Si A et B sont deux ensembles disjoints
de R, soit K7 et Ky deux ensembles compacts inclus dans A et B respectivement. La
distante entre K7 et Ko étant strictement positive, on a

LK)+ L*(Ky) = LK1 UKy) < L.(AUB),
puisque K7 U K5 est un compact de AU B. On a donc obtenu
L.(A)+ L.(B) < L,(AUDB).
Soit maintenant une suite décroissante d’ensembles (Ay) telle que u. (A1) < oco. Etant

donné ¢ > 0, pour k € N, soit K un compact de Ay tel que p.(Ag) < p*(Ky) + €/k.
L’ensemble limj K} est un compact de N Ay et

h]gn,u«*(Ak) < @M*(Kk) + - < M*(@Kk) < pa(MiAg).

| o™

Aussi, on a pui (N Ag) < s (Ag) pour tout k et donc p (N Ag) < limg pa (Ag). O
La définition suivante est naturelle.
Définition 6.1.51. Un ensemble A est Lebesgue-mesurable si £,(A) = L*(A).

Lemme 6.1.52. Les intervalles sont Lebesque-mesurables et on a L(I) = L*(I) = Vol(I),
pour tout intervalle I de R.
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Démonstration. Supposons que I soit un intervalle d’extrémités a,b € R, avec a < b. Nous
savons déja que L*(I) = b — a. Pour £ > 0 suffisamment petit, soit I. = [a+¢/2,b—¢/2].
Cet intervalle est compact et on a £*(I;) = b — a — . Ainsi, on doit avoir

L)>L()=b—a—c¢.

Puisque ¢ est arbitraire, on obtient £.(I) > b — a.
Si I est un intervalle non borné, pour tout &k € N*, il existe un intervalle compact I,
inclus dans I tel que £*(I) > k, ce qui implique L, (I) = oo. O

Proposition 6.1.53. Si (Ay)x est une suite d’ensembles Lebesques-mesurables deux a deuz
disjoints, alors Uiy Ay est Lebesque-mesurable et

ﬁ*(UkAk) UkAk Zﬁ* Ak

Démonstration. On a bien entendu

LH(UpAr) < )L (Ap).

k

Supposons avoir L,(Ag) < oo pour tout k. Pour € > 0 fixé, soit K} un compact inclus

dans Ag tel que
€

27]{: .

Les ensembles K sont deux a deux disjoints et par conséquent, pour tout kg € N*, on a

k‘o k,'() kO
LK) =) LK) =D La(Ay) —e.
k=1 k=1 k=1

L*(Ky) > Li(Ag) —

Puisque U],zole k est un compact de Ui Ay, il est Lebesgue-mesurable, donc

L. (UpAy) > UKk Z (A — e

k=1

En faisant tendre kg vers I'infini, on obtient

L.(Updr) 2 L (Ap),

k

¢ étant arbitraire.
Si L, (Ag,) = oo, pour tout [ € N*, il existe un compact Ky, ; de Ay, tel que L* (K, 1) >
l. Si, pour k # ko, K est un compact de A, on obtient

ko—1
E*(UkAk) > E*(Kko,l U U Kk) > [,
k=1
ce qui implique L, (Ui Ag) = oo. O

Lemme 6.1.54. Les ensembles ouverts sont Lebesque-mesurables
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Démonstration. Cela résulte de la Proposition A.2.2 et de la Proposition 6.1.53. O
La mesure intérieure proposée ici est celle de Carathéodory.

Proposition 6.1.55. On a
L.(A) =sup{L(M): M C A, M est L*-mesurable}. (6.6)

Démonstration. Cela résulte de la régularité de la mesure de Lebesgue. Soit £, la mesure
intérieure de Lebesgue telle que proposée dans la Définition 6.1.48 et posons

pi(A) =sup{L*(M): M C A, M est L*-mesurable}.
On a bien entendu £, (A) < p.(A), par définition. Supposons d’abord p.,(A) fini. Etant
donné k € N*, soit M} un ensemble L£*-mesurable tel que My C A et

1

Par régularité, pour M, fixé, étant donné | € N*, il existe un compact K} ; inclus dans
My, tel que

* * 1
L5(Krg) > £5(My) = 57
On a donc )
L5 (Kp) > pe(A) = o
et

comme attendu.

Si p(A) = oo, pour tout £ € N* il existe un ensemble £* mesurable My de A tel
que L*(My) > 2k et donc un compact K de M tel que L*(Kj) > k, ce qui implique
L (A) = 0. O

Lemme 6.1.56. Tout ensemble L*-mesurable est Lebesque-mesurable.

Démonstration. Vu la relation (6.6), si A est L*-mesurable, on a directement 1’égalité

L.(A) = L*(A). 0

Montrons maintenant que L, peut aussi prendre la forme d’'une mesure intérieure de
Lebesgue, au sens de la Définition 6.1.37.

Proposition 6.1.57. Si A est une ensemble inclus dans un ensemble ouvert borné U, alors
on a

Li(A)=L(U)—- LU\ A).
Démonstration. Soit € > 0 et K un compact de A tel que
LK) > Li(A) —e.
On peut écrire

LHU) = L5UN\A) > LHU) — L5UN\K) = LK) > Ly(A) — e
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ce qui procure L,(A) < L*(U) — L*(U \ A).
Maintenant, pour € > 0, soit 2 un ouvert de U comprenant U \ A et tel que
Li(Q) <L (U\A)+e.
Puisque U \ 2 est une partie de A, on a

LAU) = LU\ A) < L5U) = LYQ) +2 = LUNQ) 4= LU\ Q) +¢
< Lo(A) + ¢,

ce qui termine la démonstration. ]

On retrouve la Proposition 6.1.47 dans le cas de la mesure de Lebesgue.

Proposition 6.1.58. Un ensemble borné est L*-mesurable si et seulement s’il est Lebesgue-
mesurable.

Démonstration. Nous savons déja qu'un ensemble £*-mesurable est Lebesgue-mesurable.
Si I'ensemble borné A vérifie £,(A) = L*(A), alors, vu la Proposition 6.1.57, on a

P (A) +p U\ A) = p*(U),

pour un ensemble ouvert U assez grand. Il en résulte que A est L£*-mesurable. O

6.2 La mesure de Hausdorff
La mesure de Hausdorff peut étre vue comme une généralisation de la mesure de Lebesgue.

Elle joue un réle important en analyse fonctionnelle [12], en analyse multifractale [13] et
en géométrie [18].

Définition

Par souci de simplicité, nous nous limiterons ici aux espaces euclidiens, méme si la plupart
des considérations présentées ici peuvent étre transposées aux espaces métrisables sépar’es.

Etant donné une partie A de R? et & > 0, soit R.(A) I'ensemble des recouvrements de
A par des ensembles de diameétre au plus ¢ :

Re(A) = {(Ek)r : A C UpEy et diam(Ey) < ¢ Vk}.
Pour A > 0, on définit alors "application ’H? par

M p(RY) — [0,00] A inf{)  diam"(Eg) : (Ep)i € Re}. (6.7)
k

Pour h = 0, il faut soit convenir qu’une somme vide vaut 0, soit poser H2(&) = 0.

Lemme 6.2.1. L’application définie par (6.7) est une mesure extérieure.
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Démonstration. Pour € > 0 et h > 0, & peut étre recouvert par un ensemble de diametre
nul donc H(@) < 0.
Siona AC Bet (Ey), € Re(B), alors (Ex)x € Re(A) et donc H!(A) < HM(B).
Enfin, si (Ag)i est une suite de parties de R?, soit & > 0 et pour tout k € Ny, soit
(Ek,j); une suite de R.(Ay) telle que

Y " diam"(Ey ;) < HE(Ag) +6/2".
J

La suite définie par (Ej ;) ; appartient a R.(UyAy) et on a trivialement

H(UpAR) <Y D diam®(Bry) < Y HI(Ar) +0,
kE J k

ce qui permet de conclure. O

Définition 6.2.2. Etant donné h > 0, la mesure extérieure de Hausdorff d’exposant h est
I’application
H' : o(RY) = [0,00] A — supH(A).
e>0
Puisque 0 < ¢ < § implique R-(A4) C Rs(A), on a HI(A) < H(A) pour de tels
nombres. On en déduit que 'on a
H(A) = lim H"(A),

e—0
pour tout ensemble A.
Proposition 6.2.3. L’application H" est une mesure extérieure métrique.

Démonstration. On constate directement que H"(@) = 0; tout aussi aisément, A C B
implique H*(A) < H"(B) pour tout £ > 0 et donc H"(A) < H"(B). De la méme maniere,
si (Ag)r est une suite d’ensembles, on a

HE(URAR) < D HE(AR) < Y HM(A).
k k

Ainsi, H" est une mesure extérieure.

Si maintenant A et B sont deux ensembles tels que d(A, B) > 0, soit 6 = d(A, B). Pour
0 <e<d,si (Fg)r appartient & R.(A U B), on a soit By N A = &, soit Ex N B = & pour
tout indice k. Des lors, on a, pour un tel nombre £, H? (AU B) = HI(A) + H!(B). On a
donc HM(A) + HM(B) < H'(AU B) et un passage & la limite permet de conclure. O

Remarque 6.2.4. Nous avons incidemment montré que 7—[? est aussi une mesure extérieure
métrique.

Définition 6.2.5. La mesure de Hausdorff d’exposant h > 0 est I'application H" restreinte
aux ensembles H"-mesurables.

Le résultat géométrique suivant nous sera utile par la suite.

Lemme 6.2.6. Si A est une partie bornée de R?, A et son enveloppe convexe ont le méme
diameétre.
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Démonstration. Soit B '’enveloppe convexe de A ; on a bien stir diam(A) < diam(B). Soit

maintenant z et 2’ deux points de B. Il existe dés lors p € N nombres positifs Ai,..., A,
tels que Y°7_; Ar = 1, ¢ € N nombres positifs Aj,..., A, tels que Y3/, X}, = 1, p points
r1,...,2p de A et ¢ points 7, ..., z; de A pour lesquels on a
P
Z/\ka:k et 2 = Z)‘kxk
=1 k=1
On a donc

k:l k=1
q P q p
= Z/\;c‘ Z)‘J<x3 —ap)| < Z/\;e Z)‘J’% |
k=1 J=1 k=1 Jj=1
< diam(A) Z N Z Aj = diam(A),
k=1 j=1
ce qui suffit. ]

Corollaire 6.2.7. On peut remplacer les suites d’ensembles définissant R. par les suites
d’ensembles convexes pour définir ’application ”H? (et donc lapplication H").

Si par contre on choisit de boules pour recouvrir I’ensemble, on obtient une mesure
différente, que nous allons introduire ici. Etant donné une partie A de R? et ¢ > 0, soit

RL(A) = {(Bg)k : B est une boule telle que diam(By) < & Vk et A C UpBy}.
On pose alors, pour h > 0,
Bl : p(RY) — [0,00] A inf{)_ diam™(By) : (By)i € RL}.
k

Comme pour la mesure extérieure de Hausdorfl, on montre que 'application précédente
est une mesure extérieure métrique.

Définition 6.2.8. Etant donné h > 0, la mesure extérieure de Hausdorff-Besicovitch d’ex-
posant h est I’application

B": p(RY) — [0,00] A supBl(A).
e>0

Les deux mesures extérieures sont équivalentes au sens suivant.

Proposition 6.2.9. Quel que soit h > 0, on a
Hr < B < 2

Démonstration. On déduit directement des définitions que I'on a toujours H?(A) <
B"(A), pour tout ensemble A.

Si maintenant (FEj)x est une suite de R.(A), soit By une boule contenant Ej telle
que diam(By) = 2diam(FE},) pour tout k. On a (By)r € Rh(A) et 3, diam"(By) =
2h S, diam™(Ey), ce qui implique Ba.(A) < 2"H(A). O
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On peut directement remarquer que H® est la mesure de dénombrement, qui & un
ensembe associe son cardinal (on constate aussi directement que cette mesure est définie
sur p(R?)).

Proposition 6.2.10. Dans R, on a H' = L*.

Démonstration. Soit A une partie de R et € > 0; on a
L*(A) = inf{D Vol(Ry) : (Ri)i € Ga}
k

< inf{>_ Vol(Ry) : (R)x € €a, diam(Ry) < & Vk} =M.,
k

ce qui montre que £* < H'.

Pour j € Z, posons I; = [je, (j + 1)e] et remarquons que 'on a trivialement, pour tout
(Ri)k € Ca, diam(R, N 1) < e et ;4 diam(Ry, N 1) < diam(Ry), quel que soit k € No.
On peut donc écrire

L*(A) = inf{d Vol(Ry) : (Re)r € Ca}

k
>inf{) > Vol(RyN1I}) : (Re)i € Ga} = HL(A),
k jez

comme attendu. O

Pour les ensembles compacts, on peut ne considérer que les recouvrements finis pour
la définition de H".

Lemme 6.2.11. St K est un ensemble compact, on peut remplacer les suites d’ensembles
définissant R. par les suites finies d’ensembles recouvrant K pour définir lapplication H"
(et donc Uapplication H" ).

Démonstration. Soit ¢ > 0; étant donné & > 0 suffisamment petit, posons ¢/ = (¢ —
§/4)1/" (on suppose avoir €’ > 0) et soit (Ej)x une suite de R/ (K) telle que

> diam"(Ey) < HE(K) +6/2.
k

Pour un indice k fixé, soit (5 un intervalle compact dont 'intérieur contient Ey et tel que
diam”(Qg) < diam”(Ey,) + §/2¥!. La famille formée des Q5 constitue un recouvrement
ouvert de K ; on peut donc en extraire un recouvrement fini. Ainsi, il existe N € Ny tel
que K C U{f:le et

N
HI(K) <) diam™(Qp) < Y diam"(Ey) + /2 < HE(K) + e <HIK) +e,
k=1 k

ce qui permet de conclure. O
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Premieres propriétés

Donnons les propriétés de base de la mesure extérieure de Hausdorff.
La mesure extérieure de Hausdorff est Borel-réguliere.

Proposition 6.2.12. Pour tout ensemble A de RY, il existe un ensemble G € 95 contenant

A tel que HM(G) = HM(A).

Démonstration. Si H"(A) = oo, G = R? convient. Dans le cas contraire, pour j € N,
puisque Hg/j(A) < H?/j(A), il existe unse suite d’ouverts (Uj ) de Ry/;(A) telle que

> diam"(Uj k) < HY/;(A) + 1/5.
k

L’ensemble G = Nj; Uy, Ujx appartient a %5 et, puisque (Ujx)xr appartient & Ry /;(G),
My (G) < HY L (A) +1/5

En passant & la limite, on obtient H"(G) < H"(A). L’inégalité inverse résulte de I'inclusion
ACAG. O

Corollaire 6.2.13. Pour tout ensemble A de RY, il existe un ensemble borélien B contenant

A tel que HM(B) = H"(A).
Démonstration. De fait, les éléments de ¥5 sont boréliens. ]

Remarque 6.2.14. La mesure extérieure de Hausdorff #" n’est pas de Radon lorsque
h n’est pas entier (nous verrons que pour h entier, la mesure extérieure de Hausdorff
s’identifie & la mesure de Lebesgue).

Proposition 6.2.15. Pour tout ensemble A de R? tel que ’Hh(A) < 00, il existe un ensemble
F € .Z, contenu dans A tel que H"(F) = H"(A).

Démonstration. Vu la proposition 6.2.12 (et la démonstration associée), il existe une suite
d’ouverts (Uy) contenant A tels que H"(A) = H"(NxU}). Par la proposition 1.1.14, il
existe une suite croissante (F} ;); de fermés telle que Uy, = U, F}, ;. Par continuité, on a

HmH" (AN Fy ;) = H' (AN U) = H"(A).
J
Ainsi, pour tout € > 0 et tout k € Ny, il existe un indice j; tel que
HMAN Fiy,) < /28
Définissons alors I’ensemble fermé F' = M Fy, j, pour avoir

H(F) > HMANF) > H'(A) = > HMAN Fry,y) > H'(A) —<.
k

Puisque F C MU, on a H"(F \ A) < H'(nxUy \ A) = 0. Par la proposition 6.2.12, il
existe un ensemble G de %5 contenant F'\ A tel que H"(G) = 0. De 13, F\ G est un
élément de .%, inclus dans A tel que

HMYEF\G) = HNF) —HNG) = H'A) —e.
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Ainsi, étant donné k € Ny, il existe un ensemble F}, de %, inclus dans A tel que
H(F) = HM(A) — 1/E.
En posant F' = Ui F},, nous avons construit un ensemble de .%, inclus dans A tel que
HM(A) > HM(F) = 1 (Fp) > H(A) - 1/k,
pour tout k, ce qui suffit. O

D’apres le résultat qui suit, 'estimation de la mesure de Hausdorff par un recouvrement
d’ensembles suffisamment petits est efficace.

Proposition 6.2.16. Si A est un ensemble H"-mesurable de mesure finie, pour € > 0, il
existe 6 > 0 tel que pour toute suite de boréliens (By), vérifiant 0 < diam(Bj) < 0 pour
tout indice k, on a

H' (AN Br) <) diam™(By) + ¢
k k

Démonstration. Par définition de H", il existe § > 0 tel que

H'(A) < HY(A) +¢/2< ) diam"(Ry) + /2, (6.8)
k

pour toute suite (Ry)r de Rs(A).
Cela étant, étant donné une suite de boréliens (By)y vérifiant 0 < diam(By) < § pour
tout indice k, soit (Ej)i une suite de Rs(A \ UxBy) telle que

HM(A\URBy) > > diam"(Ey) — ¢/2.
k

Bien sir, (UgBg) U (U E)) appartient a Rs(A) et

H(A) < Z diam™(B},) + Z diam"(Ey) 4 /2,
k k

u (6.8), valide pour ce recouvrement particulier. On a des lors

"' (AN )Br) =H"(A) — H'(A\ Ui By)
<Zd1am (Bk) —i—Zdlam Ek)+5/2—Zd1am (Ex) +¢/2

k
= Z dlam (Bg) +

comme annonce. O
Considérons a présent les propriétés d’invariance par dilatation.

Proposition 6.2.17. Etant donné un ensemble A et une constante ¢ > 0, on a

HM(cA) = PHI(A).
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Démonstration. Si (Ey)r appartient a R.(A), alors (cEy)r appartient a R..(A4). On a
donc

HI (cA) < Z diam" (cEy) = " Z diam"(E},),
k k
ce qui implique H" (cA) < "HI(A) et donc H"(cA) < "H(A), par passage & la limite.
En prenant ¢ = 1/c et A’ = cA, on obtient I'inégalité inverse et donc 1’égalité. O

Définition 6.2.18. Si A est une partie de R%, une application f : A — R™ est uniformément
holderienne d’exposant o > 0 s’il existe une constante C' > 0 telle que

|f(x+h)— f(@)] < C[h|%, (6.9)
pour tout z € A et tout h tel que z + h € A.

Proposition 6.2.19. Si A est une partie de R¢ et f : A — R™ est une application unifor-
mément hélderienne d’exposant a > 0, alors on a

HY(F(A)) < CMoHM(A),
ot C > 0 est la constante de Holder dans l'inégalité (6.9).

Démonstration. Si (Ey)j est une suite de R.(A), alors, puisque
dlam(f(A N Ek)) < Cdiamo‘(Ek),

pour une constante C' > 0, la suite (f(A N Ey))x appartient & Reze(f(A)). On a de plus

Z diam™*(f(AN Ey)) < Che Z diam"(E}),
k k

ce qui implique Hg/;i (A) < CMonh(A). O
En particulier, si Papplication f est lipschitzienne (i.e. uniformément hélderienne d’ex-

posant un), la derniere inégalité devient H"(f(A)) < C"H"(A).

Relation avec la mesure de Lebesgue

Notre but est de montrer ici que la mesure de Hausdorff généralise la mesure de Lebesgue.

Lemme 6.2.20 (recouvrement de Vitali). Si € est une collection de boules fermées de R?
telle que sup{diam(B) : B € €} < oo, alors il existe une famille dénombrable (éventuel-
lement finie) .F de boules deuzx & deuz disjointes de € telle que

U Bc | 5B
Bew BeF
Démonstration. Soit A = sup{diam(B): B € ¥} < oo et pour k € Ny, soit

A . A
%k:{BGCK:Q—k < diam(B) < F}

Soit P I’ensemble des familles deux a deux disjointes de %1. On définit la relation C sur
P comme suit :
ACB&VAe AdBeB: A=B.
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Soit 77 un élément maximal de P ; montrons que #; est dénombrable. Pour B € 74, soit
gp € Q" tel que gp € B. L’application qui & B associe gg étant injective (les éléments de
¥, étant disjoints), ¥] est dénombrable.

Si 74, ..., 7._1 ont été construit, soit ¥} une collection maximale obtenue a partir de
k—1
{Be¢.:BNB =2 VB |7}
j=1

Soit alors ¥ = U7 ; par définition, ¥ est une famille dénombrable de boules deux &
deux disjointes de %.

Etant donné est un élément B de %, soit k I'indice tel que B € %. Par construction, il
existe B’ € U;?:l”f/k tel que BN B’ # @. Puisque diam(B’) > A/2% et diam(B) < A/2F 1,
on a diam(B) < 2diam(B’). Si zg est un point de BN B’ et z/, est le centre de B’, pour
tout x € B, on a

d' B/ d B/
| — 27| < o — zo| + |wo — 2| < diam(B) + m;( ) <5 Hm;( ).

ce qui implique que x appartient a 5B’. O

Définition 6.2.21. Une collection d’ensemble ¥ est une classe de Vitali pour un ensemble
A si pour tout x € A et tout € > 0, il existe £ € ¥ tel que x € FE et 0 < diam(F) < e.

Théoréme 6.2.22 (recouvrement de Vitali). Soit A une partie H"-mesurable de R? et
¥ une classe de Vitali d’ensembles fermés pour A ; il existe une suite (Fy), d’éléments
deur o deuz disjoints de ¥ (éventuellement finie) telle que soit 3., diam"(F},) = oo, soit
Hh(A \ Uka) =0.

Si de plus H"(A) < 0o, pour € > 0, on peut choisir les Fy, tels que

H'(A) < diam"(Fy) +e.
k

Démonstration. Soit § > 0; sans restriction aucune, on peut supposer que F' € ¥ implique

0 < diam(F') < 4. Soit F} un élément de ¥ et si Fi,..., Fy_1 ont été construits, soit
k—1
dr = sup{diam(F) : F € ¥, F N U F; = o}.
j=1

Sidp,=0,onaAC U?;lle et la premiere partie du théoreme est démontrée. Sinon, soit
Fy € ¥ disjoint de USZ] F, et tel que diam(F}) > dy/2.
Supposons que dj, > 0 pour tout k et que ), diamh(Fk) < 00. Pour tout indice k soit

By une boule de centre appartenant a Fy, et de rayon 3 diam(F}y). Montrons que pour tout
k> 2,0na

k
AYJFc U B (6.10)
j=1 k41

Si x appartient & A\U?ZIF j, il existe F' € 7 d’intersection vide avec U?ZlF jtelquez € F.
Puisque la suite diam(F}) tend vers zéro, il existe jo tel que diam(F') > 2diam(Fj,). Des
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lors il existe un indice j vérfiant k < j < jo tel que F' intersecte Fj et diam(F) <
2diam(F}j). Pour un tel ensemble, on a F' C Bj, ce qui établit la relation (6.10).
Pour e >0, on a

’Hh(A\Uj HI (AN UF Z diam”( —6h Z diam”(

j=k+1 j=k+1

pour autant que k soit choisit assez grand, pour assurer la relation diam(B;) < € pour
j > k. On obtient donc H?(A\ U;F;) = 0 pour tout ¢ > 0, ce qui implique la premitre
partie du théoreme.

Pour la seconde partie, supposons que le nombre § du début de la preuve est choisit
pour correspondre au nombre § de la proposition 6.2.16. Bien str, si ), diamh(Fk) = o0,
il n’y a rien a montrer. Dans le cas contraire, vu la premiere partie de la démonstration
et la proposition 6.2.16, on a

HM(A) < ’HhA\UFk +?{hAﬂUFk _O+HhAﬂUFk

Z dlam (Fy) +

comme annonceé. O

Nous pouvons a présent montrer que la mesure extérieure de Hausdorff généralise la
mesure de Lebesgue. Plus précisément, pour lex exposants entiers, les mesures de Lebesgue
et de Hausdorff sont égales a une constante multiplicative pres. Remarquons que cette
relation est valide pour les mesures extérieures.

Théoréme 6.2.23. Pour tout ensemble A de R?, on a

L*(A) = HA(A).

291(14d/2)

Démonstration. Posons ¢g = 7%2/T(1+d/2) et montrons que I'on a £* < ¢gH%/2%. Etant
donné £ > 0, soit (E}) une suite de R.(A). L’inégalité isodiamétrique fournit la relation

() <YL (E) < e Y (BnER)
k k

En prenant Uinfimum sur les suites (Ej )k, on obtient 'inégalité souhaitée.
Pour l'autre inégalité, on peut bien str supposer avoir L*(A) < co. Soit € > 0 et (Ry)x
un recouvrement de A par des intervalles ouverts tel que

> Vol(Ry) < L*(A) + ¢

Soit § > 0; les boules fermées de rayon au plus ¢ incluses dans R définissant une classe
de Vitali (pour Ry), il existe une suite (By, j); de boules de Ry deux a deux disjointes de
rayon au plus § telle que H4(Ry, \ U; By ;) = 0. En particulier, on a H$(Ry, \ U; By ;) = 0.
On a également

Z,c*(Bk,j) = L*(U;By;) < L*(Ry).
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Vu le choix de (Rg)g, on a

HA) <D HI(R) < Z’H(s Ry, \ U;jBi) +Z’H5 U;Br.;)
k

gZZdiam (Br.j) ZZQdﬁ (Bk,j)/ca
kg

<2%/ca) L¥(Ry) < 2d/Cd/l*( ) + 2%/ cq,
k

ce qui permet de conclure. ]

Ainsi pour les exposants entiers, les mesures de Lebesgue et de Hausdorff coincident &
ceci pres que la mesure de Lebesgue du carré unité vaut un, alors que pour la mesure de
Hausdorff, c’est la mesure de la boule unité ! qui vaut 2.

On peut énoncer le théoreme de recouvrement de Vitali pour la mesure de Lebesgue.

Corollaire 6.2.24 (recouvrement de Vitali). Soit A est un ensemble L-mesurable de R? de
mesure finie et ¥ une classe de Vitali d’ensembles fermés pour A ; il existe une suite (F)g
d’éléments deuz o deux disjoints de ¥V (éventuellement finie) telle que L(A\ UiFy) = 0.

Démonstration. Supposons d’abord que A est compact. On peut des lors supposer que les
éléments Fj de I’énoncé sont inclus dans un borélien borné B, ce qui permet d’affirmer
que l'on a

Y " diam?(Fy) < C ) L(Fy) < CL(B) < o0,
k k

pour une constante C' > 0 et le théoreme de revouvrement de Vitali pour H" permet de
conclure.
Pourle cas général, étant donné € > 0, soit K un compact inclus dans A tel que

L(A) < L(K) +e

Vu la premiere partie de la démonstration, il existe une suite (F}y )y vérifiant les hypothese
de I’énoncé pour K ; on a donc
LK\ UgF) =0

En posant £ = AN (UgF}), on obtient
LA\E)=L(A)-L(E)<L(K)-L(E)+e=L(K\FE)+e=¢,

ce qui suffit. O

Dimension de Hausdorff

La dimension topologique, qui & un ensemble associe un nombre entier, peut sembler
limitée lorsque 1’on considere certains ensembles comme par exemple celui de Cantor.
La dimension de Hausdorfl peut prendre des valeurs non entieres et présente toutes les
propriétés naturelles que 1’on est en droit d’attendre d’une dimension.

Etant donne une partie A de R?, I'application h — H"(A) est décroissante, par défini-
tion (les ensembles de recouvrement étant de diametre strictement inférieur & un dans la
définition de la mesure extérieure de Hausdorff). Qui plus est, on a le résultat suivant.

1. Voir légalité (4.6).



6.2. LA MESURE DE HAUSDORFF 195

Lemme 6.2.25. Etant donné un ensemble A de R?, pour tous 0 < h <t on a

quel que soit € > 0.

Démonstration. Pour (Ej)r € Ro(A), on a trivialement
"N " diam’(Ey) > ) diam’(Ey) diam”H(Ey) = > diam" (Ey),
k k k

ce qui suffit. ]

Ainsi, H"(A) €]0, oo[ implique H"°(A) = oo et H"*(A) = 0 pour tout § > 0 tel que
h—46>0.

Définition 6.2.26. La dimension de Hausdorff d’un ensemble A non vide de R? est I'unique
nombre dimy(A) défini comme suit :

dimy(A) = inf{h > 0: H"(A) = 0}.

Afin de différencier I’ensemble vide des ensembles discrets, on pose soit dimy (&) = —1,
afin de correspondre a la dimension topologique, soit dimy (@) = —oc.
Passons maintenant aux propriétés.

Proposition 6.2.27. Si A C B, alors dimy/(A) < dimy(B).
Démonstration. De fait, on a H"(A) < H"(B) pour tout h. O

Lemme 6.2.28. Pour tout A C R?, on a dimy(A) < d et dimy(A) = d si A contient un
ouvert de R.

Démonstration. Soit C' le cube unité de R? et étant donné ¢ > 0, soit k tel que vVd/k < e.
En découpant C' en k¢ sous-cubes de coté de longueur 1/k, on obtient

HUC) < kY Vd/k)? = d¥?,

Ainsi, H"(C) = 0 pour tout h > d. Par conséquent, il en va de méme pour H"(R?),

puisque cet espace peut s’exprimer comme une union dénombrable de translatés de C.
Si A contient un ouvert de R?, il contient une boule dont la mesure est finie et positive ;

on a donc dimy(A4) > d. ]

On peut préciser le lien existant entre dimensio topologique et dimension de Hausdorff.
Théoréme 6.2.29. Pour tout ensemble A de R™, on a dim(A) < dimy(A) < d.

Démonstration. Nous présentons ici une démonstration proche de l'originale [27]. Si A
est tel que H%(A) > 0, on a, vu le lemme qui précede dimy(A) = d et puisque A est
une partie de R?, dim(A4) < d. Il reste & montrer que, pour m € N, si H™T1(A) = 0
alors dim(A) < m. Pour ce faire, soit xg un point de A (on peut supposer A non vide),
S(r) ={x € A: |z — x| = r} et montrons que H™(A) = 0 implique H™(S(r)) = 0
pour presque tout r > 0. On pourra alors conclure par induction.
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Considéros d’abord le cas m = 0. Soit f 'application définie par f(z) = |z — z¢|. On a
[flz+h)— f(@)] =[]z +h—zo| — |2 — 20| | <[z +h—z[=|h],

pour tout h, ce qui implique que f est une contraction. Dés lors, H'(A) = 0 implique
H(f(A)) = 0, vu la proposition 6.2.19. Cela étant, on a

flA)={r:FzecA, |[x—axo|=r}={r:S(r)# 0} ={r:#S(r) > 0}.

Dés lors, H!(f(A)) implique que H°(S(r)) = #S(r) = 0 presque partout.
Supposons maintenant avoir m > 0. Pour j € N fixé, soit (E}, ;) une suite d’ensembles
telle que A C UpE} j et

> diam™ (B ) < 1/5. (6.11)
k

Posons 7, ; = inf{|z —xo| : © € E};} et Ry ; = sup{|x—xo| : © € E}, j}; on a bien entendu
diam(E}y ;) = Ry j — ry ;. Définissons enfin les nombres

diam™(Ey ;) sir € [ryj, Ry ]
dk’j(T) : { 0 ’ sinon ! !

et d;(r) = Y dj(r). Pour tout R >0, on a

R Ry j
/ dy,;(r) dr < / ’ diam™(Ey ;) dr = (R ; — 7%,;) diam™ (Ej, ;)
O Tk,j

< diam(Ey ;) diam™ (Ey, ;) = diam™ (B}, ;).

De la, la majoration (6.11) permet d’affirmer que 'on a
R R
/ dj(r)dr =" / dpj(r)dr <Y diam™ " (Ey ;) < 1/j.
0 e 70 k

Ainsi, la suite ( fOR d;(r)dr); converge vers zéro, c’est-a-dire que la suite (d;(r)); tend
vers zéro en moyenne (voir corollaire 5.1.11). Par conséquent, il existe une une sous-suite
(di(j(r)); de cette suite qui converge vers zéro, pour presque tout r € [0, R]. Maintenant,
on vérifie directement que I'on a

diam™ (Ey, ;) N S(r)) < dg,;(r)
et donc

hjm Z diam™ (Ey ;) N S(r)) = li;n Z i) (r) = 0,
k k

presque partout. Puisque UgEy, 5y N S(r) = S(r), on a H™(S(r)) = 0 pour presque tout
r > 0. O

La dimension de Hausdorf est stable au sens suivant.

Proposition 6.2.30. Si (Ay)x est une suite d’ensembles de RY, on a

dimH(UkAk) = sup{dimq.[(Ak) 1k € No}.
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Démonstration. Nous savons déja que dimy (Ay) < dimy(U;A;) pour tout indice .
Si h est tel que h > dimyg(Ay) pour tout k, H"(Ag) = 0 pour de tels indices et donc
dimy (UxAg) = 0. On a ainsi dimy (U Ag) < h, ce qui montre que

dimH(UkAk) < Sup{dimH(Ak) ke N()}.

Corollaire 6.2.31. Si A est dénombrable, alors dimy(A) = 0.

Démonstration. Pour x € R, puisque H"({x}) = 0 pour tout h > 0, dimy({z}) = 0. On
peut alors conclure grace au résultat précédent. O

Concernant la connexité, on a le résultat suivant.

Proposition 6.2.32. Un ensemble dont la dimension de Hausdorff est strictement inférieure
a un est totalement discontinu?.

Démonstration. Soit A tel que A tel que dimy(A) < 1; on peut considérer que A contient
au moins deux éléments, xo et z(. Considérons encore une fois la fonction f définie sur
tout 'espace qui & z associe f(x) = |x — x¢|. Rappelons que f est une contraction :

[f(x+h) = f(@)] = ||z +h—zo| = |2 — 20| | < |2+ h — [ = [h].
pour tout z, ce qui implique, vu la proposition 6.2.19,
HI(f(A) <H'(A) =0

Autrement dit, f(A) est de longueur nulle et on peut donc trouver un nombre r de
10, f(z()[ qui n’appartient pas & f(A). Posons alors

Up={z:|z—xo|<r} et Us={x:|x—xo>r}
Ces ensembles ouverts sont disjoints et on a zg € Uy, z(, € Uz et A C Uy U Us. ]
Considérons maintenant les fonctions holderienne.

Proposition 6.2.33. Si f : A — R™ est une fonction uniformément hélderienne d’exposant
a >0, alors

dim(£(4)) < dimg(4).

Démonstration. De fait, pour h > dimy(A), par la proposition 6.2.19, on a H"*(f(A))
0.

Ol

En particulier, si f est lipschitzien, dimy (f(A4)) < dimy(A).

Définition 6.2.34. Soit A une partie de R? ; une application f : A — R™ est bi-lipschitienne
s’il existe deux constantes non nulles C; et Cs telles que

Cilh| < [f(z +h) = f(z)] < Calhl,

pour tout = € A et tout h tel que x + h € A.

2. Autrement dit, tous les sous-ensembles de plus d’un élément sont non connexes.



198CHAPITRE 6. QUELQUES NOTIONS SUPPLEMENTAIRES CONCERNANT LES MESURES

Corollaire 6.2.35. Si 'application f : A — R™ est bi-lipschitzienne, alors dimy(f(A)) =

Démonstration. 1l suffit d’adapter la démonstration de la proposition 6.2.19. O

De la méme maniere qu’en topologie, on peut affirmer que deux espaces sont équiva-
lents s’il existe un homéomorphisme entre eux, deux ensembles sont équivalets vis-a-vis
de la dimension de Hausdorff s’il existe une application bi-lipschitzienne les faisant cor-
respondre.

Considérons maintenant la dimension de Hausdorff-Besicovitch.

Définition 6.2.36. La dimension de Hausdorff-Besicovitch d’un ensemble non vide A de
R? est définie par
dimg(A) = inf{h > 0 : B"(A) = 0}.

Cette notion n’apporte rien par rapport a la dimension de Hausdorff.
Corollaire 6.2.37. Pour tout ensemble A, on a dimp(A) = dimy/(A).
Démonstration. Cela résulte directement de la proposition 6.2.9. O

Comme application, considérons la dimension de Hausdorff de I’ensemble triadique de
Cantor.

Proposition 6.2.38. La dimension de Hausdorff de I’ensemble tryadique de Cantor K vaut
h=1n(2)/In(3) et on a HM(K) = 1.

Démonstration. Soit K} 'ensemble constitué de 2% intervalles de longueur 1/3F tel que
K = NiK}. Bien entendu, K peut étre recouvert par les intervalles constitutifs de Ky et
donc
h ko—kh
7—[1/3k(K)<2 3 =1.

Soit maintenant 4 une collection dénombrable d’intervalles de longueur non nulle re-
couvrant K et montrons que

> diam"(I) > 1. (6.12)

L’ensemble K étant compact, on peut supposer que les éléments de % sont fermés et en
nombre fini. On peut en outre supposer que I € € s’écrit [y Ul, UI3, ou I et I3 sont deux
intervalles constitutifs de K pour un k et Iy est ’ensemble ouvert défini par les nombres
strictement compris entre ceux de I; et ceux de I3. Par construction, le diametre de I
n’est pas inférieur a celui de I; ou I3, donc

diam (1) > @ (diam(1;) + diam(Ig))>h > diam" (1) + diam"(I3).

Ainsi, le recouvrement optimum est obtenu lorsque les intervalles I de (6.12) sont des
intervalles constitutifs d’un des ensemble K. Enfin, on peut supposer que dans cette dé-
composition, chaque élément I appartient au méme ensemble K}, (correspondant a I'indice
k le plus grand dans le choix des K},). Pour de tels intervalles, on a Y .., diam"(I) = 1,
de sorte que l'inégalité (6.12) est vérifiée. O



Chapitre 7

Décomposition de mesures

Le but de ce chapitre est d’introduire les mesures signées ainsi que les principaux théo-
remes de décomposition, a savoir les théoremes de Jordan et Lebesgue. Le théoreme de
Radon-Nikodym est aussi abordé.

7.1 Mesures signées

Dans cette section, nous nous attachons a la définition des mesures signées, ainsi qu’a
leurs relations avec les mesures.

Définition 7.1.1. Soit (X, .2/) un espace mesurable. Une application p définie sur o7 et a
valeurs sur la droite étendue R est une mesure signée sur &7 si

— (@) =0,

— 81 (Ag)k est une suite d’ensembles deux a deux disjoints de o7, alors

M(U Ay) = Z 1(Ag).
k k

Une mesure signée est finie si p(A4) € R quel que soit A € 7.

Soient (X, .27) un espace mesurable et p une mesure signée sur 7. Pour tout A € 7,
on doit avoir u(A) + pu(A¢) = u(X). Ainsi, puisque la somme doit étre définie, on ne peut
avoir simultanément u(A) = oo et p(A°) = —oo. Par conséquent, s’il existe un ensemble
A € of tel que pu(A) = £oo, alors u(X) = +oo et une mesure ne peut prendre au plus
qu'une des deux valeurs oo ou —oo sur . Un argument similaire montre que si B € &
est un ensemble tel que p(B) est fini, alors p(A) est fini pour tout sous-ensemble A € o
de B.

Exemples 7.1.2. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et f € £1(X, o, u, R). L’application v,
définie comme suit,

v R AH/fdu
A

est une mesure signée sur (X,.o/), par la linéarité de l'intégrale et le théoreme de la
convergence dominée. Cette mesure est la différence de deux mesures vy et vo : V(A) =
vi(A) —n(A) VA e o, ou vy = [, ffdu et vi = [, f-dp (ce qui fournit une preuve
alternative du fait que v est une mesure signée).

199
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D’une maniere générale, si pq et pg sont deux mesures sur (X, «7) et si 'une d’elles
est finie, alors p; — uo est une mesure signée sur (X, .o7). Nous verrons que les mesures
signées sont toutes de cette forme.

Lemme 7.1.3 (Continuité des mesures signées). Soient (X,.o/) un espace mesurable et
une mesure signée sur (X, o). Si (Ag)r est une suite croissante d’ensembles de <7, alors

pllim Ay) = p(UpAg) = lim pu(Ay,).

Si (Ax)i est une suite décroissante d’ensembles de o7 telle que p(Ag,) est fini pour un
indice kg, alors
pllim A) = p(NeAx) = lim pu(Ay).

Démonstration. Remarquons d’abord que si A,B € &/, AC B, u(B) = u(B\ A) + u(A)
et donc, si p(A) est fini (ce qui est le cas si pu(B) est fini), u(B\ A) = u(B) — pu(A). Aussi,
si A n’est pas de mesure finie, il en va de méme pour B.

Considérons la continuité & gauche; s’il existe un indice kg tel que p(Ayg,) n'est pas
fini, alors u(Ay) n’est fini pour aucun k suffisamment grand et 1’égalité est trivialement
vérifiée. Sinon, soit les ensembles By = Ay et Bgy1 = Agy1 \ Ag. On a

K K
p(JAr) = nlBr) =D u(By) = li}an/i(Bj) = lim p( U = lim pu(Ag),
k k B =1 iz1

par définition des ensembles By.
Pour la continuité a droite, nous pouvons supposer que p(Aj) est fini. La suite (A;\ Ag )k
est croissante et nous venons de montrer que

u(L];J Ar\ Ag) =lim (A \ Ag).

Puisque U, A; \Ak = A \ NiAg, on a

p(Ar\ ﬂAk) = h]gl (A1 \ Ay)
k

et donc pu(NpAx) = limg pu(Ayg), puisque pu(A;) est fini. O

Nous allons maintenant introduire les ensembles positifs et négatifs qui interviendront
dans la décomposition de Hahn.

Définition 7.1.4. Soit ;1 une mesure signée sur un espace mesurable (X, .o/). Un sous-
ensemble B de X est un ensemble positif pour pu si B € & et tout sous-ensemble A € &
de B vérifie u(A) > 0. De la méme maniere, un ensemble B est un ensemble négatif pour
psi B € & et tout sous-ensemble A € o7 de B vérifie u(A) < 0.

Nous aurons besoin de la construction suivante.

Lemme 7.1.5. Soient (X,.o/) un espace mesurable, u une mesure signée sur (X, /) et
A € o/ un sous-ensemble de X tel que —oo < u(A) < 0. Il existe un ensemble négatif B
inclus dans A satisfaisant p(B) < u(A).
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Démonstration. Nous allons construire B en enlevant une suite d’ensembles & A. Soient
0p =sup{u(F):Ec o, ECA}

et Ay € o/ un sous-ensemble de A tel que p(A;) > min(d;/2,1) (de cette maniere, (A7)
peut étre choisi fini). Bien stir 61 > pu(@) = 0; ainsi §; et u(A;) sont positifs. Par induction,
on construit les suites (dg)r et (Ag)r de la maniere suivante,

k—1
x =sup{u(E): E€ o/, EC A\ | A;}
j=1

et Ay € o est un sous-ensemble de A\U?;%Aj tel que p(Ag) = min(dx/2,1) (remarquons
que si 0 = 00, u(Ag) > 1). Enfin, soit Ay, = UpAg et B= A\ A.

Montrons que ’ensemble B possede les propriétés de ’énoncé. Puisque les ensembles
A sont deux a deux disjoints et satisfont p(Ax) > 0 Vk, u(Asx) = 0 et donc p(A) =
1(As) + pu(B) = wu(B). L’ensemble B est un ensemble négatif. De fait, puisque p(A)
est fini, p(Ax) est fini et donc p(As) = >, u(Ag) entraine limy pu(Ay) = 0. De 14,
limy, 6 = 0. Puisque tout sous-ensemble F € o7 de B satisfait u(E) < §; pour tout k, on
a u(F) <0, ce qui implique que B est un ensemble négatif. O

Le théoreme qui suit et ses corollaires donnent la décomposition standard d’une mesure
signée.

Théoréme 7.1.6 (Théoreme de décomposition de Hahn). Soient (X, .o/) un espace mesu-
rable et | une mesure signée sur (X, o). Il existe deux sous-ensembles disjoints P et N
de X tels que P est un ensemble positif pour pu, N est un ensemble négatif pour u et
X=PUN.

Démonstration. Quitte a considérer —u, nous pouvons supposer que p ne prend pas la
valeur —oo. Soit

0 = inf{u(A) : A est un ensemble négatif pour u}.

L’ensemble intervenant dans le membre de droite n’est pas vide, puisqu’il contient p(2).
Soient (Ag)x une suite d’ensembles négatifs pour u tels que limy, p(Ax) = 6 et N = U Ay.
L’ensemble N est un ensemble négatif pour p (de fait, si B € &/ est un sous-ensemble
de N, il est 'union d’une suite d’ensembles de &7 inclus dans les ensembles Ay). Ainsi
d < u(N) < pu(Ag) pour tout k et donc § = (V). Puisque p(N) ne peut prendre la valeur
—00, u(N) est fini.

Soit P = N¢; montrons que P est un ensemble positif. Supposons qu’il existe un sous-
ensemble A € &7 de P tel que p(A) < 0. Le Lemme 7.1.5 fournit un sous-ensemble négatif
B de A. Des lors, N U B est un ensemble négatif tel que pu(N U B) = pu(N) + u(B) <
w(N) =6, ce qui contredit la définition de 0. L’ensemble P est donc un ensemble positif,
ce qui termine la démonstration. ]

Définition 7.1.7. Soient (X, /) un espace mesurable et @ une mesure signée sur (X, o).
Une décomposition de Hahn de la mesure p est un couple (P, N) d’ensembles disjoints
de X tels que P est un ensemble positif pour u, N est un ensemble négatif pour u et
PUN=X.
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La décomposition de Hahn de p est essentiellement unique.

Proposition 7.1.8. Soient (X, o/) un espace mesurable et i une mesure signée sur (X, o) ;
si (P, N1) et (Pa, Na) sont deux décompositions de Hahn de u, alors PyAP, et NyANo
sont nuls pour . En particulier, les ensembles Py N No et Po N Ny sont nuls pour .

Démonstration. De fait, puisqu’on a
P \ Py = ((P1 \ P2) N PQ) U ((Pl \ Pg) N NQ) = (Pl \PQ) N No,

lensemble P; \ P; est un ensemble négatif pour p. Puisqu’il est également positif par
définition, il est de mesure nulle. Par symétrie, P, \ P; est également de mesure nulle. On
montre de la méme maniere que la mesure de N1A N, est nulle.

De la, on a

,U,(Pl N NQ) = ,U,((Pl N Ng) U ((PQ \ Pl) M Ng)) = /_,L(PQ N NQ) =0.
De maniere similaire, on a (P2 N Nyp) = 0. O

Remarque 7.1.9. Soit l'espace mesuré ([—1, 1], Z(]—1,1])) et p la mesure signée définie
comme suit, pu(A) = [, zdx, A € B([-1,1]). Les couples ([0, 1], [-1,0[) et (]0,1],[-1,0])
sont deux décompositions de Hahn de la mesure signée p.

Corollaire 7.1.10 (Théoreme de décomposition de Jordan). Toute mesure signée est la
différence de deuxr mesures dont au moins une est finie.

Démonstration. Soient (X, /) un espace mesurable et p une mesure signée sur (X, o).
Soit (P, N) une décomposition de Hahn de la mesure signée p et définissons les applications
pt et u~ de la maniere suivante, ut(A) = u(A N P), p=(A) = —u(A N N), pour tout
A € . 1l est clair que p+ et p~ sont des mesures. Puisque la mesure signée ne prend au
plus qu'une des valeurs co ou —oo, une des valeurs p(P) ou u(N) et donc une des mesures
pu ou pu~ est finie. O

Proposition 7.1.11. Soient (X, o/) un espace mesurable et p une mesure signée sur (X, o) ;
si (P,N) est une décompositions de Hahn de p, alors on a

pt(A) = p(ANP) =sup{u(B): B€ o/, BC A}

et
i (A) = —p(ANN) = sup{—u(B) : B € o, B C A},
pour tout A € o .

Démonstration. Tout sous-ensemble B € &/ de A vérifie
uw(B) = (BNP)—pu(BNN) < p(BNP) < p(ANP).

On peut conclure, puisqu’on a trivialement u(A N P) = pu(B) pour B = AN P. Le cas de
AN N se traite de la méme maniere. O

Définition 7.1.12. Soient (X, /) un espace mesurable et i une mesure signée sur (X, o/).
La décomposition de la mesure signée u en deux mesures pu™ et p=, p = u™ — p~ est
appelée la décomposition de Jordan de la mesure signée p. La mesure u™ est appelée la
partie positive de p et pu~ la partie négative de p.
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La Proposition 7.1.11 nous permet d’affirmer que la décomposition de Jordan est
unique.

Remarque 7.1.13. Soit (X, <) un espace mesurable. Une mesure signée p sur (X, o)
peut s’écrire comme la différence de deux mesures (positives) sans que ces mesures soient
obtenues a partir de la décomposition de Hahn. On a par exemple p = 2p — p. Il faut
une condition supplémentaire pouvoir affirmer qu’il s’agit d’une décomposition de Jordan.
Elle sera donnée par la Proposition 7.4.6.

La notion de variation totale permet de définir des espaces normés complets. Nous
aborderons ce théeme dans le cadre des mesures complexes.

Définition 7.1.14. Soient (X, .o/) un espace mesurable et p une mesure signée sur (X, 7).
La variation de la mesure signée u est la mesure |u| = p* + p=, o u* et u= sont les
parties positive et négative de la mesure signée p. La variation totale de la mesure signée
w est la quantité ||l = |p|(X).

Proposition 7.1.15. Soient (X, o/) un espace mesurable et ju une mesure signée sur (X, of).
La variation de p est la plus petite des mesures v telles que |u(A)| < v(A) quel que soit
Acd.

Démonstration. Soient v une mesure telle que |u(A)| < v(A), VA € & et (P,N) une

décomposition de Hahn de la mesure signée . Montrons que |u|(A) < v(A), VA € 7. Si
AC P, ul(A) = (A) = |u(A)] < v(A). S A C N, ul(A) = p~ (A) = |u(A)| < v(A). Si
A€ o, soilent Ay =ANPet As=ANN.OnaA=A,UA; et

ul(A) = i (A1) + 1™ (A2) S v(A1) +v(Ar) = v(4A),

ce qui suffit. O

7.2 Mesures complexes

Les mesures complexes se définissent par analogie avec les nombres complexes.

Définition 7.2.1. Soit (X, <) un espace mesurable. Une mesure complexe sur (X, o) est
une application g définie sur &/ qui peut s’écrire sous la forme p = p1 + ipo, ou p
et po sont deux mesures signées finies sur (X, o). Les mesures signées pj et ug sont
respectivement appelées la partie réelle et la partie imaginaire de p sur (X, o).

Bien stir, une mesure complexe u sur (X, «7) peut toujours prendre la forme

po= p11 — 1,2 + i — 2,2, (7.1)
Ol p1,1, H1,.2, H2,1, €t 22 sont des mesures finies sur (X, o).

Définition 7.2.2. Soient (X, /) un espace mesurable et ;1 une mesure complexe sur (X, <7).
Si, dans la relation (7.1), les mesures 11 et 11 2 forment la décomposition de Jordan de la
partie réelle de p1 et les mesures p2 1 et 12 2 forment la décomposition de Jordan de la partie
complexe de p, la représentation définie par 1'égalité (7.1) est appelée la décomposition de
Jordan de la mesure complexe .

La notion de variation peut étre adaptée aux mesures complexes.
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Définition 7.2.3. Soient (X, <) un espace mesurable et y une mesure complexe sur (X, 7).
La variation |u| de p est I'application définie sur o7 par

|l (A)
n
= sup{z |u(Ag)| : (Ag)r—; partition finie de A en ensembles «7-mesurables}.
k=1
La variation totale de la mesure complexe p est la quantité ||u| = |u|(X).

Une mesure signée finie est une mesure complexe particuliere. Il importe donc de vérifier
que dans ce cas, les deux notions de variation coincident.

Proposition 7.2.4. Soient (X, %) un espace mesurable et p une mesure signée finie sur
(X,). La variation de p au sens de la définition 7.1.14 correspond a la variation de p
au sens de la définition 7.2.3.

Démonstration. Montrons que la variation de p au sens définition 7.1.14 est majorée par
la variation de p au sens la définition 7.2.3. Soit (P, N) une décomposition de Hahn de
la mesure signée finie pu. Si A est un élément de &7, posons A = ANPet Ao =ANN;
(Ax)%_, est une partition finie de A en ensembles .&/-mesurables et

p(A) + p(A) = p(ANP) = p(ANN) = |pu(Ar)] + |u(A2),

ce qui suffit.
Montrons & présent que l'autre inégalité. Soit A un élément de o7 ; pour toute partition
finie (Ay)}_, de A en ensembles o/-mesurables, on a

S I AR <D p (A + D (Ag) = pt(A) + p (A),
k=1 k=1 k=1

ce qui permet de conclure en prenant le supremum sur toutes les partitions finies de A en
ensembles «7-mesurables dans le membre de gauche. O

Proposition 7.2.5. Soient (X, o/) un espace mesurable et u une mesure complexe sur
(X, ). La variation de p est la plus petite des mesures v telles que |pu(A)| < v(A) quel
que soit A € of .

Démonstration. Soit A un élément de ./ et montrons que |u|(A) < v(A) quelque soit la
mesure v de I’énoncé. Pour toute partition finie (Ay)}_, de A en ensembles .&7-mesurables,

on a
n

S i(A0] < 3 v(Aw) = v(A).
k=1

k=1

En prenant le supremum sur les partitions finies en ensembles 7-mesurables dans le
membre de gauche de cette inégalité, on obtient |u|(A) < v(A), ce qui suffit. O

Remarque 7.2.6. Les propositions 7.1.15 et 7.2.5 fournissent une preuve alternative de la
proposition 7.2.4.

La variation définit une mesure.
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Proposition 7.2.7. Soient (X, o/) un espace mesurable et u une mesure complexe sur
(X, ). La variation |u| de p est une mesure finie sur (X, o).

Démonstration. On a bien str |u|(@) = 0. Montrons maintenant que |u| est finiment
additif. Soient By et By deux ensembles disjoints de o7 ; si (Aj)p_, est une partition de
B1 U By en ensembles «7-mesurables, alors

D (A <D 1Ak N B+ Y [p( Ay 0 Bo)| < [pl(Br) + |ul(Ba).
k=1 k k

Puisque |u|(B1 U Ba) est le supremum des nombres pouvant apparaitre dans le membre
de gauche de cette inégalité, on a |u|(By U Ba) < |u|(B1) + |p|(Bz2). Maintenant, a partir
de deux partitions finies (Ay,)7_, et (A%)7_, de By et By respectivement en ensembles 7-
mesurables, on peut construire trivialement une partition finie de By U By en ensembles
&/-mesurables. De la,

n n'

D ln(AR)]+ D (AL < [ul (B U By),

k=1 k=1

ce qui implique |u|(B1) + |p|(B2) < |p|(B1 U Ba). Ainsi, nous venons de montrer 1’égalité
[ul(B1 U Ba) = [u|(Bi) + [p|(Ba).
Soit maintenant jo = 1,1 + p1,2 + ip2,1 — ip22 la décomposition de Jordan de p. On a

|1l (A) < p1,1(A) + p1,2(A) + p21(A) + p22(4), (7.2)

pour tout A € 7. Puisque les mesures intervenant dans la décomposition de Jordan d’une
mesure complexe sont finies, I'inégalité (7.2) implique que |u| est fini.

Maintenant, si (Ag)r est une suite décroissante (pour l'inclusion) d’ensembles &7-
mesurables telle que NgAr = @, on a limy y; j(Ax) = 0 pour tous i,j € {1,2}. L’in-
égalité (7.2) implique alors limy |u|(Agx) = 0, ce qui permet d’affirmer que |u| est une
mesure, par la proposition 1.2.20. ]

Proposition 7.2.8. Soient (X, o) un espace mesuré, p une mesure signée ou complexe sur
(X, o) et A un élément de o/. On a |p|(A) = 0 si et seulement si tout sous-ensemble
o -mesurable B de A vérifie u(B) = 0.

Démonstration. Supposons que |u|(A) = 0. On a, pour tout sous-ensemble o/-mesurable
B de A, [i(B)| < |1l(B) < |ul(A) = 0.

Supposons maintenant que pour tout sous-ensemble «7-mesurable B de A, u(B) = 0.
Si (Ag)j_, est une partition finie de A en ensembles .&7-mesurables, on a p(Ay) = 0 pour
tout k et donc > )_, |u(Ag)| = 0. Par définition de |u|(A), on a alors |u|(A) = 0. O

Définition 7.2.9. Soit (X, .«7) un espace mesurable. Dénotons M (X, .o/, R) la collection
des mesures signées finies sur (X, .o7) et M(X, o/, C) la collection des mesures complexes

sur (X, o).

On constate immédiatement que M (X, o7, R) et M (X, .o/, C) sont des espaces vectoriels
(sur R et C respectivement) et que la variation totale || - || définit une norme sur chacun
de ces espaces. Une question qui se pose naturellement concerne la complétude de ces
espaces.
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Proposition 7.2.10. Soit (X, &) un espace mesurable ; les espaces M (X, o/ ,R) et M (X, o7, C)
sont complets pour la norme variation totale.

Démonstration. Soit (pu)x une suite de Cauchy dans M (X, o/,R) ou M (X, o/,C). Pour
tout A € o7, inégalité |p,(A) — pq(A)| < ||pp — pql| implique que la suite (pg(A))xk est
de Cauchy et donc convergente dans R ou C. Soit alors 'application a valeurs réelles
ou complexes p définie sur &7 par p(A) = limy ux(A), pour tout A € 7. Il nous faut
montrer que u est une mesure signée ou complexe et que limy, ||ux — p|| = 0. Il est clair
que p(2) =0 et que p est finiment additif.

Montrons que la suite pi(A) converge vers u(A) uniformément selon A € . Soient
e > 0 et N un entier positif tel que p,q > N implique ||, — pq]| < €. De cette inégalité,
on obtient directement |u,(A) — pq(A)| < € pour tous p,q > N et tout A € &7 et donc
|p(A)—p(A)| < e pour tout p > N et tout A € o7 Puisque € est arbitraire, la convergence
uniforme de (ug(+))r est démontrée.

Remarquons d’abord que le lemme 7.1.3 concernant la continuité des mesures signées
peut étre étendu aux mesures complexes sans modification. Soient (Ag)r une suite dé-
croissante de o telle que NAr = @ et ¢ > 0. Puisque (ux(+))r converge uniformément
vers p(-), il existe N1 > 0 tel que |ur(A) — pu(A)| < €/2 pour tout k > N; et tout A € 7.
Qui plus est, par la continuité des mesures signées et complexes, il existe No > 0 tel que
ln, (Ag)| < €/2 pour tout k > Na. Pour tout k > Na, on a alors

[(Ar)| < [1(Ar) = ooy (A) |+ [, (AR)] <,

ce qui prouve que limy u(Ag) = 0. La proposition 1.2.20 s’applique sans modification aux
mesures signées ou complexes finiment additives et permet d’affirmer que p est dénom-
brablement additif.

Montrons enfin que limy ||ur — pf| = 0. Pour € > 0, il existe N > 0 tel que p,q > N
implique [|pp — pgl| < €. Si la suite finie (A4;)7_; est une partition de X en ensembles
o/-mesurables, on a, par définition de || - ||,

Z i (Aj) = pq(Af)| < llpp — gl <&
j=1

pour tous p,q = N. De la, pour tout £ > N, on a

n

S 10(4;) = i Ap)] = Tim D lip(4) = el 4))] <
j=1

j=1

Puisque || — pg|| est le supremum des nombres pouvant apparaitre dans le membre de
gauche de la derniere inégalité, la relation ||u — pg|| < € est satisfaite pour tout k£ > N,
ce qui permet de conclure. ]

L’intégration par rapport & des mesures signées finie ou complexe se définit naturelle-
ment.

Définition 7.2.11. Soit (X, o) un espace mesurable. Nous noterons B(X, .o/, R) I'espace
vectoriel des fonctions réelles bornées .o7-mesurables sur X et B(X, <7, C) I'espace vectoriel
des fonctions & valeurs complexes bornées .«7-mesurables sur X.
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Définition 7.2.12. Soient (X,.o/) un espace mesurable et p une mesure signée finie sur
(X, o) dont la décomposition de Jordan est donnée par I'égalité yu = u* — pu=. Si f
appartient & B(X, o7, R), l'intégrale de f par rapport & p, naturellement notée [ fdpu, est

définie par la relation
/fdﬂ—/fdﬂ+—/fdﬂ_-

frs [ fan

définit une fonctionnelle linéaire sur B(X, </, R). De plus, si A € o, alors [ xadu = p(A)
pour tout pu € M (X, .7, R) et donc, si f est une fonction caractéristique «7-mesurable,

Clairement,

= /fdu (7.3)

définit une fonctionnelle linéaire sur M (X, &7, R). Par la linéarité de I'intégrale et le théo-
reme de la convergence dominée, 'application définie par la relation (7.3) est une fonc-
tionnelle linéaire pour toute fonction f € B(X, o/, R).

De la méme maniere, si p est une mesure complexe sur (X,.o), la décomposition de
Jordan de p permet de définir l'intégrale par rapport a p d’une fonction de B(X, o/, C).
Les expressions f — [ fdu et p — [ fdu définissent des fonctionnelles linéaires sur
B(X,/,C) et M(X, o/, C) respectivement.

Equipons maintenant les espaces B(X, o, R) et B(X,«,C) de la norme ||f|s =
supgex |f(x)]. Si p est une mesure signée finie ou complexe sur (X, o) et si f =Y p_; arxa,
est une fonction simple @/-mesurable, on a

!/fdul =D apn(AR)l < Y larl (A < I loolu(A] < 1 ool
k=1 k=1 k=1

Puisque toute fonction de B(X, <7, R) ou B(X,«7,C) est la limite uniforme d’une suite
de fonctions simples .o/-mesurables, on a, pour tout f appartenant & B(X,</,R) ou
B(X,o,C), | [ fdu| < [ fllsolliell-

7.3 Mesures absolument continues

Le but essentiel de cette section est de présenter le théoreme de Radon-Nikodym.

Définition 7.3.1. Soient (X, %) un espace mesurable et u, v deux mesures sur (X, 7). La
mesure v est absolument continue par rapport a p si tout ensemble A € o7 satisfaisant
u(A) = 0 satisfait aussi ¥(A) = 0. Si v est absolument continu par rapport & u, on écrit
v < . Une mesure sur (R% B?) est absolument continue si elle est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue.

Soient (X,., ) un espace mesuré et f € (X, ,R) une application positive.
Nous avons vu que f - u est une mesure sur .o/ (cf. Définition 2.4.12). Si A € &7 est un
ensemble tel que u(A) =0, fxa est égal a 0 p-presque partout et donc f-u(A) = 0. Ainsi,
f - est absolument continu par rapport a . Nous allons voir que si p est une mesure
o-finie, toute mesure absolument continue par rapport a u est de ce type.

La propriété suivante caractérise les mesures finies absolument continues.
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Proposition 7.3.2. Soient (X, <7) un espace mesurable, i une mesure sur (X, o) et v une
mesure finie sur (X, 7). On a v < p si et seulement si pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que chaque ensemble A € o vérifiant u(A) < § vérifie v(A) < e.

Démonstration. Supposons d’abord que pour chaque € > 0, il existe § > 0 vérifiant
I’énoncé et soit A € &7 un ensemble vérifiant p(A) = 0. On a ainsi u(A) < § quel que soit
d et donc v(A) < e pour tout e. Ceci entraine v(A) = 0 et ’absolue continuité de v par
rapport a fi.

Montrons que s’il n’existe pas de couple (g,0) vérifiant 1’énoncé, alors v n’est pas
absolument continu par rapport a u. Supposons donc qu’il existe € > 0 tel que quel
que soit 6 > 0, il existe As € o7 tel que u(As) < 6 et v(As) > €. Pour chaque k, soit donc
Ay, € o tel que u(Ag) < 1/2F et v(Ay) > €. On a (U A5) < D072 1(A4)) < 1/2k1
et (U2, Aj) > v(Ag) > € pour tout k. Ainsi, par la continuité des mesures, I’ensemble

=k
A =N U352, Ay vérifie p(A) = limg p(U52,A45) = 0 et v(A4) = limy v(U52,45) > €. Au
final, v n’est pas une mesure absolument continue par rapport a u. ]

Le résultat suivant est le principal résultat de cette section.

Théoréme 7.3.3 (Théoreme de Radon-Nikodym). Soient (X, .o/) un espace mesurable et
W, v deuz mesures o-finies sur (X,/). Si v est absolument continu par rapport a pu, il
existe une application f : X — [0,00] o -mesurable telle que v(A) = fA fdu, VA € o .
S’il existe une autre application g telle que v(A) = fA gdu, alors f = g p-presque partout.

Démonstration. Supposons d’abord que p et v sont des mesures finies et soit .% la famille
des applications /-mesurables f : X — [0, 00| telles que [, fdu < v(A) pour tout A € 7.
Montrons qu’il existe une application g € .7 telle que [ gdp = sup{[ fdu: f € #}. Nous
montrerons ensuite que v(4) = | 4 9dp pour tout A € &7. Finalement, nous modifierons
g pour que cette application ne prenne que des valeurs finies.

Montrons d’abord que si fi, fo € %, max(fi, f2) € F.Si A € o, soit Ay ={x € A:
fi(x) > fa(x)} et Ao ={z € A: fo(x) > fi(z)}. On a

/max(fhfz)dlt:/ fidp+ [ fodp <v(Ar) +v(A2) = v(A).
A A Ag

Qui plus est, puisque 'application 0 appartient & %, % n’est pas vide. Maintenant, soit
(fx)x une suite de . telle que limy, [ fi, du = sup{[ fdp : f € F}. Quitte & remplacer fj,
par maxi<;<k fj, on peut supposer que la suite (fi)r est croissante. Soit g = limy, f. Le
théoreme de la convergence monotone implique

[ gdu=tin [ fdu< o
A k- Ja

pour tout A € & et donc g € .%. On a aussi
/gdu = sup{/ fdu: f e F}. (7.4)

Montrons que v(A) = [, gdu VA € o/. Nous savons déja que l'application vy(A) =
v(A) - [ 4 9dp définit une mesure sur /. Montrons que vy = 0. Supposons que vy # 0;
puisque p est une mesure finie, il existe € > 0 tel que

(X)) > eu(X). (7.5)
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Soit (P, N) une décomposition de Hahn de la mesure signée vy — eu. Pour chaque A € o7,
on a, par définition de P, vp(AN P) > eu(AN P) et donc

V(A):/gdﬂ+l/o(x4)>/gdu+1/0(AﬂP)
A A
>/9du+€u(AﬂP)=/g+sXPdu. (7.6)
A A

Remarquons que p(P) > 0, sinon, puisque v est absolument continu, vo(P) = 0 et donc
vo(X) —ep(X) = (vg —ep)(N) < 0, ce qui contredit (7.5). De la, puisque, rappelons-le,
[ gdp < v(X) < oo, la relation (7.6) implique que g+exp € F et [gdu < [ g+expdpu,
ce qui contredit (7.4). Des lors, vy = 0 et v(A) = [ gdp pour tout A € &. Puisque g est
intégrable, le corollaire 2.3.17 implique que 'application g est égale presque partout a une
fonction a valeurs finies. Le théoreme est donc démontré si pu et v sont finis.

Supposons maintenant que p et v sont o-finis; il existe donc une suite (X )i d’ensembles
deux & deux disjoints de o telle que X = Up X}y et pu(Xg),v(Xg) < oo. Pour chaque k,
nous avons montré Uexistence d'une fonction gi, : X3 — [0, oo telle que v(A4) = [, grdp,
pour tout sous-ensemble A € o/ de Xj. La fonction g : X — [0, 00] égale & gi sur X}, est
la fonction recherchée.

Montrons & présent 'unicité de 'application g. Soient g,h : X — [0, 00[ deux appli-
cations «/-mesurables telles que v(A) = [, gdu = [, hdp pour tout A € /. Suppo-
sons d’abord que v est fini. La fonction g — h est intégrable et [, g — hdu = 0 pour
tout A € «/. En choisissant comme ensemble A les ensembles {z € X : g(x) > h(z)}
et {x € X : g(z) < h(z)}, on a [(g— h)Tdu = 0 et [(g — h)"dp = 0. De la,
(9 —h)™ = (9 — h)~ = 0 p-presque partout et donc g = h p-presque partout. Si v
est o-fini et (Xj)i est une suite d’ensembles de &7 tels que v(Xy) < oo et X = Up Xy,
I’argument précédent montre que g = h u-presque partout sur chaque ensemble Xj et
donc p-presque partout sur X. O

Définition 7.3.4. Soient (X, .o7) un espace mesurable, p une mesure sur (X, <) et v une
mesure signée ou complexe sur (X, .o/). La mesure signée ou complexe v est absolument
continue par rapport a f si || est absolument continu par rapport & p, ce que I'on note
toujours v < p.

Proposition 7.3.5. Soient (X, .o/) un espace mesurable, p une mesure sur (X, .o/) et v une
mesure signée sur (X, /) ; v est absolument continu par rapport a p si et seulement si
onavt,vT <K L.

Démonstration. Siv < pet A€ o, p(A) = 0 implique |v[(A) = vT(A) + v (4) =0 et
donc vt(A) =v(A4) = 0.

Sivt, v < p, alors u(A) = 0 implique v+ (A) = v~ (A) = 0 et donc |v|(A) = 0, ce qui
suffit. 0

Proposition 7.3.6. Soient (X, </) un espace mesurable, p une mesure sur (X, <) et v
une mesure complexe sur (X, o) dont la décomposition de Jordan est donnée par v =
Vi1 — V12 + a1 — tve 2. La mesure v est absolument continue par rapport a p si et
seulement si on a vjj < p, pour tous j, k € {1,2}.

Démonstration. Supposons d’abord que v < p. Soit A € o7 tel que u(A) = 0. Si (P, N1)
est une décomposition de Hahn de vy 1 — vy 2 et si (P, Na) est une décomposition de Hahn
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de vp1 — 192, pour toute partition finie (Ay)}_; de A en ensembles .&/-mesurables, soit la
partition finie (By){", de A ou

By =AynNPiNP, Byg—1 = A NP1 N Ny,

Byr—9 = Ay N N1 N P, Byr—3 = A, N N1 N Ny, (7.7)

pour k € {1,...,n}. Bien sur (B4k_j)§?:0 est une partition finie de Ay pour tout k €
{1,...,n}. On a

4an

> BRI < lvl(4) =0

k=1
et donc |v(By)| = 0 pour tout k € {1,...,4n}. Ainsi, pour tout k € {1,...,4n} et tous
p,q € {1,2}, on a v, 4(Bg) = 0, ce qui implique Zill Vp.g(Bk) = vpq(A) = 0 pour tous
p,q €{1,2}.

Si maintenant v, < p pour tous j,k € {1,2}, alors u(A) = 0 implique |v|(A) <

Zj,ke{l,Q} vik(A) = 0. O

Proposition 7.3.7. Soient (X, o) un espace mesurable, p une mesure sur (X, o) et v une
mesure signée ou complexe sur (X, o) ; v est absolument continue par rapport a p si et
seulement si pour tout A € o7, u(A) =0 implique v(A) = 0.

Démonstration. Supposons que v < p;si A € o et u(A) =0, alors [v(A)] < |v|(4) =0,
ce qui suffit.

Si maintenant p(A) = 0 implique v(A) = 0 quelque soit A € &7, soit (Ax)}_, une
partition finie de A en ensembles 7-mesurables. Puisque Ay C A, on a p(Ax) = 0 et donc
v(Ag) = 0 (k € {1,...,n}). Il vient donc Y ;_, [v(Ax)| = 0. En prenant le supremum
sur toutes les partitions finies (Ay ), de A en ensembles .o7-mesurables dans le membre de
gauche de la derniere égalité, on obtient |v|(A) = 0, ce qui suffit.

Dans le cas des mesures signées, la suffisance de la condition s’obtient plus facilement.
En effet, soit (P, N) une décomposition de Hahn de v et pour tout A € o7, soit Ay = ANP
et A» = AN N. Bien entendu, p(A) = 0 implique v(A;) = v(A2) = 0, ce qui permet de
conclure. O

Nous pouvons reformuler le théoreme de Radon-Nikodym pour les mesures signées finies
ou complexes.

Théoréme 7.3.8 (Théoreme de Radon-Nikodym). Soient (X, o) un espace mesurable, p
une mesure o-finie sur (X, o) et v une mesure signée finie ou complexe sur (X, /). Si
v < 1, alors il existe une application f appartenant o L1 (X, o, pu,R) ou LY (X, o, i, C)
telle que v(A) = [, fdu pour tout A € o7 . S’il existe une autre application g ayant cette
propriété, alors f = g u-presque partout.

Démonstration. Une mesure complexe v peut s’écrire v = vy 1 — V12 + iva1 — il22, OU
vj i, sont des mesures finies absolument continues par rapport a . Le théoreme de Radon
Nikodym pour les mesures implique I’existence de quatre applications fj (j, k € {1,2})
telles que v;(A) = [, fjxdp, pour tout A € 7. La fonction f de I'énoncé est obtenue en
posant f = f11— fi2 +ife1 —if2o.

De méme, une mesure signée finie v sur (X, &) peut s’écrire v = v+ — v~ ot v, v~
sont deux mesures finies absolument continues par rapport a u. Le théoreme de Radon-
Nikodym pour les mesures implique lexistence de deux applications fi, fo telles que
vi(A) = [, frdp et v=(A) = [, fodp. Lapplication f = fi — fo est celle de 1'énoncé.
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La démonstration de I'unicité est identique a celle utilisée pour 'unicité dans le théo-
reme de Radon-Nikodym pour les mesures. Si v est une mesure complexe, il convient de
considérer les parties réelles et imaginaires séparément. O

Nous pouvons maintenant introduire la dérivée de Radon-Nikodym.

Définition 7.3.9. Soient (X, .o/) un espace mesurable, y une mesure o-finie sur (X, <) et
v une mesure signée finie, complexe ou o-finie sur (X, .o/). Si v est absolument continu
par rapport & p, une application f, «/-mesurable sur X telle que v(4) = [ 4 fdp pour
tout A € & est appelée une dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a p. Puisque
cette application est essentiellement unique (& un ensemble p-négligeable pres), on parle
parfois de la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport & p. On la note dv/dp.

Nous allons maintenant considérer les relations entre une mesure signée finie ou com-
plexe et sa dérivée.

Proposition 7.3.10. Soient (X, .27, 1) un espace mesuré, f un élément de LY (X, .o, pu, R)
ou LY(X, o, 1, C) et v la mesure signée finie ou compleze définie par v(A) = [, fdpu.
On a [v|(A) = [, |f|du pour tout A € o .

Démonstration. Soient A € &/ et (Ay)}_, une suite finie d’ensembles de &/ deux a deux
disjoints telle que A = Ui Ag. On a

;\V<Ak>r—;\[4kfdur<;/Akmdu—/Amdu.

Puisque [v|(A) est le supremum des sommes du membre de gauche, on a [v[(A) < [, | fldp.

Soit ¢g une fonction de norme unité </-mesurable telle que gf = |f| sur X et (gx)k
une suite d’applications simples «o/-mesurables qui converge vers ¢; quitte & normaliser
la suite, on peut supposer que |gix| = 1 pour tout k. Si, pour tout k, gj s’écrit

N
gk = E ak,lXAh“
=1

on a, pour tout A € 7,

Nk ng
’/ gkfdM| = |Zak,l/ fdM| = |Zak,lV(AﬂAk,l)|
A =1 ANAg, =1
ng
<3 AN A < Iv(A).
=1

Puisque le théoréme de la convergence dominée implique que [, gifdp tend vers [, | fldp
lorsque k tend vers linfini, on a [, | fldu < [v|(A), ce qui permet de conclure. O

Corollaire 7.3.11. Soient (X, /) un espace mesurable et v une mesure signée finie ou
compleze sur (X, </). La dérivée de Radon-Nikodym dv/d|v| de v par rapport a |v| vérifie
|dv/d|v|| = 1 |v|-presque partout sur X.
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Démonstration. La Proposition 7.3.10 appliquée & f = dv/d|v| et u = |v| implique

i) = [ |
pour tout A € 7. Puisque |[v[(A) = [, 1d|v|, 1 est une dérivée de Radon-Nikodym de v
par rapport a |v| et donc |dy/d\1/|| =1 |v|-presque partout. O

Rappelons que si v est une mesure signée finie ou complexe, nous avons posé [ fdv =

ffdl/+ —ffdy_ et ffdl/ = ffdum —ffdum—i—iffdyg,l —Z'ffdyzyg. Si f = xa, avec

A € &/, on a bien sur
fdy—/f d|v
/ ]

C’est aussi vrai dans le cas général (f o/-mesurable et borné), en utilisant la linéarité de
Iintégrale et le théoreme de la convergence dominée.

7.4 Singularités

Dans cette section nous montrons qu’'une mesure peut se décomposer en deux mesures,
I’'une absolument continue et ’autre singuliere.
La décomposition de Lebesgue repose sur le concept de singularité.

Définition 7.4.1. Soit (X, /) un espace mesurable; une mesure p sur (X, o) est une
mesure concentrée sur 'ensemble A € o7 si u(A€) = 0. Une mesure signée ou complexe p
est concentrée en A € o/ si la variation |u| de p est concentrée en A.

Proposition 7.4.2. Soient (X, o) un espace mesurable, p une mesure signée ou complexe
sur (X, o) et A un élément de <f ; | est concentrée sur A si et seulement si pour tout
sous-ensemble B € &/ de A°, on a u(B) = 0.

Démonstration. Cela résulte directement de la proposition 7.2.8. 0

Définition 7.4.3. Soient (X, .o/) un espace mesuré et u, v deux mesures positives, signées
ou complexes sur (X, 7). Les mesures (signées, complexes ou non) p et v sont des mesures
mutuellement singuliéres 8’1l existe un ensemble A € & tel que p est concentré sur A et v
est concentré sur A°. Si p et v sont mutuellement singulieres, on écrit g 1 v. Une mesure
p signée ou non sur (R% B?) est simplement dite singuliere si p L L.

Proposition 7.4.4. Soient (X, o7, ) un espace mesuré et v une mesure positive, une mesure
signée ou compleze sur (X, o). Siv < petv L p alors v =0.

Démonstration. Quitte & remplacer v par |v|, nous pouvons considérer que v est une
mesure sur (X, o). Soit A € & un sous-ensemble de X tel que u(A) = v(A€) = 0. Si
B € &/ est un sous-ensemble de A, u(B) < pu(A) = 0 et donc, puisque v < pu, v(B) = 0.
Si B € & est un sous-ensemble de A€, alors v(B) < v(A¢) = 0. Pour un ensemble B € o
quelconque, soient By = BN A et B, = BN A°. On a v(B) = v(B;) + v(Bs) = 0, ce qui
suffit. 0

Donnons quelques exemples

Exemples 7.4.5. Soit (X, .2/) un espace mesurable.
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— Si p est une mesure signée et (P, N) une décomposition de Hahn de p, u* est
concentré sur P et p~ est concentré sur N. On a donc u™ L p™,

— si g est une mesure finie discrete sur (X, o) = (R,B), i.e. il existe un ensemble
dénombrable D tel que u(D€) = 0, alors L(D) = 0 et p est singulier.

— Si D est le prolongement de l'escalier du diable (cf. définition 2.1.29) sur R tel que
D(x) =0siz <0et D(x) =1siz > 1, soit u la mesure associée a © par la
proposition 1.4.75. Cette mesure est singuliere, mais n’est pas discrete. En effet, si
A € B est inclus dans le complémentaire de I’ensemble triadique de Cantor €, A
est inclus dans une suite d’intervalles ouverts sur chacun desquels © est constant.
De la, u(A) = 0. Inversement, tout ensemble inclus dans € est négligeable pour la
mesure de Lebesgue, vu la proposition 2.1.31. Si I est un intervalle dont 'intérieur
contient un point de €, alors p(I) > 0. Puisque € n’est pas dénombrable, p n’est
pas discret.

On a un résultat d’unicité concernant la décomposition d’une mesure signée en deux
mesures positives.

Proposition 7.4.6 (Théoréeme de décomposition de Jordan). Soit (X, o/) un espace me-
surable; si p est une mesure signée, il existe deuxr mesures (positives) ut et u= uniques
telles que = p+ — p~ et wt L p=. Qui plus est, une de ces deuxr mesures au moins est

finie.

Démonstration. Le théoréme de décomposition de Jordan (Corollaire 7.1.10) fournit I’exis-
tence de ces deux mesures.

Supposons avoir, outre pu* et u~, deux mesures v* et v~ telles que pu = vt — v, avec
vt L v™. Soit P € & tel que v soit concentré sur P et v~ soit concentré sur P¢. Posons
N = P¢; puisque v" et v~ sont des mesures (positives), (P, N) est une décomposition
de Hahn de p. Par conséquent, v+ et v~ fournissent une déomposition de Jordan de la
mesure signée p et on a donc u™ =vtet uT =v". O

Théoréme 7.4.7 (Théoreme de décomposition de Lebesgue). Soient (X, .o/, ) un espace
mesuré et v une mesure o-finie, signée finie ou complexe sur (X, /). Il existe un couple
unique de mesures, mesures signées finies ou complezes (vq,vs) sur (X,.o) tel que v =
Vg + Vs, avec Vg K 1 et vg L .

Démonstration. Supposons d’abord que v est une mesure finie sur (X, o). Soient .7, =
{B € & : u(B) =0} et (By)y une suite (elle peut étre prise croissante, puisque 'on veut
définir une borne supérieure) de .#, telle que limy v(By) = sup{v(B) : B € #,}. On
pose alors N = U By, pour définir deux mesures v,, vs sur (X, .o/) comme suit, v,(A) =
v(AN N et vs(A) = v(AN N) pour tout A € . Bien sur, v = v, + vs. Puisque
p(N) <> w(Bg) =0, vs et p sont mutuellement singuliers. Puisque v(NN) = sup{v(B) :
B € #,}, tout sous-ensemble B € &/ de N€ satisfaisant p(B) = 0 satisfait également
v(B) =0, sinon N U B est un ensemble de .%, tel que v(N U B) > v(N). Des lors v, est
absolument continu par rapport a pu.

Si v est une mesure signée finie ou complexe, la construction précédente appliquée a
la mesure |v| fournit un ensemble N et deux mesures |v|,(A) = [V|(ANN€) et |v|s(A) =
|V|[(AN N). Les mesures signée ou complexes v,, vs définies par v4(A) = v(A N N€) et
vs(A) = v(ANN) fournissent la décomposition souhaitée. En effet, on a toujours u(N) = 0
et donc v L pu. Si B € & est un sous-ensemble de N, p(B) = 0 implique |v|4(B) = 0 et
donc |v|(B) = 0. De 14, on a v(B) = 0, ce qui implique v,(B) = 0.
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Supposons maintenant que v est une mesure o-finie. Soit (Xj)x une partition de X en
ensembles de &/ de mesure v finie. Pour chaque k, soit @7, la o-algebre sur X définie
a partir de tous les sous-ensembles A € & de Xj. La construction précédente appliquée
aux espaces mesurables (Xj,.o7;) et aux mesures v, u restreintes a ces espaces fournit
une suite d’ensemble nuls pour p, (Ng)g. Soit N = Ui Ny ; les mesures v, vs définies par
va(A) = V(AN N°) et vs = v(AN N) fournissent la décomposition désirée. De fait, on a
w(N) =0 et donc vs L p. Si B € &/ est un sous-ensemble de N¢, pour chaque k, posons
By = BN Xj. Si u(B) =0, alors u(Bg) = 0 et nous avons montré que v(By) = 0 Vk. On
obtient v(B) =), v(Bj) = 0 et donc v, < p.

Démontrons maintenant 1'unicité. Soient (v4,vs) et (v}, v)) deux couples réalisant la
décomposition de 1’énoncé. Supposons d’abord que v est une mesure finie, une mesure
signée finie ou complexe. On a v, — V), = vV, — vs. Puisque v, — v, < pet v, —vs L p, la
Proposition 7.4.4 implique v, — v, = vV, —vs =0 et v, = V), Vs = V. Si v est une mesure
o-finie, il suffit, encore une fois, de prendre une partition (Xj); de X en ensembles de <
de mesure v finie et d’appliquer le raisonnement précédent aux restrictions des mesures

Va, Vs, Uiy, Vs sur les espaces (Xg, o), ou o7, a été défini précédemment. O

Définition 7.4.8. Soient (X, .o/, u) un espace mesuré et v une mesure o-finie, une mesure
signée finie ou complexe. La décomposition de v fournie par le théoreme de décomposition
de Lebesgue est appelée la décomposition de Lebesgue de v par rapport a p. Les mesures
(éventuellement signées ou complexes) v, et vy décomposant v sont appelées la partie
absolument continue de v et la partie singuliére de v respectivement.

11 est possible de décomposer les mesures finies v sur (R, B) d’une maniére un peu plus
poussée.

Remarque 7.4.9. Soient v une mesure finie sur (R,B) et £ = {z € R : v({z}) # 0}.
Puisque v est fini, pour chaque n € Ny, il n’existe qu'un nombre fini de points tels que
v({z}) > 1/n; ainsi, E est dénombrable. Désignons par v4 la mesure sur B définie par
vi(A) = v(ANE) (A € B) et soient v, et vs les mesures fournissant la décomposition
de Lebesgue de la mesure v — 4. Ainsi, v se décompose en la somme de trois mesures
dont la premiere est discrete, la deuxieme est continue mais singuliere et la troisieme est
absolument continue. Par construction cette décomposition est unique.

7.5 Mesures a variation finie

Nous savons qu’il existe une bijection entre ’ensemble des mesures finies sur (R,B)
et ’ensemble des fonctions sur R croissantes bornées et continues a droite satisfaisant
limy F'(—k) = 0. Dans cette section, nous allons étendre cette correspondance en une bi-
jection entre les mesures signées finies sur (R, B) et un sous-ensemble des fonctions sur R.
Cela nous menera a une caractérisation des mesures signées finies sur (R, B) absolument
continues (par rapport a la mesure de Lebesgue).

Définition 7.5.1. Soient F' : A — R une fonction dont le domaine de définition A contient
Vintervalle [a,b] et %], la collection des suites finies (ag)i_, telles que a < ag < a1 <
-+ < ap < b. La variation de F sur [a, b], notée Vr[a,b], est définie comme suit,

Vrla,b] = sup{> _|F(ars1) — F(ar)] : (ar)r € Clay}-
k
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La fonction F' est dite & variation finie ou a variation bornée sur [a, b] si Vp|a,b] est fini.
On définit de la méme maniere la variation de F' sur | — oo, b], notée Vr] — 00, b] et la
variation de F' sur R, VpR. Bien str, F est a variation finie sur | — oo, b] si Vi] — 00, b] est
fini. La fonction F' est a variation finie si VpR est fini. Dans ce dernier cas, la variation
de F' est la fonction
Ve R—=R zw— Vp(z)=Vp|— o0, x].

Nous dirons qu’une fonction F' s’annule en —oo si lim,_, o, F(x) = 0.
Si p est une mesure signée finie sur 'espace mesurable (R,B), soit F, : R — R définie
par

Fy () = (] — o, 2]). (7.8)

Si (ag)i_, est une suite croissante, alors

> 1Fu(ar) = Fular—1)| = Y |n(ar, ar])] < |ul(R).
k

k

Des lors, VFR < |u|(R), ce qui implique que F), est a variation finie. L’application de la
Proposition 1.4.73 aux mesures u* et p~ permet d’affirmer que F), est continu & droite
et s’annule en —oo. Nous allons montrer que toute fonction a variation finie, continue a
droite et s’annulant en —oo peut étre construite a partir d’une mesure signée finie.

Si F), est définie par la relation (7.8),

lim F,(z) — Fu(x —¢) = lim p(lz — e, 2]) = p({z}),

e—0+t e—0*t
par la continuité des mesures. La fonction F), est donc continue si et seulement si p({z}) =
0 pour tout x. Dans ce cas, si a < b,

p(la, b)) = pu([a,b]) = p(la, b)) = u(la, b)) = Fu(b) — Fu(a).
La proposition suivante donne les propriétés de base des fonctions a variation finie.

Proposition 7.5.2. Si F': R — R est une fonction a variation finie, alors
— F est borné,
— sia,beR avec a < b, alors V| — 00,b] = V] — 00, a] + Vp[a,b],
— sib e R, alors Vp| — 00, b] = limg—— oo VFl[a, b,
— si F' est continu a droite et si a,b € R, avec a < b, alors Vr[a,b] = lim,_,,+ Vr[c, ]
et VF [a, b] = limc_>b+ VF[Q, C].

Démonstration. La premiere assertion est triviale. Pour la deuxiéme assertion, il suffit de
remarquer qu’une suite (ax)r € 6_c 5 Peut étre décomposée en deux suites (bg)x et (cx )k
appartenant a ¢]_.g q] et ¢[q ) respectivement et que deux telles suites de €]_o o] €t Clqy
forment une suite de 6]_, ;). Pour la troisiéme assertion, soient € > 0 et (ak){cvzo € Cl—o0]
tel que Vp] — 00,b] —e < >, |F(ag) — F(ag—1)|. Pour tout a < ag, V] — 00,b] — ¢ <
Vrla,b] < V] — 00,b], ce qui suffit. Pour l’avant-derniére assertion, on a bien entendu
Vele,b] < Vrla,b] Va < ¢ < b. Pour D'inégalité inverse, soit € > 0 et (ag)n_g € Gap telle
que Vpla,b] —e < >, |F(ar) — F(ak—1)|. Si ag > a, on a Vrla,b] —e < Vp[ag, b]. Sinon,
puisque F' est continu a droite, il existe ¢ > a tel que |F(a) — F(c)| < € et, en posant
ap = ¢, on obtient Vrla, b] —e < Vr[ao, b]. La derniére assertion se démontre de méme. [

Lemme 7.5.3. Si F' est une fonction a variation finie, alors
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— Vg est borné et non décroissant,
— VF s’annule en —oo,
— st F' est continu a droite, alors Vi est continu a droite.

Démonstration. La premiere assertion est triviale. La Proposition 7.5.2 implique, si b > z,
lim Vp(x)= lim Vg]—o0,z]= lim Vg]— o00,b] — Vp[x,D]
Tr—r—00 r—r—00 T—r—00

= V] —00,b] — V] — 00,b] = 0.
Pour la derniere assertion, on utilise encore la Proposition 7.5.2 pour obtenir

lim Vp(z) = lim V] —o0,z] = lim V] —o0,y] + Vrly, z] = Vr(y),

z—yT z—yT z—yT
ce qui suffit. ]

Proposition 7.5.4. Si F' est une fonction a variation finie sur R, alors il existe deux
fonctions croissantes et bornées telles que F' = F; — Fs.

Démonstration. Les fonctions Fy = (Vp+F)/2 et F» = (Vg —F')/2 conviennent (si z < y,
Ve(y) — F(y) = Vp(z) — F(x) si et seulement si Vp(y) — Vp(z) > F(y) — F(z). Or, on a
Vi(y) = Vi(z) = Velz,y] = F(y) — F(z)). 0

Soit F' une fonction a variation finie et F}, F5 les deux fonctions construites dans la
preuve de la Proposition 7.5.4. Le Lemme 7.5.3 implique que si F' est continu a droite,
alors Fi et Fy le sont aussi. De plus, si F' s’annule en —oo, F} et F, s’annulent également
en —oo.

Proposition 7.5.5. L’équation (7.8) définit une bijection p — F, entre l’ensemble des
mesures signées finies sur (R,B) et l’ensemble des fonctions continues a droite a variation
finie s’annulant en —oo.

Démonstration. Nous avons déja montré, en début de section, que F), est une fonction
continue a droite s’annulant en —oco. Si p, v sont deux mesures signées finies telles que F),, =

F,,alors F+ — F,,- = F,+ —F,-. Deés lors, F)+ +F,- = F,+ +F,- et la proposition 1.4.75
implique p* + v~ = vT + u~, cest-d-dire u = v. L’application de I’énoncé est donc
injective. La surjectivité résulte de la Proposition 7.5.4 et de la proposition 1.4.75. ]

Nous allons maintenant introduire la notion d’absolue continuité pour les fonctions.

Définition 7.5.6. Une fonction F' : R — R est une fonction absolument continue si, pour
tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que ), |F(by) — F'(ax)| < € pour toute suite finie (Jag, bx[)x
d’intervalles ouverts deux a deux disjoints telle que >, Vol(Jag, bi[) < 6.

Clairement, toute fonction absolument continue est continue et méme uniformément
continue !. Intéressons-nous maintenant aux relations entre les fonctions absolument conti-
nues et les mesures signées absolument continues. Il existe un lien entre les fonctions
absolument continues et les fonctions & variation finie.

1. L’inverse n’est pas vrai. Il suffit par exemple de prendre 'extension f de l’escalier du diable qui
s’annule pour les arguments négatifs et vaut 1 pour les arguments supérieurs a 1.
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Proposition 7.5.7. Si F': R — R est absolument continu, alors F est a variation finie sur
tout intervalle compact de R.

Démonstration. Soit § > 0 tel que >, |F(by) — F(ar)] < 1/2 pour toute suite finie
(lag, bi])r d’intervalles ouverts deux a deux disjoints telle que >, Vol(Jag, bx[) < 05 on
peut sans restriction supposer que 0 < 1. Soient [a,b] un intervalle compact et (zy)p_;

une suite de %[, 5. Pour tout k € {1,...,n — 1}, soit (y](-k))j une suite finie de 6, ., .,

telle que sup; ]yj(-i)l — y](.k)] < §. Le nombre d’éléments de cette suite est au plus égal au
plus petit entier ng supérieur & (zx4+1 — x)/Jd. On a donc

ne—1
(k) ng Th+1 — Tk
Flow) = Plal < 3 P2 ~ PO < 5 < S
ce qui implique S 771 [F(2p41) — F ()| < (b — a)/d et termine la démonstration. O

Lemme 7.5.8. Si F': R — R est une fonction a variation finie absolument continue, alors
Vi est absolument continu.

Démonstration. Etant donné ¢ > 0, soit 4 > 0 la seconde quantité intervenant dans
la définition de I’absolue continuité. Si (Jag, bk[)r est une suite finie d’intervalles ouverts
deux & deux disjoints tels que >, Vol(Jag, bx[) < 6, toute suite finie (], di[)x d'intervalles
ouverts deux a deux disjoints de Ug]ay, by | vérifie Y, Vol(Jex, d[) < 0 et donc >, |F(dk)—
F(cy)| < . Lasuite (]cg, di[)x peut étre choisie pour rendre la quantité ), |F(dy)—F(cx)|
arbitrairement proche de Y, Vp[ag, bg]. De 1a, >, |Vr(by) — Vr(ak)| = >k Vrlak, b < e,
ce qui montre ’absolue continuité de V. O

Proposition 7.5.9. Soient  une mesure signée finie sur (R,B) et F, : R — R la fonction
définie par la relation (7.8). La fonction F), est absolument continue si et seulement si i
est absolument continu (par rapport a la mesure de Lebesgue L).

Démonstration. Supposons d’abord que p < L. Soit € > 0 et soit § > 0 un nombre donné
par la proposition 7.3.2 tel que si A est un ensemble borélien vérifiant £(A) < ¢, alors
|p|(A) < e. Si (Jag, b[)r est une suite finie d’intervalles ouverts disjoints deux a deux telle
que >, Vol(Jag, bi[) < 6, alors L(Ug]ag, bg]) < d et donc

Z | Fyu(bi) — Flu(ar)| = Z l(ar, b)) < [l (Jlar, ba]) < e,

k

ce qui montre I’absolue continuité de Fj,.

Supposons maintenant que Fj, est absolument continu. Par le lemme 7.5.8, Vg, est
absolument continu. Ainsi, les fonctions Fy = (Vp, + F,)/2 et s [5 = (Vp, — F,)/2
sont absolument continues (voir Proposition 7.5.4). Soient x4 et p2 les mesures sur (R, B)
correspondant & Fj et Fb respectivement; on a u = pi-po et il nous faut donc montrer
que p1, pr K L. Etant donné ¢ > 0, soit 6 > 0 tel que si (Jag,bi[)x est une suite finie
d’intervalles ouverts deux a deux disjoints telle que ), Vol(Jag, by[) < 0, alors

Z |y (by) — Fi(ag)| < e. (7.9)

Soit A un ensemble borélien tel que L£(A) < 6. Puisque £ est une mesure réguliere, il
existe un ensemble ouvert U comprenant A tel que £L(U) < §. L’ensemble U est 'union
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d’une suite dénombrable (Jag, b[)r d’intervalles ouverts deux a deux disjoints (cf. Propo-
sition A.2.2). L’inégalité (7.9) entraine alors

N
(ks be]) ZFI be) — Fi(ak) <
k=1 =

pour tout N. La continuité des mesures implique p1(U) = p1(Uglak, b)) < € et donc
u1(A) < e. L’absolue continuité de la mesure py découle alors de la Proposition 7.3.2. Le
cas de o est similaire et la preuve est compleéte. ]

Proposition 7.5.10. Les fonctions F' définies par la relation

= / Y (7.10)

pour une fonction f € ZLY(R,B,L,R), sont les fonctions a variation finie absolument
continues s’annulant en —oo.

Démonstration. Soient f € Z1(R,B, L, R) et F la fonction définie par 'égalité (7.10). La
mesure x définie sur (R, B) par 1(A) = [, fdL est absolument continue (par rapport & L)
et ' = F),. La Proposition 7.5.5 et la Proposition 7.5.9 impliquent que F' est a variation
finie, absolument continu et s’annule en —oc.

Supposons maintenant que F' : R — R est une fonction a variation finie, absolument
continue et s’annulant en —oco. La Proposition 7.5.5 implique ’existence d’une mesure
signée finie u telle que F' = F),. La Proposition 7.5.9, quant a elle, implique que p < L.
En posant f = du/dL, la relation (7.10) est vérifiée sur R. O

7.6 Les espaces duaux des espaces L?

Nous allons maintenant poursuivre I’étude des espaces duaux des espaces LP commencée
a la section 5.4. Le théoréeme de Radon-Nikodym va nous permettre de montrer que bien
souvent, 'opérateur T précédemment défini est un isomorphisme isométrique.

Nous aurons besoin de deux lemmes élémentaires.

Lemme 7.6.1. Soient (X, <7, 1) un espace mesuré, p € [1,00[ et q l’exposant conjugué de
p. Etant donné F € (LP(X, o/, pn))*, g € LUX, o, 1) et E € o, si

F(fxe) = /fgdu, (7.11)

pour tout (f) dans un sous-espace dense de LP(X, o/, 1), alors
— égalité précédente est vérifiée pour tout (f) de LP(X, <, ),
— llgllg < [1£]]-

Démonstration. Chaque membre de I’égalité (7.11) définissant une fonctionnelle linéaire
continue sur LP(X, o/, 1), la relation (7.11) doit étre vérifiée pour tout élément (f) de
LP(X, of ).
Les inégalités
[F(xe)l < IEI I xely < IETIL
impliquent que la norme de 'opérateur linéaire T, définit par f +— F(fxg) est au plus
| F||. Par la proposition 5.4.1, on a alors ||g|lq = |7 < || F|. O



7.6. LES ESPACES DUAUX DES ESPACES L? 219

Lemme 7.6.2. Soit (X, <7, 1) un espace mesuré, q € [0,00], g une application <7 -mesurable
a valeurs réelles ou complexes sur X et (Ey)y une suite croissante d’ensembles de of tels
que X = Ui Ey). Si chaque application gxg, appartient a L9(X, o/, ) et si supy, [|[9x e, |lq
est fini, alors g € LUX, o, ) et vérifie ||g|lq = limyg, ||gxE, ||q-

Démonstration. Si q < 0o, cela résulte directement du théoreme de la convergence mono-
tone. Si g = oo, cela résulte de la définition de || - |- O

Théoréme 7.6.3. Soient (X, o7, u) un espace mesuré, p € [1,00[ et q l'exposant conjugué
de p; sip =1, u doit étre supposé o-fini. L’opérateur T' définit a la section 5.4 est un
isomorphisme isométrique.

Démonstration. Par la proposition 5.4.1, nous savons déja que T est une isométrie; il
nous reste donc a montrer que 1" est surjectif.

Soit F' un élément de (LP(X, .o/, u))*. Supposons d’abord que p est fini. Soit v 'appli-
cation définie sur & par v(A) = F(xa). Si (Ak)r est une suite d’ensembles deux & deux
disjoints de & tels que A = Ui Ay, le théoreme de la convergence dominée implique ’éga-
lité ||xa — D XAxllp = 0. Puisque F est linéaire et continu, on a F(xa) = >, F(xa,)
et donc v(A) = >, v(Ag). Ainsi, v est dénombrablement additif; il s’agit donc d’une
mesure signée finie ou complexe. Cette application étant trivialement absolument conti-
nue par rapport a u, le théoreme de Radon-Nikodym implique 'existence d’une fonction
g de LYX, .o, p) telle que v(A) = fA gdu, pour tout A € /. Nous allons maintenant
montrer que g appartient & .£4(X, o/, 1) et que F(f) = [ fgdp pour tout élément f de
LP(X, o).

Pour tout k € Ny, soit By = {z € X : |[g(z)| < k}. Bien str, gxg, est borné et
appartient donc a Z%(X, ./, u), puisque p est fini. Soit A € &; si f = xa, alors la
relation

F(fxg,) :/ngEk dp

est vérifiée, puisque chaque membre est égal & v(AN E}). Elle I'est donc encore pour toute
fonction simple f o/-mesurable. Puisque, par la proposition 5.3.3, les fonctions simples
o/-mesurables forment un sous-ensemble dense de LP(X, o7, 1), le lemme 7.6.1 implique
I'inégalité ||gxE,|lq < ||F||. Le lemme 7.6.2 implique alors que g appartient & (X, o7, p).
Le lemme 7.6.1 avec E = X implique enfin que F(f) = [ fgdu pour tout (f) appartenant
a LP(X, o, ).

Nous allons maintenant considérer le cas ou p n’est pas fini; pour ce faire, introduisons
quelques notations. Si B € &7, soit &/p la o-algébre sur B consistant en les sous-ensembles
de B appartenant a o et soit u|p la restriction de p & @/p. Si f est une application a
valeurs réelles oti complexes sur B, f|X est le prolongement de f sur X tel que f s’annule
sur le complémentaire de B. L’égalité F|g(f) = F(f|*) définit une fonctionnelle linéaire
F|p sur LP(B, o/p, u|p). Cette fonctionnelle satisfait || F|g| < || F]|.

Supposons maintenant que p est o-fini. Soit (By)x une suite d’ensembles de &7 deux a
deux disjoints de mesure finie pour u et qui satisfont X = UpBj. Vu ce qui vient d’étre
montré, pour chaque k il existe une application g, appartenant a £ (By, @/, , 1B, ) telle
que I'égalité

Flp, (f) = / Fonduls,

est vérifiée pour tout (f) appartenant a LP(By, </, , ft|p, ). Soit I'application g telle que
g(z) = gx(x) si * € Bg. Comme précédemment, les lemmes 7.6.1 et 7.6.2 permettent
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d’affirmer que g € LU X, o7, 1) et que

Z/fgdu

pour tout (f) appartenant a LP(X, .o/, ).

Si p > 1, montrons que p peut étre une mesure arbitraire. Soit % la collection des
ensembles de &/ o-finis pour la mesure pu. Si B € ¥, alors (B, .o/, u|p) est o-fini et
par ce qui précede, il existe une application g appartenant a £9(B, /g, u|p) telle que
F|s({f)) = [ fgdu|p pour tout élément (f) de LP(B, o/, u|p). Si B et C sont des
ensembles disjoints de %', montrons que

IFIsucl® = [Fll|1* + [|Flc|- (7.12)

Soit une application g de Z%(B U C, 9puc, 4| puc) qui représente F|pyc. On a

I1Ploucl” = [ laf*dulsoc = [ latauls + [ lol"dule = |Flp]*+ 1P|
Soit maintenant (Cf)x une suite de € telle que

lim |[Fle, || = sup [ F|s]
Bew

et posons C' = UpCr;ona C €%,

[ Flell = sup [|F]5]| (7.13)
Be%
et il existe une application go appartenant a Z(C, o, u|c) telle que

Flc(f /fgc dylc, (7.14)

pour tout élément (f) de LP(C, o, p|c). Si f appartient & £P(X, o/, u) et s’annule sur
C, alors F(f) = 0. De fait, supposons le contraire et soit £ = {z € X : f(z) # 0}. Par
le corollaire 2.3.15, E appartient a ¢. Par définition de E, puisque F(f) # 0, F|g # 0 et
Pégalité (7.12) implique

IFlcusll = [Flcl* + 1Flel* > [Fle]?

ce qui contredit la relation (7.13). Si g est le prolongement de gc qui s’annule sur le
complémentaire de C, la remarque qui précede et la relation (7.14) permettent d’affirmer

que la relation
=/mw

est vérifiée pour tout élément (f) de LP(X, .o, u). En effet, en écrivant f sous la forme
f=fo+ foe ou fo vaut f sur C et s’annule sur C° et ou foe vaut f sur C° et s’annule
sur C, on a

F(f) = F(fc)+ F(fce) = F(fc) = Flc(f /fgcdﬂfc—/fgdﬂa

ce qui termine la démonstration. O
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Lorsque p = 1, on ne peut retirer I’hypothese de o-finitude sans danger.

Remarque 7.6.4. Soient X = R, &/ la o-algebre consistant en les sous-ensembles A de
R tels que soit A, soit A° soit est dénombrable et p la mesure de dénombrement sur
(X, ). Lespace LY (X, o/, 1) consiste en les fonctions f sur R qui s’annulent sur le
complémentaire d’un ensemble dénombrable et vérifient || f||1 = > . |f(x)| < co. Soit F' la
fonctionnelle sur L' (X, o, p) telle que F(f) =", f(z). Cette application est continue
et s'il existe une fonction g telle que F(f) = [ fgdu pour tout f € L1(X, o, i), on doit
avoir g = XJo,00[- Cette fonction n’est cependant pas o/-mesurable et la fonctionnelle ¥’
n’est induite par aucune fonction de £ (X, <7, u).

7.7 Autre définition de la notion de mesure

Il est possible de définir une notion de mesure sur un semi-anneau ; une telle application
est par définition a valeurs complexes.

Définition 7.7.1. Soit X un ensemble arbitraire. Une collection . de sous-ensembles de
X est un semi-anneau sur X si

— e,

— s 5,5 € .7, il existe une partition finie de S NS’ constituée d’éléments de .7,

— i 5,5 € ., il existe une partition finie de S\ S’ constituée d’éléments de .7
On requiert parfois la condition supplémentaire suivante : il existe une suite (Si)x de .7
telle que X = ULS;.

Remarquons qu’un semi-anneau sur un ensemble X ne contient pas nécessairement X
lui-méme.

Proposition 7.7.2. Toute o-algebre de parties de X est un semi-anneau sur X.

Démonstration. Si &7 est une sigma algebre de parties de X, on a @ € . Si, S, 58" € &,
onaSNS € o et S\ S € o ; ces éléments de o7 constituent une partition finie triviale.
La condition supplémentaire est également trivialement vérifiée. O

Nous allons maintenant définir des notions déja rencontrées, mais cette fois-ci dans le
cadre des semi-anneaux.

Définition 7.7.3. Soient X un ensemble quelconque et . un semi-anneau sur X. Une
application p : . — C est finiment additive si pour tout S € .¥ et toute partition finie
(Sk)i_; de S en éléments de .7, on a u(S) = > p_; u(Sk). Elle est dénombrablement
additive si elle est finiment additive et si pour tout S € . et toute partition dénombrable
(Sk)r de S en éléments de .7, on a u(S) = >, 1(Sk) -

Puisque {@, &} est une partition finie de @, toute application u finiment additive vérifie
(@) = p(2) + u(@) = 0.
Définition 7.7.4. Soient X un ensemble quelconque, . un semi-anneau sur X et p une
application de . dans C. La wvariation de pu est I'application

lul: S = RT S sup{z |(Sk)| : (Sk)j=; partition finie de S en éléments de .7'}.
k=1

L’application p est & variation finie sur S si |u|(S) est fini; elle est & variation finie si elle
est a variation finie sur tout élément de ..
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Définition 7.7.5. Soient X un ensemble quelconque, . un semi-anneau sur X . Une mesure
sur (X,.7) est une application p : . — C dénombrablement additive et a variation finie.

Le résultat suivant fait un premier lien entre la notion de mesure que nous avons adoptée
et les définitions présentées ici.

Théoréme 7.7.6. Soit (X, .o/) un espace mesurable. Toute mesure compleze sur (X, /) au
sens de la définition 7.2.1 est une mesure sur (X, .o/) au sens de la définition 7.7.5. Inver-
sement, toute mesure sur (X, /) au sens de la définition 7.7.5 est une mesure compleze
sur (X, o) au sens de la définition 7.2.1.

Démonstration. Soit p une mesure complexe sur (X,.o/) au sens de la définition 7.2.1.
Par la proposition 7.7.2, 'application u est définie sur le semi-anneau 7. Par définition,
elle est finiment et dénombrablement additive, au sens de la définition 7.7.3. Enfin, elle
est a variation finie, par la proposition 7.2.7.

Soit maintenant p une mesure sur (X, .7) au sens de la définition 7.7.5. La partie réelle
Ry et la partie imaginaire S de p sont finiment additives au sens de la définition 7.7.3 et
donc Ru(@) = Su(@) = 0. Puisque, Ru et Su sont dénombrablement additives au sens
de la définition 7.7.3, il s’agit de mesures signées finies sur (X, o), ce qui suffit. O

Si 7 est une o-algebre, 'hyptohese concernant la variation finie imposée a une ap-
plication p pour étre une mesure sur (X,.7#) n’est pas nécessaire. Cependant, une telle
hypotheése est nécessaire pour un semi-anneau quelconque . sur X, car . peut ne pas
étre stable pour 'union des éléments des partitions dénombrables des éléments de .&.

Soit . un semi-anneau sur un ensemble X. Une mesure p sur (X,.7) a valeurs réelles
peut étre décomposée en la différence de deux mesures a valeurs positives comme suit :
p=put—p,onut = (Ju|+p)/2et um = (|u| — p1)/2. Si p est une mesure sur (X,.7),
sa partie réelle Ry et sa partie imaginaire Sy sont des mesures & valeurs réelles et p peut
se décomposer de la maniere suivante : p = p11 — p12 + 21 — 22, OU fi11 = (?R,u)*,
pi2 = (Ru)™, po1 = (Sp)™ et poo = (Su)~ sont des mesures sur (X,.%) & valeurs
positives. Il est possible de développer une théorie analogue a celle développée ici pour
les mesures définies sur une o-algebre. Chaque point de vue présente bien entendu des
avantages et des inconvénients.



Chapitre 8

Mesures sur un espace localement
compact

Dans ce chapitre nous allons principalement considérer des mesures et intégrales sur des
espaces de Hausdorff localement compacts. Nous considérerons d’abord les mesures ré-
gulieres. Le résultat le plus important de ce chapitre est certainement le théoreme de
représentation de Riesz.

8.1 Mesures régulieres

Mesures régulieres et propriétés dans I’espace euclidien

Définition 8.1.1. Une mesure de Borel est une mesure définie sur les boréliens et qui est
finie sur tout compact.

Définition 8.1.2. Soit X un espace topologique et (X, .o/, 1) un espace mesuré ; un ensemble
A€ of est

— intérieurement régulier si u(A) = sup{u(K) : K C A, K compact},

— extérieurement régulier si p(A) = inf{u(U) : A C U, U ouvert}.
La mesure p est intérieurement régulere si tout ouvert de X est mesurable et intérieure-
ment régulier. Elle est extérieurement régulere si tout ensemble py-mesurable est extérieure-
ment régulier. Enfin, une mesure de Borel qui est a la fois intérieurement et extérieurement
réguliere est qualifiée de réguliere.

Bien entendu, si une mesure p est intérieurement régulere, la o-algebre associée contient
les boréliens.

Remarque 8.1.3. Une mesure réguliere est parfois appelée quasi-réguliére, le qualificatif
régulier étant alors réservé pour les mesures de Borel telles que tout ensemble mesurable
est a la fois intérieurement et extérieurement régulier.

Nous allons d’abord considérer le cas des mesures sur (R%, B).
Lemme 8.1.4. Soit (R? B?, 11) un espace mesuré o p est une mesure finie. Tout ensemble

borélien B € RY vérifie u(B) = inf{u(Q) : B C Q, Q owvert} et u(B) = sup{u(C) : C C
B, C fermé}.

223
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Démonstration. Soit € la collection des ensembles boréliens de R? vérifiant la thése. Mon-
trons d’abord que € contient tous les ensembles ouverts de R%. Soit U C R?% un ensemble
ouvert ; évidemment, u(U) = inf{u(2) : U C Q, Q ouvert}. La Proposition 1.1.14 im-
plique Dexistence d’'une suite (C); d’ensembles fermés de R? tels que U = Ui Cl. Quitte
a remplacer Cy, par U;?:le, on peut supposer que cette suite est croissante ; la continuité
des mesures implique p(U) = limy u(Cy) et donc u(U) = sup{u(C) : C C U, C fermé}.

Donnons une caractérisation des ensembles de . Soit B € €. Pour tout € > 0, il existe
un ensemble ouvert € et un ensemble fermé C tels que C C B C Q et u(Q) —e/2 <
w(B) < pu(C)+¢e/2. De la, u(Q\ C) < e. Inversement s’il existe un ensemble ouvert 2 et
un ensemble fermé C tels que C C B C Q et u(2\ C) < ¢ pour un ensemble borélien B,
alors p1(C) < u(B) < u(2) < u(C) + € pour tout € > 0 et donc B € €.

Montrons que € est une o-algebre. Bien siir, R? étant ouvert, R* € €. Si B € € et
si € > 0 est un nombre pour lequel il existe un ensemble ouvert €2 et un ensemble fermé
Ctelsque C C BC Qet u(2\C) <e, Q° et C° sont respectivement fermés et ouverts,
vérifient ¢ C B¢ C C° et u(C°\ Q°) < €. De la, B¢ € €. Soient enfin (By); une suite
de & et € > 0. Pour chaque k, soient 2, et C}, deux ensembles respectivement ouvert et
fermé tels que Cp C By C Qe et u(Qp \ Cx) < £/2F. Posons Q = Uy, et C = UpCh.
On a bien sir C' C UpBj C UpQy et p(Q\ C) = p(Up \ Ck) < Do) (% \ C) < €.
Toutefois, I’ensemble C' n’est pas fermé. Cependant, pour tout NV, U{X:le est fermé et,
puisque (Q\ C) = limy (2 \ UY_, Cy), il existe un entier Ny tel que u(2\ UéVile) <e.
Des lors, Uivile est I’ensemble fermé recherché et € est stable pour I'union dénombrable.

Puisque € est une o-algebre sur R? contenant les ensembles ouverts et que B¢ est la
plus petite o-algebre contenant les ensembles ouverts, on a B¢ C €, ce qui démontre le
lemme. O

Proposition 8.1.5. Si (Rd,IB%d,u) est un espace mesuré ou p est une mesure finie, alors u
est une mesure réguli¢re. De plus, tout sous-ensemble borélien B de R? vérifie u(B) =
sup{u(K) : K C B, K compact}.

Démonstration. Bien siir, p étant une mesure finie, p(K) est fini pour tout ensemble
compact K de R?. Le Lemme 8.1.4 implique directement que, pour tout ensemble B € B¢,
w(B) = sup{u() : B C Q, Q ouvert}.

Soient B un ensemble borélien de R% et ¢ > 0. Le Lemme 8.1.4 implique Pexistence d’un
ensemble fermé C' tel que u(B) < u(C)+e. Posons C, = CNB(0,< k) ; la suite (Ck)y, est
une suite croissante d’ensembles compacts telle que U,pC = C. La continuité des mesures
implique I'égalité p(C) = limy u(Cy). Des lors, pour k assez grand, Cy est un ensemble
compact tel que p(B) < u(Ck) + e. Des lors, u(B) = sup{u(K) : K C B, K compact}.
En particulier, la mesure p est réguliere. O

Propriétés dans les espaces de Hausdorff

Lemme 8.1.6. Soit X un espace de Hausdorff pour lequel tout ensemble ouvert est un
ensemble F, et p une mesure borélienne finie sur X. Tout sous-ensemble borélien B de
X vérifie w(B) = inf{u(Q) : B C Q, Q ouvert} et u(B) =sup{u(F): F C B, F fermé}.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du Lemme 8.1.4. Si un résultat
analogue a la Proposition 1.1.14 n’existe pas nécessairement pour les espaces plus géné-
raux, les hypotheses sont suffisantes. O
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Proposition 8.1.7. Soit X un espace de Hausdorff localement compact doté d’une base
dénombrable. Si p est une mesure borélienne sur X qui est finie sur tous les ensembles
compacts, alors elle est réguliére.

Démonstration. Soit £ un ensemble ouvert de X ; par la Proposition A.2.30, £ peut
s’écrire comme 'union d’une suite (Kj); d’ensembles compacts de X. La continuité des
mesures implique () = limy ,u(U,éV:lK k), ce qui montre que p est une mesure réguliere
a l'intérieur.

Montrons que p est une mesure réguliere a 'extérieur. Soit (€2)x une suite d’ensembles
ouverts telle que X = UpQy et u(€Qy) < oo VE (on peut par exemple prendre, dans une base
dénombrable de X, les ensembles dont I’adhérence est un ensemble compact). Pour chaque
k, soit py la mesure borélienne sur X pi(A) = u(A N Q). Chaque mesure py est finie
et donc, par le Lemme 8.1.6 (les hypothéses sont vérifiées grace a la Proposition A.2.30),
réguliere a l'extérieur. Des lors, si B € %(X) et si € est un nombre strictement positif,
pour chaque £, il existe un ensemble ouvert Uy, contenant B tel que puy,(Uy) < pp(B)+e/2F.
On a donc u((Q% NUg) \ B) < ¢/2*. En posant Q = Uy, N Uy, nous avons défini un
ensemble ouvert contenant B tel que pu(2\ B) < >, u((2 NUg) \ B) < e. Autrement
dit, u(Q) < u(B) + ¢, ce qui termine la démonstration. O

Proposition 8.1.8. Si X est un espace de Hausdorff localement compact admettant une
base dénombrable, alors toute mesure réguliére sur X est o-finie.

Démonstration. Par hypothese, I'espace X est o-compact. Autrement dit, X = UK}
ou (Kj)i est une suite d’ensembles compacts de X. La définition d’une mesure réguliere
entraine la these. O

Le résultat suivant permet d’approximer de nombreux ensembles via les ensembles
compacts.

Proposition 8.1.9. Soit (X, .o/, ) un espace mesuré ou X est un espace de Hausdorff, o/
une o-algébre sur X incluant B(X) et p une mesure réqulicre sur o/. Si A € of est
o-finie par p alors

w(A) =sup{u(K): K C A, K est compact}.

Démonstration. Supposons d’abord que u(A) < oo et soit € > 0. Puisque p est une mesure
réguliere, il existe un ensemble ouvert 2 comprenant A tel que () < pu(A)+¢e/2; il existe
alors un ensemble compact K de Q tel que u(Q2) < u(K) + /2. Puisque p(2\ 4) < /2,
il existe un ensemble ouvert U comprenant 2\ A tel que u(U) < £/2. L’ensemble K \ U
est lui un ensemble compact satisfaisant

p(KN\U) = p(K) = p(UNK) > p(Q) —e > p(A) -,

ce qui permet de conclure dans le cas fini, puisque K \ U C A.

Dans le cas o-fini, supposons que A = UiAg, ou (Ag)x est une suite croissante d’en-
sembles de & tels que pu(Ag) < oo Vk. Pour démontrer la these, il nous faut montrer que
pour tout N > 0 tel que u(A) > N, il existe un sous-ensemble compact K de A tel que
p(K) > N. Il existe M tel que u(UM  Ay) > N. 11 suffit alors d’appliquer la premiére
partie de la preuve a ’ensemble U]k\/[: 1A pour trouver un compact K C Uﬁ/[: 1A tel que
w(K) > N. O
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8.2 Théoreme de représentation de Riesz

Cette section explore la relation entre les mesures régulieres sur un espace de Hausdorff
localement compact X et les fonctionnelles linéaires définies sur I’espace des applications
de X dans R, continues et a support compact. Apres avoir démontré le théoreme de re-
présentation de Riesz, nous 'appliquons a I'intégrale de Riemann pour redéfinir la mesure
de Lebesgue.

Démonstration du théoréme

La mesure sous-jacente a une fonctionnelle linéaire positive est obtenue en s’inspirant du
Lemme 8.2.2.

Notation 8.2.1. Soit X un espace topologique. Nous noterons C2(X) I'ensemble des ap-
plications continues de X dans R a support compact. Si {2 est un ensemble ouvert de X,
nous noterons f < Q si f € CY(X) est une application vérifiant 0 < f < xq et [f] C Q.

Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Bien siir, une application de C?(X)
est mesurable et donc intégrable par rapport a une mesure borélienne réguliere sur X
(une telle application est bornée et s’annule hors d’un ensemble compact, c’est-a-dire
d’un ensemble de mesure finie). Ainsi, si p est une mesure borélienne réguliere sur X,
application f +— [ fdu est une fonctionnelle linéaire sur C2(X). Les questions naturelles
qui se posent alors sont de savoir s’il existe plusieurs mesures boréliennes qui donnent lieu
a une méme fonctionnelle linéaire et quels sont les fonctionnelles linéaires qui peuvent étre
construites de cette facon.

Lemme 8.2.2. Soient X un espace de Hausdorff localement compact et p une mesure
borélienne réguliere sur X. Si Q est un sous-ensemble ouvert de X, alors

Q) = Sup{/fdu FECYX),0< f < xa) = Sup{/fdu fedVX), f <9,

Démonstration. On a clairement () > sup{[ fdp : f € C(X),0 < f < xa} >
sup{[ fdu : f € CY(X), f < Q}. Il reste donc & montrer que pu(Q) < sup{[ fdu : f €
CYUX), f < Q}. Si u(Q) =0, c’est évident. Sinon, soit o un nombre tel que a < p(Q);
puisque la mesure p est réguliere, il existe un sous-ensemble compact K de €2 tel que
a < p(K). Il existe alors (Proposition A.2.34) une application f € C9(X) telle que
xk < fet f<Q Onadonca < [ fduetainsi a < sup{[ fdu: f € C?, f < Q}.

O

Puisque « est un nombre arbitraire, le lemme est démontré.

Proposition 8.2.3. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Si u,v sont deux
mesures boréliennes réguliéres sur X telles que [ fdp = [ fdv pour tout f € CY(X), alors
n=v.

Démonstration. Le Lemme 8.2.2 implique p(§2) = v(§2) pour tout sous-ensemble ouvert

2 de X. La régularité extérieure des mesures implique alors p(B) = v(B) pour tout
sous-ensemble borélien B de X, ce qui termine la preuve. O

Soit A une fonctionnelle linéaire sur CO(X) positive, i.e. A(f) est positif si f € C2(X)
est positif. Définissons I’application p} sur les sous-ensembles ouverts 2 de X comme suit,

pA(Q) = sup{A(f) : f € CI(X), f < Q}, (8.1)
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et étendons-la sur tous les sous-ensembles de X par
p(A) = inf{u} () : Q ouvert et A C Q}. (8.2)

Proposition 8.2.4. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. L’ application pu)
définie par les égalités (8.1) et (8.2) est une mesure extérieure.

Démonstration. Bien sur I'application p} est monotone et p} (@) = 0. Démontrons la
sous-additivité dénombrable de Papplication. Soit (£2x); une suite de sous-ensembles ou-
verts de X. Soit f € C?(X) une application telle que f < U . Par définition, [f] est
un sous-ensemble compact de Ui ; il existe donc N tel que [f] C Ufg\;le- On a alors
f= Zévzl fr, ot les N applications (fx)~_, appartiennent & C2(X) et vérifient fi, < €
Vk (Proposition A.2.35). On a A(f) = 25:1 A(fr) et A(fr) < i () Vk. Ainsi,

N
ACF) <Y A () <D pa ().

k=1 k

Dés lors, pj (UgQk) < 325 w3 ().

Supposons maintenant que (Ay)x est une suite arbitraire de sous-ensembles de X. Si
>k A (Ag) = o0, il n’y a rien & démontrer. Sinon, soit € > 0 et, pour chaque k, soit 2 un
ensemble ouvert comprenant Ay, tel que ph () < wi (Ax) +€/25. Vu ce qui a été obtenu
pour les ensembles ouverts, on a

palUJ Ak <paU ) <D pi() <D pi(Ae) +e.
k K k P

Le nombre e étant arbitraire, ’application est bien sous-additive et u} est une mesure
extérieure. 0

Proposition 8.2.5. Soient X un espace de Hausdorff localement compact et pi) ’application
définie par les égalités (8.1) et (8.2). Les ensembles boréliens de X sont p}-mesurables.

Démonstration. Pour montrer que la collection des ensembles pj-mesurables contient
P(X), il suffit de montrer que cette collection contient les ensembles ouverts de X. Soient
2 un sous-ensemble ouvert de X et A un sous-ensemble quelconque de X. Si p} (A) = oo,
il n’y a rien a démontrer. Sinon, soit € > 0; il existe un ensemble ouvert U comprenant
A tel que pj (U) < pi (A) + €/2. 11 nous faut montrer que

paU) Z pa(UNQ) + pa(UNQ°) —e/2,

car alors pj (A) + e = pi (AN Q) + pi (ANQC).

Soit f € C2(X) une application satisfaisant f < U NQ et pi(UN Q) < A(f) +
e/4. L’ensemble U N [f]¢ est un ensemble ouvert comprenant U N €. 11 existe donc une
application g € CO(X) satisfaisant g < UN[f]¢, pi (UN[f]°) < A(g)+e/4 et ui (UNQS) <
A(g) + /4. L’application f + g est telle que f+ g < U et vérifie donc A(f + g) < pj (U).
Au total, on a

pA(U) 2 A(f +9) 2 pp(UNQ) + pa(UNQ°Y) —e/2

ce qui devait étre montré. O
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Lemme 8.2.6. Soient X un espace de Hausdorff localement compact, iy Uapplication défi-
nie par les égalités (8.1) et (8.2), A un sous-ensemble de X et f une application de CO(X).
Si f = xa, alors A(f) = ui(A); si 0 < f < xa et si A est un ensemble compact!, alors
A(f) < pp(A).

Démonstration. Supposons que x4 < f et soit, si € est un nombre tel que 0 < ¢ < 1,
Q. ={x e X : f(x) >1—c}. L’ensemble €2, est un ensemble ouvert et toute application
g € CY(X) satisfaisant g < xq. vérifie g < f/(1 — €). Par définition de p}, on a alors

1

A(f).

On a A C Q. et puisque € peut étre choisi arbitrairement proche de 0, p} (A) < A(f).
Supposons maintenant que 0 < f < xa et que A est un ensemble compact. Soit €2

un ensemble ouvert comprenant A. On a f < Q et, par définition de p}, A(f) < pi ().

Puisque €2 est un ensemble ouvert comprenant A arbitraire, on a A(f) < pj (A). O

Proposition 8.2.7. Soient X un espace de Hausdorff localement compact, (v 'application
définie par les égalités (8.1) et (8.2), pn z la restriction de pjy aux ensembles boréliens
B(X) et pp la restriction de )y aux ensembles ph-mesurables. Ces deur mesures sont
des mesures réqulieres et satisfont

[ Fduna= [ s =2,

pour tout f € C2(X).

Démonstration. Nous avons déja montré que la définition des mesures était licite. Puisque,
pour tout sous-ensemble compact K de X, il existe une application f € C2(X) telle que
Xk < f (Proposition A.2.34), le Lemme 8.2.6 implique que les mesures sont finies sur
les ensembles compacts. Par définition (égalité 8.2), ce sont des mesures régulieres a
I’extérieur. De plus, par ce méme Lemme 8.2.6,

pA(Q) = sup{A(f) : f € CA(X), f < Q} <sup{pi([f]) : f € CIX), f <},

ce qui montre que les mesures sont régulieres a 'intérieur.

Démontrons maintenant les égalités. Toute application de C2(X) étant la différence de
deux applications positives de C?(X), il nous suffit de montrer que les égalités sont vraies
pour les applications positives de C2(X). Soient donc f une telle application et & > 0.
Pour tout naturel non-nul k, soit fi 'application

0 si f(x) < (k—1)e
fe(x) =X flx)—(k—1e si(k—1)e< f(z) < ke
£ si ke < f(x)

On a fr € CUX) Vk, f = >, fr et il existe un entier N tel que fr = 0 Vk > N.
Posons Ky = [f] et, pour tout naturel £ non-nul, K; = { € X : f(x) > ke}. On a
eXr, < fu < eXk,_, et donc eup z(Ky) < [ fudpn,z < epnz(Ki-1) Yk. De plus, le
Lemme 8.2.6 implique epp 2 (Kr) < A(f) < epn,z(Ki—1) Vk. De plus, puisque f = ) fx,

N N-1
> enna(Kr) < AF) <> epnz(Ki)
k=1 k=0

1. L’hypothese de compacité n’est en fait pas nécessaire.
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et
N-1
ZENAJ Ky) < /fdMAJJ > enns(Ky).
k=0

Ainsi, A(f) et [ fdun z se situent dans le méme intervalle de longueur Zé\/:—ol epn,z(Ky)—
Zgil epn,z(Ky). Cette longueur vaut eup z([f]) au plus et, € étant arbitraire, on a

A(f) = [ fdpa .

On a clairement [ fdux = [ fdua g, ce qui termine la preuve. O
Nous pouvons maintenant formuler le théoreme de Riesz.

Théoréme 8.2.8 (Théoreme de représentation de Riesz). Soient X un espace de Hausdorff
localement compact et A une fonctionnelle linéaire positive sur CO(X). Il existe une mesure
borélienne réguliére unique pp sur X telle que

— [ s

Démonstration. Nous avons montré que la mesure pj g obtenue en restreignant la mesure
extérieure py sur les ensembles boréliens de X convient. O

pour tout f € CY(X).

Définition 8.2.9. La mesure borélienne réguliere définie par le théoréme de représentation
de Riesz est appelée la mesure de représentation de A.

Définition de la mesure de Lebesgue sur (R¢, B?) & partir de la mesure de Riemann

A titre d’application, introduisons la mesure de Lebesgue sur I’espace mesurable (R, B) a
partir de l'intégrale de Riemann via le théoréme de représentation de Riesz.

Si f € CY(]0,1]), soit A(f) I'intégrale de Riemann de f, donnée par la Définition 2.5.3.
On vérifie de suite que A est une fonctionnelle linéaire positive sur C2([0,1]). Soit u la
mesure de représentation sur %([0,1]) de A : A(f) = [ fdu, Vf € C2([0,1]). Pour tout
[a,b] C [0, 1], soit

fe(z) = k(z — a)X(a,a41/%[(T) + Xjat1/kp—1/8) () — k(2 — D) X|p—1/k,5] ()-

La suite (fi) est une suite croissante de C2([0,1]) vers xjq 5. On a A(fg) =b—a—1/k et
donc, par le théoréme de la convergence monotone, u(]a,b]) = limy [ frdp = b — a. Qui
plus est, u({z}) = limg pu(Jx — 1/k,z + 1/k[) = 0. On pose alors

=" (0,1 N (A - k). (8.3)

keZ

La mesure L4 est une mesure sur (R, B) telle que L4([a,b]) = b — a. De fait, il suffit de
montrer que Lz(]a,b]) = b —a. Si ]a,b] Clk,k + 1] pour un k € Z, c’est immédiat car un
seul terme dans la somme (8.3) differe de zéro. Sinon, en posant k1 = max{k : k < a} et
ko = max{k : k < b}, intervalle ]a, b] peut étre décomposé en les intervalles I =|a, k1 +1],
Ik7k1+1 :]k, k+ 1] (kl <k< kg) et Ik27k1+1 :]kg,b] De 1a,

—k1+1 ko—k1

Zc/ﬂk (ki+l—a)+ > 1+(b—k)=b—a.
k=2
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La mesure de Lebesgue sur (R? BY) est la mesure szl L. Cette mesure est unique.
Nous venons donc de redémontrer le résultat suivant.

Proposition 8.2.10. II existe une seule mesure Lz sur (R, B?) telle que, pour tout rectangle
[Tizilor, bi] de RY, Lop([Tazylan, ba]) = Tz, (b — ax)-

8.3 Régularité des mesures boréliennes signées finies et complexes

Dualité

Le résultat principal de cette section consacrée a la régularité des mesures boréliennes
signées finies et complexes est un théoreme de représentation du dual de certains espaces
de Banach de fonctions continues.

Notation 8.3.1. Si X est un espace de Hausdorff localement compact, CJ(X) (resp.
CJ(X,C)) désignera 'ensemble des fonctions réelles (resp. complexes) s’annulant & infini.
Nous considererons ces espaces équippés de la norme

£l = sup{[f ()] : = € X}

Ces espaces sont de Banach.

Remarque 8.3.2. Soit (fx)r une suite de Cauchy de cet espace. Nous savons que cette
suite converge uniformément vers une fonction continue f (on a f = limy fx). Il reste a
montrer que f s’annule & 'infini. Etant donné € > 0, soit k tel que |f(z) — fr(z)| < £/2
pour tout z € X. Soit alors K un compact de X tel que |fx(z)| < £/2 pour tout x € K°.
Pour tout z € K¢, on a donc |f(z)| < €, ce qui suffit.

Rappelons que C? est un sous espace vectoriel dense de 08.

Remarque 8.3.3. De fait, si f € CJ(X) (resp. f € CJ(X,C)), pour € > 0, soit K un
compact de X tel que |f(x)| < e pour tout x € K. Nous savons qu'il existe une fonction
g définie sur X & valeurs dans [0, 1] telle que g € C%(X) et g(x) = 1 pour tout z € K. La
fonction h = fg appartient & C(X) (4 C%(X,C)) et satisfait ||f — k|| < e.

Définition 8.3.4. Si X est un espace de Hausdorff localement compact, une mesure signée
finie ou complexe p sur (X, #(X)) est réguliére si sa variation |u| est réguliere.

Cette propriété admet des formulations équivalentes.

Proposition 8.3.5. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et p une mesure
signée finie ou complexe borélienne ; les conditions suivantes sont équivalentes :
— W est régulier,
— les mesures positives relatives a la décomposition de Jordan de p sont réguliéres,
— p est une combinaison linéaire de mesures positives réquliéres sur B(X).

Démonstration. Supposons que u est régulier et soit v une des mesures ™ ou p~ ; on
a v < |u|l. Soit A € #(X) et pour € > 0 donné, soit U un ouvert contenant A tel que
lu|(U) < |p|(A) +e. OnavU\A) <|u|/(U\A)<e et donc

v(U)=v(A)+v(U\U) <v(A) +e¢,
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ce qui montre la régularité extérieure de p ; la régularité intérieure se montre de méme.

Bien stir, si 47 et 4~ sont des mesures régulieres, u est combinaison linéaire de mesures
positives régulieres.

Enfin, supposons que p est combinaison linéaire de mesures positives régulieres. Sup-
posons donc avoir p = Z’,zozl Crplk, ou ci est un coefficient et pp est une mesure po-
sitive réguliere pour tout k € {1,...,ko}. Soit v = Z],zozl |k On a |u| < v. Pour
A€ B(X) et e>0,soit U un ouvert contenant A tel que v(U) < v(A) + . Des lors, on
a|lu|(U\ A) <v(U\ A) < e et on peut conclure comme au premier point. O

Lemme 8.3.6. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et u une mesure signée
finie ou compleze borélienne réguliere. Pour tout A € AB(X) et tout € > 0, il existe
une partie compacte K de A telle que |u(A) — u(B)| < € pour tout B € B(X) tel que
K Cc BCA.

Démonstration. Pour A et € de ’hypothese, soit K un ensemble compact inclus dans A
tel que |u|(A) < |u|(K) +¢e; on a donc |u[(A\ K) < e. Pour tout borélien B tel que
K C BC A, on a alors

|u(A) — u(B)| = |p(A\ B)| < |p|(A\ B) < |p|(A\ K) <e,
comme annonce. ]

Lemme 8.3.7. Soit X un espace de Hausdorff localement compact; si A est une fonction-
nelle linéaire continue sur CJ(X), alors il existe deux fonctionnelles linéaires continues
positives At et A= sur CJ(X) telles que A = AT — A~.

Démonstration. Etant donné une fonction f>0de CJ(X), posons
A (f) = sup{A(g) : g€ CR(X) et 0< g < f}.
Pour toutes fonctions f et g de C’g(X) telles que 0 < g < f,on a

A < 1A gl < TIATTILAL

ce qui montre que A1 (f) est fini avec

ATCH) < AT

Montrons que A" est positive et linéaire pour les fonctions positives. Par définition,
AT(f) = 0 pour toute fonction positive de C§(X). De méme, pour une telle fonction f
et ¢ > 0, la linéarité de A implique At (cf) = cAT(f). Si f1 et fo sont deux fonctions
positives de 08 (X), soit g1 et go deux éléments de cet espace tels que 0 < g1 < f1 et
0<gs < fo.Bienstur,ona0< g1+ g2 < fi1+ foetdonc

A(gr) + A(g2) = Agr + g2) S AT(f1+ f2)

et donc
A (f1) + AT (f2) SAT(fL + f2).

Soit maintenant g une fonction de CJ(X) telle que 0 < g < f1 + fo et définissons

g1 = min(f1,9) et 92 =9— g1-
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Ces deux fonctions appartiennent a CJ(X) et vérifient 0 < g1 < f1, 0 < g2 < f2. On a
donc
A(g) = Alg1) + Alg2) < AT (f1) + AT (fa),

ce qui implique

AT (fr+ f2) SAT(f1) + AT (f2)

Etant donné une fonction f de C§(X), on pose maintenant
AT(f) = AT(F7) = AT ().

De la méme maniere que nous avons prouvé que 'intégrale est linéaire, on peut montrer
que AT défini sur CJ(X) est linéaire (voir proposition 2.3.11). 11 est clair que AT est
encore positif. De plus, on a

ATHISATUT) +ATT) = AT () < TATIIL

ce qui montre la continuité de A*. Nous venons donc de montrer que AT est une fonc-
tionnelle linéaire continue positive sur CJ(X).

Soit maintenant A~ I’application définie sur C§(X) par A~ = AT —A. Il est évident que
cette fonctionnelle est linéaire et continue. Si f € C§(X) est positif, alors AT(f) = A(f)
et donc on a A < AT sur CJ(X). Il en résulte que A~ est positif ; nous avons ainsi obtenu
la décomposition annoncée. ]

Rappelons que si (X, .o/) est un espace mesurable et si f est une fonction .o7-mesurable
bornée sur X, alors, si p est une mesure signée finie sur (X, o), l'intégrale de f par

rapport a u est définie par
/fdMZ/fd/ﬁ—/fdu,

ol u* et pu~ sont des mesures réalisant la décomposition de Jordan de p : = pu* — ™.
De la méme maniere, si p est une mesure complexe de décomposition de Jordan p =

M1, — p12 +ip21 — ifig2, alors

[ran=[raws— [ tamasi [ fdps =i [ s

Notation 8.3.8. Etant donné un espace de Hausdorff localement compact X, nous note-
rons M (X,R) I’ensemble des mesures boréliennes signées sur X et M (X, C) 'ensemble
des mesures boréliennes complexes sur X. On a donc M(X,R) = M(X,#A(X),R) et
M(X,C) = M(X,#(X),C). L’espace M(X) représente indifféremment M (X,R) ou
M(X,C).

Notation 8.3.9. Etant donné un espace de Hausdorff localemet compact X, nous noterons
M, (X,R) I'ensemble des mesures boréliennes signées régulieres sur X et M, (X,C) 'en-

semble des mesures boréliennes complexes régulieres sur X. L’espace M, (X) représente
indifféremment M, (X,R) ou M, (X, C).

Bien stur M, (X) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel M (X).

Proposition 8.3.10. Les espaces M,(X,R) et M, (X,C) sont fermés dans M(X,R) et
M (X, C) respectivement.
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Démonstration. De fait, si (ug)r est une suite de M,.(X) qui converge vers p dans M, (X),
pour tout borélien A de X et tout € > 0, soit k un indice tel que ||ur — pl| < /2 et U un
ouvert contenant A tel que |ug|(U \ A) < £/2. On obtient directement

[ul(UNA) <l = gl + |l (U A) <e,
ce qui montre que u est régulier. O

Corollaire 8.3.11. Les espaces M, (X,R) et M,(X,C) sont de Banach pour la norme va-
riation totale.

Démonstration. Cela résulte de la propositions précédentes et de la proposition 7.2.10. [

Théoréme 8.3.12. Soit X un espace de Hausdorff localement compact ; application qui a
u € M, (X,R) associe la fonctionnelle

CX) =R f»—>/fd,u, (8.4)

est un isomorphisme isométrique entre l'espace de Banach M.(X) et le dual CJ(X)*
de lespace de Banach C3(X). De méme, Uapplication qui ¢ p € M,(X,C) associe la
fonctionnelle f — [ fdu est un isomorphisme isométrique entre M,(X,C) et le dual de
CY(X,C).

Démonstration. Soit ®, la fonctionnelle définie par (8.4). Par définition, ®, est une fonc-
tionnelle linéaire sur CJ(X) telle que

2. () < 1A

pour tout f et tout x, ce qui implique que @, est continu et que sa norme vérifie ||®,|| <
|1]|. De plus, 'application ® : u — @, est une application linéaire de M, (X, u) dans le
dual de 08(X ). On a bien entendu des résultats identiques pour les mesures complexes et
les fonctions a valeurs complexes.

Montrons que I’application ® préserve la norme en montrant que ||®,|| > ||x|| pour tout
. Soit donc p € M, (X) et € > 0; nous pouvons supposer avoir ||u|| # 0. Par définition de
|||, il existe une partition finir de X en ensembles boréliens Ay, k € {1,...,n} (n € Np)
tels que Y p_; |(Ax)| > ||p]| — /2. Par le lemme 8.3.6, il existe des compacts K7, ..., Ky
tels que Ky C A pour tout k € {1,...,n} et

c n n
el = 5 < DK< Y |l (K5).
k=1 k=1

On peut bien entendu supposer avoir pu(Kj) # 0 pour tout k € {1,...,n}. Soit alors f
une fonction continue & support compact telle que ||f|| < 1 et?

_ (Ky)
|u(Kg)|’

pour tout k et tout x € Kj. Posons K = U}!_; K}, ; on a

f(x)

/ Fdp=""lu(E)| > [lull — /2
K k=1

2. L’existence résulte de la Proposition A.2.36.
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| / f ] < Jl(K©) < </2.
KC
Par conséquent, on a

|/fdu| > lull e,

ce qui implique | [ f dul > ] et donc [|@,] > ]l

Montrons la surjectivité de ®. Commengons par le cas réel; si A est une fonctionnelle
lindaire sur CJ(X) positive (i.e. telle que A(f) > f pour tout f € CJ(X)), sa restriction &
CY(X) est également positive et, vu le théoreme de Riesz, il existe une mesure borélienne
réguliere p sur X telle que A(f) = [ fdu pour tout f € CO(X). Vu le lemme 8.2.2, on a

w(X) =sup{A(f): feCOX)et 0< f <1}

et donc u(X) < ||A|l. En particulier, & est fini. Ainsi, nous avons montré que toute
fonctionnelle linéaire continue positive A sur C2(X) est de la forme ®,. Par continuité
(@, et A sont continus), c’est encore vrai sur C§(X), puisque C2(X) est dense dans
CJ(X). Par le lemme 8.3.7, ® : M,(X,R) — CJ(X)* est surjectif. Considérons enfin
le cas complexe. Si A appartient & C§(X,C)*, alors il existe A1, Ay € CJ(X)* tels que
A(f) = Ai(f) + iAa(f), pour tout f € CJ(X) (considéré comme un sous espace de
CY(X,C)). Si py1 et pg sont les mesures signées finies boréliennes régulieres associées a
A1 et Ay respectivement, alors u; + duo est une mesure complexe borélienne réguliere
représentant A. O

Densité er régularité

On considere ici les mesures v sur (X, #(X)) définies par densité, i.e. telles que v(A) =
Ju fdp, ot p est une mesure positive borélienne réguliere sur X et f est une fonction
p-intégrable. Nous allons montrer que la régularité de p implique la régularité de v et
caractériser v via une version du théoreme de Radon-Nikodym (sans hypothese de o-
finitude).

Proposition 8.3.13. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et p une mesure
borélienne réguliere sur X. Etant donné f € L1 (X, B(X), ), la mesure signée finie ou
complexe v sur (X, B(X)) définie par v : A [, fdu est également réguliére.

Démonstration. Etant donné f € £V(X, B(X), ), soit vy la mesure signée finie ou com-
plexe sur (X, B(X)) telle que v¢(A) = [, f du. Supposons d’abord avoir f = xg, ot B est
un borélien de mesure 4 finie. Dans ce cas, 'application vy est positive et vf(A) = u(ANB)
pour tout A € Z(X). Vu la proposition 8.1.9 (appliquée a & p et AN B), on a

vi(A) =sup{u(K): K C AN B, K compact}
=sup{u(KNB): K C AN B, K compact}
=sup{vs(K): K C AN B, K compact}
<sup{ry(K): K C A, K compact} < vs(A).

Ces relations montre que v est régulier a I'intérieur.

Pour A € #(X), on a
vi(A°) =sup{rs(K): K C A°, K compact}
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et donc

vi(A) <inf{vy(U): ACU, U ouvert}
= v¢(X) —sup{vs(U°) : U° C A°, U ouvert}
S vp(X) —sup{ry(K): K C A°, K compact}
= vp(X) —vp(A%) = vy (A).

Ces relations prouve la régularité de vy dans le cas particulier f = xp.

Par linéarité v, est régulier si f est une fonction simple p-intégrable. Par le théoreme
de la convergence monotone, la mesure est encore réguliere si f est une fonction intégrable
positive. Le cas général s’obtient en remarquant que |vf|(A) = [, |f|dp pour tout A €
Z(X) (proposition 7.3.10). O

Proposition 8.3.14. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et p une mesure
borélienne réguliére sur X. Etant donné une mesure signée finie ou complexe borélienne
réguliere v sur X, les conditions suivantes sont équivalentes :
— il existe une fonction f € LNX,B(X),p) telle que v(A) = [, fdu pour tout
Ae B(X),
— v est absolument continu par rapport a p,
— pour tout ensemble compact K de X tel que n(K) =0, on a v(K) = 0.

Démonstration. Nous savons déja que la premiere condition implique la seconde. Il est
également évident que la deuxieme condition implique la troisieme.

Montrons que la troisieme condition implique la deuxieme. Si A est u borélien de X,
par le lemme 8.3.6, pour tout ¢ > 0, il existe un compact K. inclus dans A tel que
|v(A) — v(K.)| < e. Par conséquent, en supposant la troisitme condition est vérifiée, si
u(A) = 0, on a également u(K) = 0 pour tout compact K de A et donc v(K) = 0. On
obtient ainsi v(A) < € pour tout € > 0, ce qui suffit.

Montrons que la seconde condition implique la premiere 3. Par régularité, il existe une
suite (K} ), d’ensembles compacts tels que limy, |v|(Ky) = |v|(X). Puisque p est également
réguier, u(Ky) est également fini pour tout indice k ; soit alors 1o la mesure définie par

po(A) = p(AN (UeKy)),

pour tout borélien A. Cette mesure est o-finie. Puisque v est absolument continu par
rapport a u, 'égalité
W|(X\ UpKg) =0

implique que v est absolument continu par rapport a ug. Le théoreme de Radon-Nikodym
implique alors I'existence d'une fonction f € (X, %(X), uo) telle que v(A) = fA I dug
pour tout A € A(X). Soit alors g = fxu,k, ; cette fonction est égale & f po-presque
partout. Pour tout borélien A, on a alors

V(A)Z/Afduoz/Agduoz/Agdu,

ce qui termine la démonstration. O

3. On ne peut dirctement appliquer le théoreme de Radon-Nikodym car nous n’avons pas supposé u
o-fini.
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Proposition 8.3.15. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et p une mesure
borélienne réguliere sur X. Etant donné f € LY(X, B(X),n), soit vy la mesure signée
finie ou compleze sur (X, B(X)) définie par

vi(A) = /Afdu.

L’application f — vy est une isométrie de L'(X, B(X), ) sur le sous-espace de M, (X)
constitué des mesures absolument continues par rapport a (.

Démonstration. Vu la proposition 7.3.10, on a

vsl(4) = /A Fldu,

gl = / Fldp.

Vu la proposition 8.3.13, v et |vy¢| sont réguliers. On peut conclure grace a la proposi-
tion 8.3.14 O

pour tout A € #A(X), donc

8.4 Complément sur les mesures régulieres

Mesurabilité et continuité

Proposition 8.4.1. Soit X un espace de Hausdorff localement compact, &/ une o-algébre sur
X contenant B(X) et u une mesure réguliére sur <. L’union de tous les sous-ensembles
ouverts de X de mesure nulle pour p est encore un ensemble de mesure nulle pour .

Démonstration. Soit € la collection des ensembles ouverts de X de mesure nulle pour
1 et U = Uqeg€). Puisque U est ouvert, il appartient a /. Si K est un compact inclus
dans U, on peut extraire un recouvrement fini de K par des éléments de €. Soit donc
Ui,...,U, des ouverts de € tels que K C U}_ Uy (n € Np). On a

p(K) <> uUs) =0,
k=1

n

ce qui montre que p(U) est nul, vu la régularité intérieure de la mesure. O

Définition 8.4.2. Si (X, .o7, 1) est un espace mesuré ou X un espace de Hausdorff locale-
ment compact, .27 contient Z(X) et p est régulier, soit U 'union de tous les sous-ensembles
ouverts de X de mesure nulle pour p. Il s’agit du plus grand ensemble ouvert de mesure
nulle. Le support de p, noté supp(u), est 'ensemble supp(u) = U°.

Bien stir, supp(u) est le plus petit ensemble fermé dont le complémentaire est de mesure
nulle. On obtient directement que x appartient a supp(u) si et seulement si tout voisinage
ouvert de x est de mesure positive.

Définition 8.4.3. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et &7 une o-algebre
contenant Z(X). Si u est une mesure signée finie ou complexe définie sur 7, son support,
également noté supp(u), est le support de sa variation : supp(u) = supp(|u|).
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Exemples 8.4.4. On vérifie directement que le support de la mesure de Lebesgue est R. Si
g est la mesure de Dirac en = € R, supp(d;) = {z}.

Donnons maintenant deux résultats permettant d’approximer les fonctions mesurables
par des fonctions continues. Le premier est une généralisation de la proposition 5.5.11.

Proposition 8.4.5. Soit X un espace de Hausdorff localement compact, & une o-algébre
sur X contenant B(X) et p une mesure réguliére sur (X, .«/). Pour p € [1,00[, CY(X) est
une partie dense de LP(X, o, u,R) et définit donc une partie dense de LP(X, o/, u,R).

Démonstration. On a bien sir CY(X) C £P(X, .o, u,R). Par la proposition 5.3.3, nous
savons que ’ensemble des fonctions simples de ZP(X, o7, 1, R) est dense dans cet espace.
11 nous suffit donc de montrer que pour tout A € & tel que u(A) < oo et tout € > 0, il
existe une fonction f € C2(X) telle que ||xa — fll, < &.

Par la régularité extérieure de p, il existe un ouvert U contenant A tel que u(U) <
w(A)+eP/2. Vu la proposition 8.1.9, il existe un compact K inclus dans A tel que pu(K) >
p(A) — P /2. Soit alors f une fonction de CO(X) telle que xx < f < xu- On a|xa — f| <
XU — Xk et donc

Ixa = Fllp < lIxv = xxllp = p(U\ K)V? <,

ce qui suffit. O

Théoréme 8.4.6 (Théoréme de Lusin). Soit X un espace de Hausdorff localement compact,
o/ une o-algébre sur X contenant B(X), p une mesure réguliére sur (X, o) et A € of
un ensemble de mesure finie pour . Si f : A — R est une fonction </ -mesurable, pour
tout € > 0, il existe un compact K inclus dans A tel que p(A\ K) < ¢ et f|x est continu.
De plus, il existe une fonction g € C2(X) égale a f sur K ; si A est non vide et f est
borné sur A, g peut étre choisi tel que

sup{|g(z)| : € X} < sup{[f ()] : x € A}. (8.5)

Démonstration. Supposons d’abord que f est a valeurs dénombrables, f(A4) = {a1,...},
et posons Ay = f~1(ax) pour tout k € Ny. Soit alors Sy, = U§:1Aj- Par continuité, étant
donné £ > 0, il existe n € N tel que

p(AN Sn) = p(AN (g Ax)) < /2.

La proposition 8.1.9 affirme 'existence de n compacts K, ..., K, tels que K, C A pour
tout k € {1,...,n} et > ;1 (A \ Ki) < /2. Soit alors K = U}_; K} ; il s’agit d’un
compact inclus dans A. On a

WA\ K) = (AN A + 3 (A \ K < <.
k=1 k=1

Puisque f est constant sur chacun des Ky, (k € {1,...,n}), 'image inverse de tout fermé
par f intersecté avec K est fermée. Il en résulte que f restreint a K est continu.
Passons au cas général. La fonction f est limite uniforme d’une suite de fonctions
(fx)k </-mesurables et dont les images sont dénombrables (on peut par exemple poser
fr(x) = j/k lorsque j/k < f(x) < (j +1)/k, avec j € Z). Vu ce que nous avons obtenu
jusqu’ici, pour chaque indice k, il existe un compact K de A tel que u(A\ K;) < /2%
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pour lequel la restriction de f; a Kj est continue. Soit K = N K}, ; il s’agit d’'un compact
inclus dans A tel que

w(A\ K) < ZuA\Kk<22k €.

Puisque f est limite uniforme de fonctions continues sur K, f est lui-méme continu sur
K.

Construisons la fonction g de ’énoncé. Le compactifié d’Alexandrov X de X étant nor-
mal, le théoréme de prolongement de Tietze (voir Théoréme A.2.18) fournit une fonction
continue h : X — R égale & f sur K. Soit ¢ une fonction de CY(X) telle que p(z) =1
pour tout « € K, h la restriction de haX et posons g = hip. Bien str g appartient a
CY(X) et est égal & f sur K.

Pour faire en sorte que g vérifie (8.5), soit s = sup{|f(z) : = € A} et définissons 1
comme suit :

—s sit< -—s
Yp:R—>R t— t si—s<t<s . (8.6)
s sit>s

La fonction 1 o g convient. 0

Remarque 8.4.7. La proposition 8.4.5 et le théoreme de Lusin s’appliquent aux fonctions
f a valeurs complexes. Il suffit de décomposer f en ses parties réelle et imaginaire, a
Pexception de construction de la fonction g vérifiant (8.5). La démarche est la méme
mais,il faut remplacer ¢ dans (8.6) par

t sift] <s

p:C=C M{st/\t Silt]>s

pour conclure de la méme maniere.

Exemple 8.4.8. Considérons la fonction de Dirichlet sur [0,1] :

Cette fonction est Borel-mesurable et égale a 0 presque partout pour la mesure de Le-
besgue, mais continue nulle part. Soit (r;); une suite des nombres rationnels de [0, 1],
{rr : k € Ng} = QN [0,1] et pour € > 0, soit Uy =|rxy — 2727 % rp + 2727%[ (k € Np).
L’ensemble U = Ui Uy, est un ouvert de [0, 1] et K = [0,1] \ U est un compact de [0, 1] tel
que L(K) < e. Qui plus est, f|x est nul donc continu.

Semi-continuité inférieure

Définition 8.4.9. Une collection ¥ d’applications définies sur un ensemble X et a valeurs
dans R est filtrant si pour pour tous fi, fo € €, il existe f € € tel que f1 < f et fo < f.

Proposition 8.4.10. Soit X un espace de Hausdorff localement compact, &7 une o-algébre
sur X contenant B(X) et u une mesure réguliere sur (X, 7). Si f: X — [0,00] est une
application semi-continue inférieurement pour laquelle il existe une collection filtrante €
d’applications positives semi-continues inférieurement telle que

f(xz) = sup{g(z) : g € €},
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pour tout x, alors

/fduzsup{/gdu:gé‘f}'

Démonstration. On a bien sir [ gdu < [ fdp pour tout g € €; il reste donc & montrer
que pour tout ¢ tel que [ fdu > ¢, il existe g € € tel que [ gdp > c. Soit donc un nombre
c tel que ffdu > ¢. Pour tout k € Ny et tout j € {1,..., k;2k}, soit Uy ; I'ouvert

Uk7j:{x€X:f(:r)>2‘7—‘k}

et définissons la fonction f; comme suit,

k2k

1
ka-)R $|—>27k E XUkJ.(x).
=

Ces fonctions sont Borel-mesurables et on vérifie directement que

— fe(z) =0ssi f(z) =0,
— fe(w) = j/2Fsi0 < f(z) < k et j est le naturel pour lequel j/2% < f(z) < (j+1)/2F,
— fr(x) =k si f(x) > k.
En conséquence, (fi)x est une suite croissante de fonctions semi-continues inférieurement
qui converge vers f. Par le théoréme de la convergence monotone, on a

/fdu:hlgn/fkd,u.

Soit ko un indice tel que [ fi, du > c.

Puisque
1 ko?ko
/fko dp = 0 Z 1(Uko ),
j=1
pour tout j € {1,..., kOQkO}, soit K; un compact inclus dans Uy, ; tel que
1 k20
j=1
Définissons explicitement la fonction g par
k20

1
9= ok D XK,
j=1

k,
et posons K = U?fl OKj.

On remarque directement que si x est tel que f(x) > 0, alors g(z) < fi,(z) < f(x);
c’est en particulier le cas si x appartient a K. Vu la définition de f, pour tout x € K, il
existe g, € € tel que fi,(x) < gz(x). Puisque g, et g sont semi-continus inférieurement,
il existe un voisinage ouvert U, de z tel que ¢(t) < g»(t) pour tout t € U,. Puisque les
U, avec x € X définissent un recouvrement ouvert du compact K, il existe n € Ny et
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x1,...,7p € X tels que K C U}_,Uy, . Cela étant, puisque ¢ est filtrant, il existe gy € €
tel que go > g, pour tout k € {1,...,n}. Cette fonction go vérifie go > ¢ et donc

ko?ko

1
€< o5 > M(Kj)—/gdué/godu-
j=1

La fonction gg est donc la fonction recherchée. O

8.5 Dual de L!
Préliminaires

Si u* est une mesure extérieure, nous noterons naturellement p sa restriction aux en-
sembles p*-mesurables.

Proposition 8.5.1. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et p* une mesure
extérieure sur X telle que les ensembles boréliens sont u*-mesurables et u est une mesure
réguliére. Si A est une partie de X, les conditions suivantes sont équivalentes :

— A est u*-mesurable,

— ANVU est p*-mesurable pour tout ouvert U tel que pu(U) est fini,

— AN K est p*-mesurable pour tout compact K.

Démonstration. La premiere condition implique trivialement les deux autres.

Supposons que la seconde condition est vérifiée. Soit B une partie de X telle que
p*(B) < oo. Soit U un ouvert contenant B tel que p(U) < oo ; nous savons que ANU est
mesurable et donc

pHU) = 1 (U N A) + g5 (U N AS) > 1*(B N A) + u*(B N A).
Puisque, pour £ > 0, on peut choisir U tel que pu(U) < p*(A) + ¢, on a
W*(B0A) + (BN A%) < i (A),

ce qui montre que A est p*-mesurable.

Montrons que la troisieme condition implique la deuxieme. Soit U un ouvert de X tel
que u(U) < oo et (Kg)x une suite de compacts inclus dans U tels que limg, pu(K%) = p(U).
On sait que AN K}, est p*-mesurable pour tout indice k. De plus, puisque AN (U \ Up K})
est inclus dans U \ U K}, avec p*(U \ UpKj) = 0, AN (U \ U K}) est de mesure extérieure
nulle et est donc mesurable. Enfin, comme

ANU = (AN (U\UpKg)) U(ANULKy) = (AN (U \ UpKy)) U (Ur (AN Ky)),
Pensemble AN U est p*-mesurable. O

Lemme 8.5.2. Soit X un espace de Hausdorff localement compact, &/ une o-algébre conte-
nant B(X) et p une mesure régulicre sur (X, 7). Si K est un compact de X tel que
w(K) >0, alors il existe un compact Ko inclus dans K vérifiant p(Ko) = p(K) et tel que
tout ouvert U de X intersectant K vérifie u(U N Kp) > 0.
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Démonstration. Soit € la collection des ouverts V' de X tels que u(K NV) = 0 et posons
U = UyegV. Si C est un ensemble compact inclus dans U N K, il existe n € Ny et
Vi,...,Va € € tels que C C U}_,V}, et

p(C) <D pCnVi) <> K NV) =0.
k=1 k=1

Vu la proposition 8.1.9, cela implique p(U N K) = 0. Puisque
w(ENU®) = p(K) — p(KNU) = p(K),
I’ensemble Ky = K NU¢ est un compact vérifiant la these. ]

Proposition 8.5.3 (AC). Soit X un espace de Hausdorff localement compact et u* une
mesure extérieure sur X telle que les ensembles boréliens sont u*-mesurables et p est une
mesure régquliere. Il existe une famille & d’ensembles compacts de X deux a deux disjoints
telle que

— pour tout K € #, on a u(K) >0,

— si U est un owvert de X, K € F et siUNK # &, alors y((UNK) > 0,

— si A est un ensemble p*-mesurable tel que p(A) < oo, alors AN K est de mesure

non nulle pour un nombre dénombrable de compacts K de F et

p(A) = > WANK),

KeF

— une partie A de X est p*-mesurable si et seulement si pour tout K € #, ANK est
w*-mesurable,

— wune application f : X — R est u*-mesurable si et seulement si pour tout K € F,
fxx est u*-mesurable.

Démonstration. Considérons les classes ¥ d’ensembles compacts de X telles que

— les ensembles de % sont deux & deux disjoints,

— pour tout K € ¢, on a u(K) >0,

— pour tout ouvert U et K € € tels que UNK # @, on a u(UNK) > 0.
Soit Z est la collection de ces %, muni de I'ordre partiel défini par 'inclusion ; bien str le
vide étant un de ses éléments, & n’est pas vide. Si Z est une partie totalement ordonnée
de 2, alors Ugecg,% est un élément de & et donc un majorant de %y. Des lors, par le
lemme de Zorn, 2 admet un élément maximal ; soit .% un tel élément.

Par construction, pour tout K € %, pu(K) > 0 et si U est un ouvert pour lequel
UNK # @, Wf(UNK) > 0.

Montrons que la troisieme condition de la thése est vérifiée. Etant donné un ensemble
A p*-mesurable et de mesure finie, soit U un ouvert contenant A tel que pu(U) < oco. Tout
K de . d’intersection non vide avec A rencontre U et donc u(UNK) > 0. Puisque U est
de mesure finie, pour k € Ny, il n’existe qu’'un nombre fini d’éléments K de . tels que
w(U N K) > 1/k. En conséquence, il n’existe qu'un nombre dénombrable de K € .Z tels
que u(U N K) > 0. Puisque A est inclus dans U, il n’existe qu'un nombre fini de K € .7
tels que p(ANK) > 0. Soit F 'union dénombrable de ces compacts ; il nous faut montrer
que A\ (AN E) est de mesure nulle. Supposons le contraire; il existe alors un compact
K inclus dans A\ (AN E) tel que u(K) > 0. Par le lemme qui précede, on peut supposer
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avoir u(U N K) > 0 pour tout ouvert U vérifiant U N K # &. Par construction de E, K
est disjoint des éléments de %, ce qui contredit sa maximalité.

Soit maintenant une partie A de X telle que AN K est p*-mesurable pour tout K de
Z. Vu la proposition 8.5.1, il suffit de montrer que A N C est p*-mesurable pour tout
compact C' de X ; soit donc C' un tel ensemble. Vu ce qui a été montré plus haut, il existe
une suite (K})i de .7 tel que K}, est d’intersection non vide avec C' pour tout indice k et

w(C\ UgKy) =0.0On a
ANC = (U(ANK)NCYU(ANC\ UgKy),

ou Up (AN Kx)NC est p*-mesurable, tout comme AN C\ Ug Ky, puisque ce dernier est de
mesure extérieure nulle. D’un autre coté, il est évident que si A est p*-mesurable, AN K
est p*-mesurable pour tout compact K de X.

Montrons la derniére propriété a partir de celle que nous venons d’établir. C’est en fait
direct, puisque si B est un borélien de R, alors pour tout K de .%, on a

fHB)NE = (fxx) H(B)NK,

ce qui suffit. O

Application a la dualité

Soit (X, <7, 1) un espace mesuré et 1" 'application

TLOO(X7%7M)—>L1(X7~Q{3M)* <g>'_>T<g>a

ot la fonctionnelle T,y est définie sur LN(X, 4, ) par

Ty (Uf) = / fodu,

pour (g) € L*°(X,<,u). Nous savons que T est un isomorphisme isométrique entre
L>(X, .o, 1) et un sous-espace de L'(X,.o7, u)*. De plus, si (X, .7, u) est o-fini, alors T
est surjectif (voir théoreme 7.6.3).

Nous allons montrer que 17" peut étre surjectif méme lorsque ’hypothese de o-finitude
n’est pas vérifiée.

Théoréme 8.5.4. Soit X un espace de Hausdorff localement compact et pu* une mesure
extérieure sur X telle que les ensembles boréliens sont p*-mesurables et p est une mesure
réguliere. Si of désigne la collection des ensembles u*-mesurable, application T définie
par (8.7) est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Il nous faut prouver que T est surjectif. Soit F un élément de L(X, o7, p)*
et % la collection de compacts de la proposition 8.5.3. Pour K € %, considérons &7k la o-
algebre des sous-ensembles p*-mesurables de K et la restriction pux de p & @7k . Définissons
Fy comme étant la fonctionnelle linéaire définie sur L'(K, o, ) par

Fr((f)) = F((f.),

ou fx est la fonction égale a f sur K et nulle sur K¢ Puisque ugx est fini, par le
théoreme7.6.3, il existe une fonction g &/x-mesurable sur K telle que

sup{lgx (z)] : 2 € K} = [[Fe|| <[|F] (8.8)
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et
Fr((f)) = /K fodu.

pour tout (f) de LY(K, @, ). Soit g la fonction

X 5 R gr(z) siz e K, avec K € .7
g: 0 siz g Uger K

Vu la proposition 8.5.3, g est o/-mesurable et vu la majoration (8.8), g appartient a
L(X, A 1).

Montrons que l'on a F' = T, . Bien entendu, si f € LYX, o, 1) est nul sauf éven-
tuellement sur un ensemble K de .7, alors F'((f)) = T4 ({f)). Pour le cas général, si f
appartient a pL'(X, <7, i), vu le corollaire 2.3.15, il existe une suite (E});, d’ensembles de
mesure finie telle que f(z) =0 si z € Ui E). 11 existe donc une suite (K}), composée des
seuls compacts de .# tels que pour tout indice j, E; N K}, est éventuellement de mesure
non nulle pour tout £ et

p(E;) = p(E; N Ky),
k

pour tout j (il suffit d’appliquer la proposition 8.5.3 et de sélectionner les compacts pour
chaque j). En particulier, f est nul presque partout en dehors de Uy K}. Puisque

F({(fxr,)) = T ((fxKi))

pour tout indice k et que
k=1
on a F((f)) = T5((f)), ce qui suffit. O

Si A est une fonctionnelle linéaire sur C2(X), nous lui avons associé une mesure ex-
térieure via (8.1) et (8.2), qui vérifie les hypotheses du théoréeme 8.5.4. Dans ce cas,

A(f) = [ f du pour tout f € C2(X).

Le point de vue de Bourbaki

Présentons brievement le point de vue de Bourbaki pour l'intégration [7].

Soit X un espace de Hausdorff localement compact et soit . *(X) Iensemble des
applications semi-continues inférieurement sur X a valeurs dans [0, co]. Si p est une fonc-
tionnelle linéaire sur C%(X), ce que Bourbaki appelle une mesure de Radon positive sur
X, soit

P S H(X) = (0,00 f e sup{u(g) : g€ CA(X) et 0< g < f}

et
wH(f) =inf{u*(g): ge ST (X) et f<g}

pour toute fonction f définie sur X a valeurs dans [0, 00]. On peut vérifier que

w(f+g) <p (f)+p(g) et p(cf)=cu™(f),

pour toute constante ¢ > 0. En conséquence, si on pose p1(f) = p*(|f|) pour toute fonction
f: X =R,
F'={f: X 5> R:pi(f) < o0}
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est un espace vectoriel sur R muni d’une semi-norme p;. Bourbaki définit alors .Z1(X, A)
comme 'adhérence de CO(X) dans .Z! et étend p & £*(X, 1) en posant, pour tout f de
cet espace,

p(f) = lim p(f),

ot (fx)r est une suite de CO(X) qui converge vers f pour pj. Dans ce cas, on écrit

/fdu = u(f).

La mesurabilité repose sur le théoreme de Lusin : f : X — R est y-mesurable si pour
tout compact K de X et tout € > 0, il existe un compact C' inclus dans K tel que
M*(XK\C) < ¢ et f est continu sur C. Une partie A de X est py-mesurable si x4 est
p-mesurable et p-intégrable si y 4 est p-intégrable.

Ces notions sont tres proche de celles introduites dans les chapitres précédents. Si A
est une fonctionnelle linéaire positive sur C9(X), notons p} la mesure extérieure obtenue
via (8.1) et (8.2). Puisque

f(z) =sup{g(z): g € CAUX) et 0< g < f},

pour toute fonction f € .7 (X), on a

A*(f) = /fduA,

pour tout f € .7 (X) encore, vu la proposition 8.4.10. On a deés lors

A () =/|f|uA,

pour tout f € LY X, o, up, R), vu le lemme 9.2.11. Par la proposition 8.4.5, cette égalité
implique que £1(X, o, ua,R) est inclus dans Z1(X,A) et [ fdux = [ fdA pour tout
f de LYX,. o, up,R). Inversement, si f appartient & Z1(X, A), il existe une suite (fx)x
de fonctions de C?(X) qui converge vers f ua-presque partout, avec limg py(f — fx) = 0.
Puisque L'(X, .o, up, R) est complet, f appartient & (X, o, up, R).

En utilisant le théoreme de Lusin, on montre qu’une fonction f : X — R est A-
mesurable si et seulement si elle est p}-mesurable. De la, une partie A de X est A-
mesurable si et seulement si elle est p{-mesurable.

8.6 Produit d’espaces localement compacts

Mesure produit

Si X et Y sont deux espaces de Hausdorff localement compact, X x Y est encore un
espace de Hausdorff localement compact. Malheureusement, Z(X) ® Z(Y) ne contient
en général pas les boréliens de X x Y.

Lemme 8.6.1. Si € est une collection de parties d’un ensemble X, o(€) est 'union des
o-algébres de la forme o(F), ot F est une partie dénombrable de €. En particulier, pour
tout A € o(%), il existe une famille dénombrable €y d’éléments de € telle que A € o(%6)).
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Démonstration. Soit </ 'union des o-algebres de la forme o(.%), ou .# est une partie
dénombrable de €. Si A € 7, alors il existe une partie dénombrable .# de ¥ telle que
A€ o(F). On aalors A° € o(F) et donc A° € «/. On montre aisément que X appartient
a o/ . Si (Ag)y est une suite de o7, pour tout indice k, il existe une partie dénombrable .7
de € telle que Ay € o(.%). Posons

On a Ez € o(%) et UpAy est union (dénombrable) d’éléments de la forme Ez, ce
qui implique Up Ay € &7, par définition de /. Ainsi, &/ est une o-algebre sur X. On a
¢ C o Co(¥) et donc o =0(F). O

Proposition 8.6.2. 5i X est un espace topologique de cardinalité strictement supérieure au
continuum, la diagonale de X x X n’appartient pas 4 B(X) @ B(X).

Démonstration. De fait, si la diagonale
D= {($1,$2) e X xX:x :.1‘2}

de X2 appartient & (X) ® £(X), il existe un ensemble dénombrable ¢ de parties de X
tel que D € 0(%) ® o(%). En particulier, {z} = D, € o(%) pour tout x € X. Puisque le
cardinal de o(%) est au plus le continuum, le cardinal de X est également le continuum
au plus, ce qui est absurde. O

Corollaire 8.6.3. Si X est un espace de Hausdorff de cardinal strictement supérieur au
continuum, alors B(X?) ¢ B(X) @ B(X)

Démonstration. Puisque X est séparé, la diagonale de X? est fermée et appartient donc
A B(X?). Vu la proposition 8.6.2, la diagonale n’appartient pas & 8(X) @ Z(X). O

Lemme 8.6.4. 5i X et Y sont deuz espaces de Hausdorff,
— omaBX)RABY)C BX xY),
— st E e BX xY), alors E;, € B(Y) pour tout x € X et EY € B(X) pour tout
yey,
— si la fonction f : X XY — R est B(X x Y)-mesurable, alors y — f(x,y) est
PB(Y)-mesurable pour tout x € X et x — f(x,y) est B(X)-mesurable pour tout
yey.

Démonstration. Pour A € #(X) et Be A(Y), on a

AxB=AxY)N(X xX)=m"(A)Nmy, ' (B) € B(X xY).
Puisque B(X) @ B(Y) est la o-algebre engendrée par ces ensembles A X B, on a bien
obtenu la premiere propriété.

Pour z € X, puisque i, : y — (z,y) est une application continue, elle est mesurable
par rapport & B(Y) et Z(X x Y). Pour toute partie E de X x Y, puisque E, =i, (E),
E € #(X xY) implique E, € #(Y). On procede de méme pour E,,.

Soit x € X ; pour tout borélien E de R, f~!(E) appartient & (X x Y) et donc

(f(z,)) " (B) = (fTH(E))s € BY),

ce qui montre que y — f(x,y) est B(Y)-mesurable. Le cas de x — f(x,y) se traite de
meéme. O
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Proposition 8.6.5. Si X et Y sont deux espaces de Hausdorff localement compact a base
dénombrable, alors B(X xY) = B(X) @ B(Y). De plus, si u et v sont des mesures
boréliennes réguliéres sur X et'Y respectivement, alors elles sont o-finies et p X v est
régulier sur X x Y.

Démonstration. Montrons que Z(X xY) C AB(X) @ B(Y). Soit Z et ¥ des bases
dénombrables de X et Y respectivement et posons

W ={UxV:UecW, VeVl

Ce dernier est une base dénombrable de X xY incluse dans (X )®@%(Y). En conséquence,
tout ouvert de X x Y étant union (dénombrable, puisque # lest) d’éléments de #/, il
appartient & B(X) ® A(Y). Puisque (X x Y') est engendré par ces ouverts, I'inclusion
est démontrée.

Si p et v sont boréliennes régulieres, elles sont o-finie, par la proposition 8.1.8 et la
construction de la mesure p X v sur B(X) ® A(Y) est licite. Vu la premiere partie, cette
mesure est borélienne. Si K est un compact de X x Y, soit K7 = m(K) et Ko = ma(K).
Ces ensembles sont compacts et donc

uxv(K)=puxv(K; x Ko) = u(Ky)v(Ks) < oo.

Puisque X x Y est a base dénombrable, la proposition 8.1.7 permet de conclure. O

Intégration

Intéressons-nous maintenant a 'intégration. Afin de gagner en généralité, nous allons itérer
les intégrales, utiliser un opérateur pour représenter ces intégrales et utiliser le théoreme
de représentation de Riesz.

Lemme 8.6.6. Soit X et K deux espaces topologiques, avec K compact; si f: X x K - R
est continu, alors pour tout xg € X et tout € > 0, il existe un voisinage ouvert V de xg
tel que |f(z,t) — f(zo,t)| < € pour tout z € V et tout t € K.

Démonstration. Soit xg € X et € > 0 fixés; pour t € K soit U; un voisinage ouvert de xg
et V; un voisinage ouvert de ¢ tels que | f(x,u) — f(zo,t)| < /2 pour tout (x,u) € U x V4.
Pour tous x € U; et u € Vi, on a

(2 u) = f(zo, w)| < [f(2,u) = f(xo, )| + [ f(0,1) — [0, u)| <e.

Puisque K est compact, soit n € Ng et t1,...t, € K tels que K C U}_,V;,. Alors,
V =nN¢_,Uy, est un voisinage ouvert de xg pour lequel I’énoncé est vérifié. O

Proposition 8.6.7. Soit X et Y deuz espaces de Hausdorff localement compact, i et v des
mesures boréliennes régulicres sur X etY respectivement et f une fonction de CO(X xY') ;
— pour tout x € X, la fonction y — f(z,y) appartient a C2(Y) et pour tout y € Y,
x> f(z,y) appartient a C2(X),
— les fonctions

res /Y fay)dv(y) ety /X f(x,y) du(z) (8.9)

appartiennent ¢ CO(X) et CO(Y) respectivement,
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— foY x,y)dv(y foX x,y) du(x)dv(y).

Démonstration. Soit f € Cg (X xY'), désignons par K le support de f et soit K1 = m(K),
Ky = m9(K). Pour x € X, lapplication y — f(z,y) est continue puisqu’elle est égale a
f oy, avec i,(y) = (x,y) continu. Puisque le support de y — f(x,y) est inclus dans
Ko, cette fonction appartient & C2(Y). Un argument similaire montre que x ~ f(z,y)
appartient & C%(X) pour tout y € Y.

De ce qui précede, on déduit que les intégrales de (8.9) existent ; montrons leur conti-
nuité. Soit zg € X et € > 0; vu le lemme 8.6.6 appliqué a X x Ks, il existe un voisinage
ouvert V' de xq tel que pour tous x € V et y € Ko, |f(x,y) — f(x0,y)| < . Dés lors, pour
reV,ona

[ ewavts) - [ seom vty \\/KQ () — Flao, )| dvly) < ev(Ko).

Puisque ¢ est arbitraire, il s’ensuit que = — [, f(x,y) dv(y) est continu. Qui plus est,
cette fonction étant nulle pour x n’appartenant pas & Kj, elle appartient & C2(X). On
montre similairement que y — [ f(z,y) dv(z) appartient & CO(Y).

Démontrons le dernier point. Vu ce que nous avons obtenu jusqu’a présent, les intégrales
existent. Soit € > 0 et pour x € K1, soit V,, un voisinage de z tel que pour tous 2’ € V,, et
y € Ky, |f(2',y)— f(z,y)] <e.Soit alors n € Ng et z1, ..., z, tels que K1 C U}_, V4, . Soit
alors Ay,..., A, des boréliens deux a deux disjoints tels que A, C V;, et K = Up_, Aj.
Définissons la fonction

g X XY =R (2,9) = > fl@ey)xa, (@)
k=1

Les deux fonctions f et g s’annulent sur le complémentaire de K7 x Ky et on a |f(z,y) —
g(z,y)| < /2 pour tout (z,y) € K1 x Ka. On a alors

[ [ e du@ant) - [ [ g duano)] < pw s/

) \//f:cydu e // (2, ) dv(y)du(@)| < p(K)v(K)e/2.
Puisque
// (2, 1) dp()dv(y // (2, 1) dv(y)dp(z) = Ak/ka, ) dv(y),
il vient
[ [ @@ = [ [ s ariine] < uEovEe.
ce qui permet de conclure. 0

Définition 8.6.8. Soit X et Y deux espaces de Hausdorff localement compacts et u, v deux
mesures boréliennes régulieres sur X et Y respectivement. Posons

A:CUX xY) =R f»—>/Y/Xf(x,y)du(a:)du(y).
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Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe une mesure borélienne réguliere p x v
sur X x Y telle que

A= [ pdux
XxY
Cette mesure u X v est appelée la mesure produit borélienne réguliere de u et v.

Proposition 8.6.9. Soit X etY deux espaces de Hausdorff localement compacts, i et v deux
mesures boréliennes réguliéres sur X et'Y respectivement et X v la mesure borélienne
réguliere de p et v. Si U est un ensemble ouvert de X XY, alors
— les fonctions x — v(Uy) et y — p(UY) sont semi-continues inférieurement et donc
Borel-mesurables,

— uxv(U) = [ v(Uy) dul) = [y, p(U7) du(y).
Démonstration. Puisque U, et UY sont ouverts, ils sont boréliens; posons
F={feCX(XxY):0< f<xv}
etpourz € X, yeY,
Fo ={f(x,)): feF} e FV=Af(y):feT}

Ona.%, C CUY), #Y C C%(X) et ces ensembles sont filtrants. Aussi, pour tout g € .Z,,
on a g < xy, et pour tout g € FY, on a g < xyv. Puisque ces fonctions caractériqtiques
sont semi-continues inférieurement, la proposition 8.4.10 implique

v(Uy) = sup{/ fz,y)dv(y) : f € F}, (8.10)
pour tout x € X et
u(U") =sup{ [ fla,)du(e) s £ € 5,

pour tout y € Y. Ainsi, les fonctions x +— v(U,) et y — p(UY) sont supremum d’un
ensemble de fonctions continues par la proposition 8.6.7 et sont donc semi-continues infé-
rieurement.

Vu le lemme 8.2.2; on a

pxv(U —Sup//fwydv Jdu(z).

fer

La proposition 8.4.10 permet alors d’écrire

/X?‘;%/f ) dv) d(z —;gg//fxydv Jdpu(z).

Enfin, vu (8.10), on a

fsmn [ eyt = [ oyt

Grace a ces égalités, la premiére égalité du second point a été établie. La seconde s’obtient
de méme. ]
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Corollaire 8.6.10. Soit X etY deuz espaces de Hausdorff localement compacts, v et v deuz
mesures boréliennes régulieres sur X et'Y respectivement et u x v la mesure borélienne
réguliére de p et v. Si E est un borélien de X XY inclus dans A x B ou A et B sont des
boréliens de X etY, o-finis pour u et v respectivement, alors

— les fonctions © — v(E,) et y — pu(EY) sont borel-mesurables,

X ul(B) = [ v(E) dulx) = [, p(BY) dvly).

Démonstration. Supposons d’abord avoir u(A) < oo et v(B) < oo. Par régularité, il existe
U de X contenant A et un ouvert V' de Y contenant B tels que p(U) < oo et v(V) < oo.
Posons W = U x V et soit € la collections des boréliens D de X x Y tels que les fonctions
z—=v(DNW),) et y— pu((DNW)Y) sont borel-mesurables et vérifient

pxDAW) = [ U(DAW))duta) = [ u(DAWY) dviy).

Vu la proposition précédente, € contient tous les ouverts de X x Y. Maintenant, si D
et Dy sont deux éléments de € avec Dy C Ds, alors Do \ D7 appartient encore a €. De
plus, si (Dg)y est une suite d’éléments de € tels que Dy C Dy4q pour tout indice k, alors
Ug Dy, appartient également & %. 11 en résulte que % est une classe de Dynkin contenant
les ouverts de X x Y. Puisque ces ouverts forment un 7-systéme, on a Z(X xY) C ¢.
Pour le cas général, puisque tout borélien inclus dans A x B ou A et B sont o-finis est
union d’une suite croissante de boréliens dont chacun est inclus dans un ensemble de la
forme A’ x B’ ou A’ et B’ sont des boréliens de mesure finie, on peut conclure. O

Théoréme 8.6.11. Soit X etY deux espaces de Hausdorff localement compacts, p et v deux
mesures boréliennes régulieres sur X et'Y respectivement et u x v la mesure borélienne
réguliere de p et v. Si f est une fonction de LY (X x Y, B(X xY),u x v) et s’annule
hors d’un ensemble A x B ot A et B sont des boréliens de X et Y o-finis pour u et v
respectivement, alors

— y > f(x,y) appartient o LY, B(Y),v) pour p-presque tout x € X et x — f(z,y)

appartient o L1 (X, B(X), ) pour v-presque tout y € Y,
— la fonction

{fy (v,y)dv(y) si f(z,-) € LYY, B(Y),v)

sinon
appartient o L1 (X, B(X), ) et
{ Jx f@y)du(z)  si f(,y) € LHX, B(X), 1)

sinon

appartz'entd.i”l(Y %’(Y) )

Démonstration. Soit € la collection des fonctions de XI(X X Y,%’(X xY), X v) qui
s’annulent sur le complémentaire d’un ensemble de la forme A x B, ou A et B sont des
boréliens o-finis. Par le corollaire qui précéde, si f est une fonctions caractéristique de &,
elle satisfait la these (rappelons qu’une fonction intégrable est finie presque partout). Par
linéarité et le théoreme de la convergence monotone, le théoréme est toujours vérifié pour
les fonctions positives de ¥. On conclut en décomposant une fonction de % en ses parties
positive et négative. O
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Chapitre 9

Dérivation

9.1 Dérivation de mesures

Dérivée de mesure et dérivée de Radon-Nikodym

Définition 9.1.1. Soit % la famille des intervalles compacts non-dégénérés paralleles aux
axes de R? dont les intervalles constitutifs sont de méme longueur, c’est-a-dire la collection
des ensemble C' = H?Zl[aj, b;] avec 0 < bj —a;j = by —ay, < oo, pour tous j, k € {1,...,d}.
Dans ce cas, on note la longueur d’un coté de C par ¢(C) = b; — a;.

Un recouvrement de Vitali d'un ensemble E de R est une famille ¥ de ¥ telle que
pour tout x € A et tout nombre £ > 0, il existe un cube C' de ¥ contenant z tel que
LC) <e.

Nous allons envisager la théorie de la dérivation grace au théoreme classique suivant ;
cette théorie peut aussi étre abordée a partir du « lemme du soleil levant » [19].

Théoréme 9.1.2 (Théoreme de recouvrement de Vitali). Soit E un ensemble non-vide
de RY dont ¥ est un recouvrement de Vitali. Il existe une suite finie ou infinie (Cy)
d’ensembles de ¥ deux a deux disjoints telle que UrCy contienne presque tous les points
de E (pour la mesure de Lebesgue).

Démonstration. Démontrons d’abord ce résultat en supposant que E est borné. Soit (2
un ensemble ouvert de R? contenant F et désignons par #; les cubes de ¥ inclus dans €.
Bien stir, %) est un recouvrement de Vitali de E et posons

e1 = sup /(C).
CeY%

Puisque E est non-vide, €1 est un nombre réel strictement positif et il existe un cube
Cy € Y tel que £(Cy) > e1/2. Définissons les suites (gf) et (Cf) comme suit. Si E C
Up_,Ck, alors la construction est terminée. sinon, il existe un point x € E n’appartenant
pas a I'union de ensembles C}, déja définis. Puisque U}_,C} est fermé et que 7 est un
recouvrement de Vitali de F, il existe un cube de ¥ contenant x et disjoint de U}_, Cy.
Ainsi,

ent1 =sup{l(C) : C € ¥ et CN (| Ch) = 2}
k=1

251
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est un nombre réel strictement positif et il existe un cube C, 1 de % tel que £(Chp41) >
ent1/2 et Cpp1N (U, Cr) = @. Sila construction précédente se termine apres un nombre
fini d’étapes, la suite (C)}_; ainsi déterminée est celle de I’énoncé.

Dans le cas contraire, les ensembles C} étant deux a deux disjoints et inclus dans
I'ensemble borné 2, la série >, L(C}) doit étre convergente, ce qui implique limy, £(C}) =
0 et donc limg e, = 0. Pour tout k € Ny, soit Dy, le cube de ¥ de méme centre que C}, tel
que £(Dy) = 5¢(Cy). Puisque L£(Dy) = 52L(Cy), la série 3", L(Dy,) converge également.

Montrons I’'inclusion
n o0
Ex{JCc | D
k=1 k=n+1

pour tout naturel n > 0. Soit donc z un point de £\ U}_,Cj. Puisque U}_,C}, est fermé
et que ¥ est un recouvrement de Vitali de F, il existe un cube C' de ¥ contenant z et
disjoint de Uj!_,C}. Par construction de la suite Cj, si k est tel que C'N (Ué‘f’:le) = g,
on a ¢(C) < ggy1. Puisque limy e, = 0, I'intersection entre C' et Ué?:lC’j est non-vide pour
k suffisamment grand. Soit kg le plus petit indice tel que C' N (U?OZIC’]-) # . Dés lors,
0(C) < ep, et puisque £(Cy,) = €k,/2, on a £(C) < 2¢(C,). Qui plus est, par définition
de ko, on a C'NCy, # @, ce qui implique C' C Dy,. Puisque C est disjoint de Up_,;Cj, on
a aussi ko = n+ 1 et donc z € Dy, C U2 Dy, ce qui montre I'inclusion. Ceci étant,
cette relation implique

cE\Joy<eE\NUow < Y LDn)
k=1 k=1 k=n+1

et la convergence de la série ), L£(Dy) permet d’affirmer que lim, 72 L(Dg) = 0, ce
qui suffit lorsque F est borné.

Supposons maintenant que E ne soit pas borné. Soit (£2;) une suite d’ensembles ouverts,
bornés et deux & deux disjoints de R? tels que £(R?\ UpQ) = 0 (on peut par exemple
choisir les ensembles szl]k, k+1[). Pour tout k tel que E' N # &, nous avons montré
qu’il existe une suite (C](-k)) j de cubes deux a deux disjoints de ¥ telle que UjCJ(-k) est
inclus dans € et contient presque tous les points de E N . La suite (C}) obtenue en

rassemblant les suites (C’](k)) permet de conclure. O

Nous pouvons maintenant introduire la notion de dérivée pour une mesure borélienne
finie.

Définition 9.1.3. Soit p une mesure borélienne finie sur RY. Les dérivées supérieure et
inférieure de p en x sont respectivement définies par

Eu(x):m{w:CE%,xeCeté(C)<€}

et
Du(x) =lm{———+:C %, xeCetlC)<ce},

ott les notations de la définition 9.1.1 ont été utilisées. L’application Dy (resp. Du) qui &
r € R? associe la dérivée supérieure Dy(x) (resp. la dérivée inférieure Dyu(x)) de p en x
est bien entendu une fonction a valeurs dans [0, co].
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La mesure p est dérivable en x € R? si Dyu(x) et Du(z) sont finis et égaux. Dans ce
cas, la dérivée de p en x est définie par Du(z) = Du(z). La dérivée de p est la fonction
Dy qui a un point x ou u est dérivable associe Dy(x); la dérivée de p n’est pas définie
aux points ou p n’est pas dérivable.

Ces fonctions sont mesurables.

Proposition 9.1.4. Soit 11 une mesure borélienne finie sur R® ; Du, Du et Du sont Borel-
mesurables.

Démonstration. Soit .Z la collection des intervalles de R? de la forme H;-lzl]aj, bi[, avec
0 < bj —a; = by — ay < oo pour tous j, k € {1,...,d} et pour un tel ensemble €2, notons
£(2) le nombre by — a;. Pour tout cube C' de €, il existe une suite () de .Z telle que
C = NkQ et par la continuité des mesures, u(C)/L(C) = limy u(Uy)L(Uy). De la méme
maniére, pour tout cube Q € .Z, il existe une suite (Cy) de € telle que 2 = U,Cy, et donc
telle que p(Q2)/L(Q) = limy, u(Ck)/L(Ck). Ainsi, Du(x) est aussi défini par

- — H(8)
D =1 —=:0eF Q Q :
w(x) sg{)l){ﬁ(Q) eF,xeet () <e}
Ainsi, on a Du(z) > y si et seulement si pour tous j,k € Ny, il existe un cube ouvert
NeFtelquexr e Q) <1/jet
1(§2) 1

L) YR
Soit € I'union des ensembles € satisfaisant cette derniere inégalité avec £(€2) < 1/j.
L’ensemble {z € R? : Dpu(z) > y} étant égal a U, x€;x, c'est-a-dire une intersection
dénombrable d’ensembles ouverts, il est borélien, ce qui suffit pour le cas de Du. La
mesurabilité de Dy se montre de maniere analogue et, par la proposition 2.1.4, celle de
Dy résulte de la mesurabilité de Dy et de Dy. O

Deux lemmes sont nécessaires afin de démontrer le résultat principal de cette section.

Lemme 9.1.5. Si p1 est une mesure borélienne finie sur R, y un nombre positif et E un
ensemble borélien de R tels que Du(z) =y pour tout x € E, alors on a u(E) > yL(E).

Démonstration. Si E est I’ensemble vide, le résultat est trivial. Sinon, soient {2 un en-
semble ouvert contenant F, € tel que 0 < ¢ < y et ¥ la famille des cubes C' de % inclus
dans Q et tels que pu(C) > (y —e)L(C). Puisque Dyu(z) > y pour tout = € E, la famille ¥
est un recouvrement de Vitali de E. Le théoreme de recouvrement de Vitali fournit alors
une suite (Cf) de cubes deux a deux disjoints de ¥ tels que L(E \ UxC)) = 0. On obtient
ainsi

Q) =D ulCr) 2> (y—e)L(Cr) = (y — ) L(UkCh) = (y — 2)L(E).
k k

Puisque, par le théoreme 8.1.5, p est régulier et que e est arbitraire, I'inégalité u(E) >
yL(E) s’ensuit. O

Lemme 9.1.6. Si i1 est une mesure borélienne finie sur R? absolument continue (par rapport
a la mesure de Lebesque), y est un nombre positif et E un ensemble borélien de R? tels
que Du(x) <y pour tout x € E, alors on a n(E) < yL(E).
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Démonstration. Comme pour le lemme précédent, nous pouvons supposer que E n’est
pas l'ensemble vide. Soit 2 un ouvert contenant E et € un nombre strictement positif.
De la méme maniere que précédemment, on peut montrer qu’il existe une suite (Cy) de
cubes fermés deux & deux disjoints inclus dans 2 telle que p(Cy) < (y +¢)L(Cy) et UpCy
contient presque tous les points de E. Puisque p est absolument continu, cette union
contient également presque tous les points de F pour la mesure u. Des lors

(+ <L) > (r+2) L0 > 3 u(0h) = k) > wlE)
k

Puisque le mesure de Lebesgue est réguliere et que ¢ est arbitraire, ceci conclut la dé-
monstration. O

Théoreme 9.1.7. Soit . une mesure borélienne finie sur R%; u est dérivable en presque
tous les points de R (pour la mesure de Lebesgue) et la fonction définie par

D : .
N { () sip est dérivable en x
0 sinon

est la dérivée de Radon-Nikodym de la partie absolument continue de p.

Démonstration. Bien entendu, on a Du(z) < Du(x) pour tout z € R%. Le lemme 9.1.5
implique
u(RY),

L({z: Dp(z) = oo}) < L{z : Dp(x) 2 k}) < - p({z : Dp(r) > k}) <

w\>—~
wm

pour tout k; Dy est donc fini presque partout (pour la mesure de Lebesgue).

Supposons que j est absolument continu; puisque 0 < Du(x) < Du(x) < oo presque
partout, il suffit de montrer que 'on a Du(z) > Dpu(x) presque partout pour montrer
que p est dérivable presque partout. Si r et s sont deux nombres rationnels strictement
positifs tels que r < s, posons

E,s={x €RY: Du(z) <r < s < Du(x)}.
Les lemmes 9.1.5 et 9.1.6 impliquent les inégalités suivantes,
Sﬁ(Er,s) < M(Er,s) < TE(ET‘,S)7

ce qui implique d’abord que L(E, ;) est fini et ensuite que L(E,s) = 0, puisque r < s.
Maintenant, puisque

{z € R?: Dp(a) < Du(x)) = UETS,

I'inégalité Du(z) > Du(z) doit avoir lieu presque partout, ce qui montre que y est déri-
vable presque partout.

Supposons maintenant que I'on a p < L et soit f la dérivée de Radon-Nikodym de p
par rapport & £. Si y est un nombre positif et £ un ensemble borélien tels que f(x) > y
(resp. f(z) < y) pour tout = € E, on a bien entendu p(E) > yL(E) (resp. u(E) < yL(E)).
Avec cet argument pour remplacer les lemmes, on obtient f < Dy presque partout en
remplacant Dy par f dans le paragraphe précédent. De la méme maniere, on montre que
f = Dy presque partout. Il en résulte que f et Dy coincident presque partout.
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Sionapu L L, soit N un ensemble borélien tel que L(N) = 0 et u(N¢) = 0; le
lemme 9.1.5 implique

L({z € N°: Du(x) > -}) < ku({z € N°: Du(z) > -}) < ku(N®) =0

| =
=

pour tout k. De plus, on a

_ — 1
{z € R?: Dy(x) > 0} C NU (| J{z € N°: Dp(z) > )
k
et 0 < Du < Dp. Des lors, pu est dérivable et de dérivée nulle presque partout.

Finalement, pour si p est une mesure borélienne finie, soient y = pa + ps sa décompo-
sition de Lebesgue et f la dérivée de Radon-Nikodym de p,. On a

Dp(x) = Dpa(x) + Dpg() = f(x) +0

presque partout, ce qui termine la preuve. ]

Points de densité et théoreme de densité de Lebesgue

Nous disposons a présent de toutes les clefs pour présenter la notion de point de densité
et le théoreme de densité de Lebesgue s’y rapportant.

Définition 9.1.8. Soit E un ensemble Lebesgue-mesureable de R?; un point = € R? est un
point de densité de E si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout cube C € ¥
contenant z et vérifiant {(C) < J, on a

LENC)
it

Moins formellement, = est un point de densité de E si
L(ENC)

im ————==1
c{z} L(C) ’
lorsque le cube C' « approche » .
Un point 2 € R? est un point de dispersion de E s’il est un point de densité de E¢; de
maniere équivalent, x est un point de dispersion si
LIENC)

li — = 0.
Aty L)

-1l <e.

Corollaire 9.1.9 (théoreme de densité de Lebesgue). Si E est un ensemble Lebesgue-
mesurable de R?, alors presque tout point de E est un point de densité de E et presque
tout point de E° est un point de dispersion de .

Démonstration. Supposons d’abord que E soit de mesure finie et définissons la mesure p
sur RY par u(A) = L(ANE). Par le lemme 1.4.65, il existe un sous-ensemble borélien Ej
de E tel que L(E'\ Ep) = 0. Puisque u < L et que xg, est la dérivée de Radon-Nikodym
de p, le théoréeme 9.1.7 implique que pour presque tout € E, Du(z) = 1 et donc que z
est un point de densité de F.

Si L(E) n’est pas fini, soit (E}) une suite d’ensembles Lebesgue-mesurables de mesures
finies telle que Ui E, = E. Presque tout point de E est un point de densité pour Ej, pour
un certain k et est donc un point de densité de E. Enfin, presque tout point de E€ est un
point de densité de E° et est donc un point de dispersion de FE. O
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9.2 Dérivation de fonctions

Relations entre dérivée d’une fonction et dérivée d’une mesure

Les notions vues a la section précédente peuvent s’appliquer dans le cadre de la dérivation
de fonctions d’une variable réelle.

Proposition 9.2.1. Soient p une mesure borélienne finie sur R et F : R — R la fonction
définie par F(z) = p(] — oo, x]). Si u est dérivable en x, alors F est dérivable en x et

DF(xz) = Du(x).

Démonstration. Si p est dérivable en zg, on doit nécessairement avoir u({zo}) = 0, ce qui
implique que F' est continu en zg. On a donc

#([xo, 2] sizg <z

F(ao) = Fla) _ | “llro:)
T~ g plosz)
L(z,m)) ST

On conclut en faisant tendre = vers xp et en remarquant que la mesure de l’ensemble
|z, xo] est la limite sur k de Pensemble [z + 1/k, x¢]. O

Rappelons qu’une fonction croissante f : R — R admet des limites en T et 2~ (notées
flx) = inf{f(t) : t > x} et f(x~) = sup{f(t) : t < z}) pour tout z € R et que les
points de discontinuité de F sont dénombrables. La fonction g : R — R qui a x associe
f(z™) est donc une fonction croissante, continue & droite et égale & f en tous les points
de continuité de f. Le résultat qui suit est un résultat de base de la dérivation.

Théoréme 9.2.2 (Lebesgue). Si f : R — R est croissant, alors f est dérivable presque
partout (pour la mesure de Lebesgue).

Démonstration. Si f est borné, croissant, continu a droite et s’annule en —oo, par la
proposition 1.4.75, il existe une mesure borélienne finie p telle que f(x) = u(] — oo, z])
pour tout « € R. Par le théoreme 9.1.7 et la proposition 9.2.1, f est alors dérivable presque
partout.

Si f est borné, croissant et s’annule en —oo, soit g la fonction définie sur R par g(z) =
f(zT); cette fonction est dérivable presque partout. Si, au point zg € R, f(zo) = g(w0),
alors (f(x) — f(xo))/(z — o) est compris entre (g(z) — g(zo))/(x — x0) et (g(z™) —
g(x0))/(x — x0) (on a méme f(z~) = g(x~) pour tout = € R). Deés lors, si g est dérivable
en xg, f lest également et Df(xg) = Dg(xo); puisque f est continu presque partout, il
s’ensuit que f est dérivable presque partout.

Si f est une fonction croissante, il est suffisant de prouver que f est dérivable presque
partout sur un intervalle borné arbitraire |a, b[. Puisque cela se déduit des cas précédents
en considérant la fonction

0 sizx<a
z— < f(x)—f(a) sia<x<b |

f) = fla) sib<u

la preuve est complete. O
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Corollaire 9.2.3. Si f : R — R est une fonction a variation finie, alors f est dérivable
presque partout.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 7.5.4 et du théo-
reme 9.2.2. O]

Proposition 9.2.4 (Fubini). Soit (f) une suite de fonctions croissantes sur R telle que
> i fx converge pour tout v € R. Si f : R — R est la fonction définie par f(x) = >, fr(z),
alors Df =3, Dfj, presque partout.

Démonstration. Si chaque fonction fj est bornée, croissante, continue a droite et s’annule
en —oo et si f est borné, soit py la mesure borélienne finie correspondant a la fonction fx
(k € Np). On vérifie sans peine que 'application p définie sur R par p(E) = >, pi(E)
est une mesure; elle est méme finie, puisque u(] — 0o, x]) = f(z) pour tout z € R. Pour

(k)

tout k, considérons la décomposition de Lebesgue de ux = ,ugk + s, la dérive de Radon-
(k)

Nikodym gj, de pg’ et un ensemble borélien N de mesure de Lebesgue nulle sur lequel

)

,ugk) est concentré. On constate immédiatement que ) Mgk est concentré sur Up Ny et

que ) ;. /,Lt(lk) (E) = [5 >k grdL pour tout E € B; deés lors, la décomposition de Lebesgue
de p est donnée par p1 =), ugk) +> ugk) et > ;. gk est une dérivée de Radon-Nikodym
de >, ugk). Par le théoreme 9.1.7 et la proposition 9.2.1, on a

S Dfiule) = 3 D) = 3 filw) = Dpla) = Df(x)
k k k

pour presque tout x € R.
Pour le cas général, il suffit de procéder comme dans la preuve du théoreme 9.2.2. [

Théoréme 9.2.5 (Lebesgue). Si f appartient a L1 (R, <7z, L,R), ot o/ désigne la o-algébre
des ensembles Lebesque-mesurables et F : R — R est défini par F(x) = [*_ f(t)dt, alors
F est dérivable et de dérivée égale a f presque partout.

Démonstration. Supposons d’abord que f est positif et soit p la mesure borélienne sur R
définie par u(E) = |, g fdL. Par la proposition 2.2.5, il existe une fonction borel-mesurable
fo égale a f presque partout. Le théoreme 9.1.7 et la proposition 9.2.1 impliquent les
égalités

DF(z) = Dp(x) = fo(z) = f(x)
presque partout sur R, ce qui termine la preuve lorsque f est positif. Pour le cas général,
il suffit de considérer f* et f~ séparément. O

Avant d’aborder les résultats suivant, remarquons que si une fonction conitnue f :
[a,b] — R est dérivable presque partout, alors sa dérivée est mesurable (pour la mesure
de Lebesgue). Pour le voir, il suffit de remarquer que 1'égalité D f(z) = limy, k(f(z+1/k) —
f(z)) est vérifiée pour presque tout = € [a,b] et que le membre de droite est une fonction
Borel-mesurable sur [a, b[; on conclut grace aux propositions 2.1.6, 2.2.3 et 1.4.66. Nous
pouvons maintenant obtenir une caractérisation des fonctions absolument continues sur
un intervalle compact de R.

Corollaire 9.2.6. Une fonction f : [a,b] — R est absolument continue si et seulement si
elle est dérivable presque partout et peut étre obtenue a partir de sa dérivée par la formule

f(x) = f(a) + [; Dfdt.
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Démonstration. Si f est absolument continu, f est a variation finie par la proposition 7.5.7
et la proposition 7.5.10 appliquée a la fonction

0 siz<a
x> flx)—f(z) sta<x<b

f(b)—fla) sib<zx

fournit une fonction g € Z(R,B, L, R) pour laquelle f(z) = f(a) + [ gdt. Le théo-

reme 9.2.5 implique alors que f est dérivable et de dérivée égale a g presque partout.
L’inverse se démontre aisément puisque la proposition 7.5.10 implique qu'une fonction

f satisfaisant 1’égalité de 1’énoncé est absolument continue. O

Nous pouvons maintenant démontrer la version suivante du théoreme d’intégration par
parties.

Corollaire 9.2.7. Si f et g sont deux fonctions absolument continues sur |a,b] C R, alors
on a

b b
f(b)g(b)—f(a)g(a)z/ ngdt+/ gDf dt.

Démonstration. Montrons que fg est absolument continu ; les fonctions f et g étant conti-
nues sur le compact [a, b, soient les nombres M = sup,c(qp | ()] et N = sup,e(q 4 19(2)]-
Soit (Jag, bg[)x une suite finie d’intervalles ouverts deux a deux disjoints de [a,b]. Pour
tout k, on a

£ (br)g(br) — f(ar)g(br)| < [f(br) = flar)| [g(br)] + [ (ar)] l9(ar) — g(bk)|
|

N|f(bk) — f(ax)| + M|g(ax) — g(br)l,

ce qui implique

D 1 br)g(br) = flan)glar)] < N 1F(0r) = flar)l + MY 1g(br) — glax)|.
K K

k

Les fonctions f et g étant absolument continues, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
si la suite (Jag, bg[)r vérifie D, by —ar < 5, on a > . |f(bg) — flag)| < €/2(N +1) et
>k l9(br) — glak)| < e/2(M + 1), ce qui prouve que fg est absolument continu.

Puisque f et g sont bornés, les fonctions fDg et gD f sont intégrables par le corol-
laire 9.2.6. Enfin, puisque D(fg) = fDg+gD f presque partout sur [a, b], le corollaire 9.2.6
appliqué a fg permet de conclure. ]

Le théoreme 9.1.7 implique également le résultat suivant, qui est un résultat plus fort
que que le théoreme 9.2.5.

Proposition 9.2.8. Si f est une fonction de L (R, 2, L,R), ou o, désigne la o-algébre
des ensembles mesurables (pour la mesure de Lebesque), alors, en désignant par I, tout
intervalle fermé contenant z, on a

1
s / () — f(@)]dt =0 (9.1)

lim
L(I:)—0

presque partout.
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Démonstration. Supposons d’abord que f est une fonction Borel-mesurable. Il suffit de
montrer que pour tout intervalle borné ]a,b[, la relation (9.1) est vérifiée pour presque
tout = €]a,b[. Pour tout nombre rationnel r, soit y, la mesure borélienne sur R définie

par
E) = /E F(8) — rlXag dt.

Le théoreme 9.1.7 implique I'existence d’un ensembe de mesure de Lebesgue nulle N, tel
que Dy, (z) = |f(z) — r| pour tout x appartenant a |a, b[\ N,. Soit I’ensemble négligeable
N = U, N, et supposons que x appartient & ]a, b[\ N, que I est un sous-intervalle fermé de
Ja, b[ contenant = et que r est un nombre rationnel. On a

/I|f(t) dt/|f —r|dt—|—/|r— )| dt,

ce qui permet d’écrire, en divisant chaque membre de cette égalité par L(I) et en faisant
tendre la longueur de I vers zéro,

Z(IHOE /’f )| dt < Dpr(I) + |r — f(2)| < 2[f(z) — 7|

pour tout r. L’égalité souhaitée est obtenue en faisant tendre r vers f(x).

Le cas général, lorsque f est simplement mesurable, est obtenu grace a la proposi-
tion 2.2.5, en appliquant 'argument précédent & une fonction Borel-mesurable égale a f
presque partout. ]

Définition 9.2.9. Un point 2 € R qui vérifie la relation (9.1) est appelé un point de Lebesgue
de f et 'ensemble des points de Lebesgue de f est appelé I’ensemble de Lebesgue de f.

Remarque 9.2.10. Soient f € L' (R, <7, L,R) et F(x f fdt. Pour tout x € Ret h €
R non nul, on a (F(z+h) — F(x))/h = fx+h fdt/h Sl I désigne I’ 1ntervalle d’extrémités
x et x + h, le théoreme 9.2.8 implique que [; f(t)dt/|h| tend vers [} f( = f(x) pour

presque tout z lorsque h tend vers zéro, ce qui est la these du theoreme 9 2 5.

Un critere d’absolue continuité

Il est bien sir intéressant de pouvoir disposer de conditions impliquant ’absolue conti-
nuité d’une fonction. Premiérement, une fonction continue sur un intervalle compact et
dérivable presque partout n’est pas nécessairement absolument continue ; I’hypothese sup-
plémentaire consistant a demander 'intégrabilité de la dérivée ne regle pas non plus le
probleme, comme en atteste ’escalier du Diable. En fait, la fonction définie explicitement
par z2sinz =2 si x €]0, 1] et par 0 si = 0 est dérivable sur [0, 1] mais n’est pas absolument

continue.

Lemme 9.2.11. Si f : [a,b] — R est Lebesque-intégrable, alors, pour tout ¢ > 0, il existe
une fonction étendue semi-continue inférieurement g : R —] — 0o, 00| telle que f < g sur
[a,b] et ffgdt < fffdt+z—:.

Démonstration. Soit € > 0 et supposons que f est positif; par la proposition 2.1.12,
il existe une suite croissante (fx) de fonctions positives simples et mesurables telle que

f =limy, f. En posant f{ = f1 et f, = fx — fx—1 pour k > 1, on a f = limy, Z] 1 fj, o
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les fonctions f; sont positives simples et mesurables. Pour tout k, la fonction f; s’écrit

fi= Z?i 1 c§-k)x Pe Puisque la mesure de Lebesgue est réguliere, il existe une suite (U ](k))

d’ensembles ouverts tels que Ej(.k) C U;k) et Dok, cg-k)E(U](k)) <> cgk)E(EJ(.k)) +¢/2k.
(k)

Posons g = ;Lil ¢ XU]@. La fonction g = limy Z§=1 g est semi-continue inférieure-
ment et, par le corollaire 2.4.2, vérifie les inégalités de 1’énoncé.

Si f est une fonction intégrable quelconque sur [a,b], pour tout k, soit la fonction
étendue hy définie par hy = sup{f, —n}. Par le théoréme de la convergence dominée,
on a ff fdt = limy, ff hidt et il existe donc un entier n tel que f; hpdt < f; fdt +¢/2.
L’argument du paragraphe précédent appliqué a h,, +n fournit une fonction semi-continue
inférieurement g et la fonction dont I'existence est annoncée par le lemme est la fonction

9 — NX[a,b]- O

Lemme 9.2.12. Soient f : [a,b] — R est une fonction continue et C un sous-ensemble
dénombrable de [a,b]. Si, pour tout x € [a,b[\C, il existe € > 0 tel que f(t) > f(x) pour
tout t €]z, x + €[, alors f est strictement croissant.

Démonstration. Montrons que f est croissant. Supposons qu’il existe z1,x2 € [a,b] tels
que 1 < x2 et f(x1) > f(z2). Pour tout y tel que f(z2) <y < f(x1), soit x, = sup{x €
[z1,22] : f(x) > y}. Ona f(zy) =y et f(t) < f(xy) pour tout ¢t €]a,, z2], ce qui implique
zy € C. Le nombre de tels points x, étant dénombrable, nous avons une contradiction. En-
fin, une fonction croissante vérifiant I'inégalité de ’énoncé est nécessairement strictement
croissante. O

Théoréme 9.2.13. Si f : [a,b] — R est une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b]
sauf peut-étre sur un nombre dénombrable de points et telle que Df est intégrable, alors
[ est absolument continu et f(x) = f(a)+ [ D fdt pour tout x € [a,b].

Démonstration. Soient f une fonction satisfaisant les hypotheses, C' un sous-ensemble
dénombrable de [a,b] tel que f est dérivable sur [a,b[\C' et ¢ > 0. Le lemme 9.2.11
appliqué a la fonction qui vaut D f(x) si x € [a,b[\C et 0 sinon fournit une fonction semi-
continue inférieurement g telle que Df < g sur [a,b[\C' et f; gdt < f; Dfdt + e. Quitte
a additionner une fonction continue positive & g si nécessaire, on peut supposer que ’on
a Df < g sur [a,b[\C. Soit h : [a,b] — R la fonction définie par h(z) = f(a) + [ gdt.

Puisque g est semi-continu inférieurement, on a

lim h(z") — h(x)

/= ' —x

> g(x)

pour tout z € [a, b] et donc

lim > g(x) — Df(z) >0

/
=z r =T

pour tout x € [a,b[\C. Par le lemme 9.2.12, h — f est croissant et puisque f(a) = h(a),
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on a f < h. Au total, nous avons donc montré que ’égalité
@) < hia) = fla) + [ ga
:f(a)—k/szdt—i—/mg—Dfdt
éf(a)Jr/fodtJra
est vérifiée pour tout € [a,b]. Puisque € est arbitraire, on a f(x) < f(a) + [ Dfdt

pour tout z. L’inégalité inverse se démontre en appliquant le méme argumant a —f, ce
qui termine la preuve. O
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Chapitre 10

Mesure de Haar

10.1 Groupes topologiques

Définition 10.1.1. Un groupe topologique G est un ensemble muni d’une structure de
groupe et d’une topologie telle que les opérations

G =G (z,y)— zy

et

GG x—a !

soient continues.

Bien entendu, la topologie considérée sur G? est la topologie produit. Remarquons qu’il
ne suffit pas que le produit xy soit continu par rapport a x lorsque y est fixé et inversement
pour que le produit soit continu.

Proposition 10.1.2. §¢ G un groupe topologique et H un sous-groupe de G muni de la
topologie induite par G, alors H est un groupe topologique.

Démonstration. C’est direct, puisque la topologie produit pour H? est la topologie induite
2
par G O

Proposition 10.1.3. Soit (G;)jcs une famile de groupes topologiques et considérons G =
HjeJ G muni de la topologie produit et de l'opération de groupe définie composante a
composante ; G est un groupe topologique.

Démonstration. Considérons le produit
2

G" =G ((j)jes, (Ys)jer) = (@Y;)je-

Par définition de la topologie produit, cette opération est continue si les applications
2

mj: G" = Gy ((x))jer, (Yj)jer) — ©;y;

sont continues pour tous j € J. Or, m; = - o p;, ol p; est la projection
2 2
pj:G* = Gi  ((z5)jer, (Ys)jes) = (x4, ;)

et - est le produit de G;.
On montre de la méme maniére que le passage a l'inverse est continu. O

263
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Lemme 10.1.4. Si G est un groupe topologique et U un ouvert de G, alors AU et UA sont
ouverts pour toute partic A de G

Démonstration. De fait, on a, par exemple, AU = Ugcaal, ou aU est un ouvert de
G, lapplication x +— az étant un homéomorpisme (voir Proposition 10.1.24 pour les
détails). O

Proposition 10.1.5. Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe normal de G ; si G/H
est muni de la topologie quotient ;alors G/H est un groupe topologique.
De plus, l'application passage au quotient

m:G—G/H
est ouverte.

Démonstration. L’appliccation 7 est ouverte. De fait, considérons un ouvert U de G et
montrons que 7~ (7(U)) est un ouvert de G. Or, on a 7~ o7w(U) = HU, ce qui suffit, vu
le lemme qui précede.

Considérons 'application

(G/H)? = G/H  ([z], [y]) = [ay].

Pour [z], [y] dans G/H, soit [z] € G/H tel que [z] - [y] = [z] et V un ouvert de G/H
contenant [z]. Soit alors x et y € G tels que w(x) = [z], 7(y) = [y] et posons z = zy. On
7(z) = [r(z)7(y) = [2] et U = 7~1(V) est un ouvert de G contenant z. Par continuité

du produit, il existe deux ouverts U, U, de G contenant x et y respectivement tels que
U,U, C U. Soit V,, = 7 1(U,) et V, = n~1(U,). Vien siir, V, et Vj, contiennent z et y
respectivement et V.V, C V. De plus, puisque ’application 7 est ouverte, V, et V, sont
deux ouverts de G. O

Lemme 10.1.6. Si G est un groupe et un espace topologique, alors G est un groupe topo-
logique si et seulement si l'application

f:G* =G (z,y)—zyt (10.1)
est continue
Démonstration. Si G est un groupe topologique, f est défini a partir des opérations pro-

duit et passage a 'inverse, qui sont continues.

Si f est continu, x >z~ = f(1,z) également. De 14, I'application z +— zy = f(z,y~ ')

est continue, ce qui termine la démonstration ]

Proposition 10.1.7. Si G est un groupe topologique et si H est un sous groupe normal
fermé dans G, alors G/H est de Hausdorf}.

Démonstration. En effetn dans ce cas, G/H est de Hausdorff si et seulement si le graphe
de la relation est fermé. Or, on a

{(x,y) € G* 1y ' € H} = f(H),

ou f est lapplication (10.1), ce qui suffit O
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Définition 10.1.8. Un groupe topologique localement compact est un groupe topologique
dont la topologie est localement compacte, i.e. tel que tout point du groupe admet un
voisinage compact et de Hausdorff. Un groupe topologique compact est un groupe topo-
logique dont la topologie est compacte et de Hausdorff.

Corollaire 10.1.9. Si G est un groupe topologique localement compact et H un sous groupe
de G fermé, alors H est localement compact.

Démonstration. Nous savons déja que H est de Hausdorff. Soit x € H et K un voisinage
de x compact dans G. Bien entendu, K N H est un voisinage de x dans H. Il est de plus
compact dans H, puisque K N H est un fermé inclus dans un compact. O

Corollaire 10.1.10. Soit (G)jecs une famile de groupes topologiques localement compacts
et considérons le groupe topologique G = HjeJ Gj; si J est fini, alors G est localement
compact.

Démonstration. Tout produit de compact étant compact et tout produit d’espaces de
Hausdorff étant de Hausdorff, il suffit de constater que tout produit fini de voisinages est
un voisinage. O

Corollaire 10.1.11. Si G est un groupe topologique localement compact et H un sous-groupe
normal de G fermé, alors G/H est localement compact.

Démonstration. Nous avons déja montré que G/H est de Hausdorff. Soit « un point de
G et K un voisinage compact de x. Par continuité du passage au quotient, m(K) est un
compact de G/H. Puisque = appartient & K° et que 7 est une application ouverte, on a
m(x) € m(K°) C w(K)°, ce qui implique que 7(K) est un voisinage compact de m(z). O

Exemple 10.1.12. Le groupe (R,+) (muni de la topologie euclidienne) est un groupe
localement compact. Une base de la topologie euclidienne est donnée par les intervalles
dy type |z —e,x 4+ ¢[, avec x € R et € > 0. Si on pose s(z,y) =z + y et i(x) = —x, on a

sz —ex+e))={(y,2) ER*: 2z €|z —ec—y, x4+ —y[}
et
itz —ex4e]) =] —z—¢,—x+¢

qui est bien un ouvert de R? et R respectivement. De plus, tout espace métrique étant
de Hausdorff, il suffit de remarque que, pour tout z € R, [z — 1,z + 1] est un voisinage
compact de z. Il en résulte que (Rd, +) est également un groupe topologique localement
compact.

Remarque 10.1.13. En fait, R? est un espace vectoriel topologique, au sens out R% est un
espace normé tel que la multiplication scalaire

R xR RT (N z)— Az

est continue. C’est par conséquent également vrai pour tout espace vectoriel V' de dimen-
sion d finie muni de la topologie qui fait de I'application

d
d
V>R ZxkekH(xl,...,xd),
k=1

ou eq,...,eq est une base de V', un isomorphisme.
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Exemple 10.1.14. Le groupe des nombres entiers (Z,+) muni de la topologie induite
par R est un groupe localement compact. Vu les résultats déja obtenus, il s’agit d'un
groupe topologique. Une base de la topologie est donnée par les ensembles de la forme
|z —e,x+¢[NZ, avec x € R et € > 0. En particulier, pour tout = € Z, {z} est un ensemble
ouvert et compact qui contient x. On cocnlut, puisque tout sous-espace d’un espace de
Hausdorff est de Hausdorff.

Exemple 10.1.15. Le groupe (R \ {0}, ) muni de la topologie euclidienne est un groupe
localement compact. Une base de la topologie est donnée par les ensembles |x—e, z+e[\{0},
avec € R et € > 0. Pour p(z,y) = zy et i(x) = 1/x, on a

p~(z e,z +e[\{0})

r—€ x+¢€ r+e x—¢€

= {(z,y) €R?:y >0, z €] i Bu{(z,y) eR?:y <0, z € g [}
et
]xie,x;[\{ml Si (@4 e)(w—e) >0
— 00, ,o00| si(x T — 0
itz — e,z +e[\{0}) = | 1 x_e[U]x+€ | rellema ;
] , 00| siz—e=0
r+e
\ ]_Oo’x—e[ siz+e=0

ce qui prouve la continuité des opérations. Bien entendu, tout sous-espace d’un espace de
Hausdorff, étant de Hausdorff. Enfin, pour x € R\ {0}, [z — &,z + €] est un voisinage
compact de x pour tout € > 0 tel que € < |z|.

Exemple 10.1.16. Le tore T = {z € C : |z| = 1} muni de la multiplication de C et
de la topologie induite est un groupe compact. Il s’agit d’un groupe topologique, vu La
Proposition 10.1.2 (en considérant (R \ {0})?). Puisque tous ses éléments sont de norme
unité, il est clairement fermé et borné.

Exemple 10.1.17. Le groupe (Q,+) muni de la topologie euclidienne est un groupe topo-
logique qui n’est pas localement compact. Il est clair qu’il s’agit d’'un groupe topologique.
Montrons que 0 ne posseéde pas de voisinage compact (dans Q). Si un tel voisinage existait,
alors on pourrait trouver £ > 0 tel que K = [—&,£] N Q est un voisinage compact de 0 (en
le prenant inclus dans le voisinage de départ). Quitte & diminuer £, on peut supposer ce
dernier irrationnel. Soit alors (zy)x une suite de K qui converge vers ¢ ; puisque € n’ap-
partient pas & K, on ne peut extraire de (z)x une sous-suite qui converge vers € dans K.
Puisque cela contredit la compacité de K, cet ensemble ne peut exister.

Exemple 10.1.18. Un groupe G muni de la topologie discrete est un groupe topologique
localement compact. Il est compact si et seulement si G est fini. Montrons d’abord que G
est localement compact. D’abord, il s’agit d’'un groupe topologique, toute partie de G ou
G? étant ouverte. De plus, pour z € G, {z} est un voisinage de = compact. Supposons &
présent G compact. Considérons le recouvrement ({z})zeq de G. Il existe z1,...,2, € G
tels que G C U}_,{xy}, ce qui établit la finitude de G. La réciproque est évidente.
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Exercice 10.1.19. Le groupe (R, +) muni de la topologie la plus faible rendant les inter-
valles |a, b] ouverts n’est pas un groupe topologique, car l'inverse n’est pas continu.
Suggestion : soit s : (z,y) — x +y et i : x — —x. Les intervalles |a, b] formant une base,
la somme est continue puisque

3_1(]a7b]) ={(z,y) € R?:y €la —z,b— a]}

est un ouvert de R2. Si

i '(Ja,b]) = [~b, —a]

est un ouvert, | — b — 1, —b] N [—b, —a] lest également. Ainsi, {—b} est ouvert, ce qui
implique que la topologie de R est la topologie discréte et les intervalles de la forme |a, b
ne peuvent constituer une base de la topologie considérée.

Exercice 10.1.20. Si G est un groupe non-dénombrable muni de la topologie co-dénombrable
dont les ouverts sont soit le vide, soit le complémentaire d’un ensemble dénombrable, alors
p(x,y) = zy n’est pas continu.

Suggestion : Les ensembles U x V, o U et V sont des ouverts de GG définissent une
base de G2. Si U et V sont des ouverts non vides, alors U NV est non vide, puisque
(UNV) =U°U Ve est dénombrable, ce qui implique que (U N V)¢ est distinct de G.
L’application z + z~! étant une bijection, U est ouvert si et seulement si U~ est ouvert.
En particulier, U N V! est non vide. Pour de tels ensembles U et V, il existe g € G tel
que (g,g71') € U x V. Puisque p~ (1) = {(9,97 ') : g € G}, p~1(1) N (U x V) n’est pas
vide, quels que soient les ouverts non vides U et V. Dés lors, p~!(1) ne peut étre fermé,
sinon p~!(1)¢ serait ouvert et donc union d’ensembles U x V, ce qui est absurde. Puisque
{1} est fermé et que p~1(1) ne l'est pas, p ne peut étre continu.

Exercice 10.1.21. Le groupe (R, +) muni de la topologie co-dénombrable (pour laquelle
les ouverts sont les ensembles qui sont soit vide soit le complémentaire d’un ensemble
dénombrable) ne définit pas un groupe topologique, car la somme, bien que continue
selon chacune des composante, n’est pas continue.

Suggestion : D’abord, la topologie proposée est licite. Si U; est ouvert pour tout j € J,
R\ UjesU; = NjesR\ Uj. Cet ensemble est dénombrable, comme intersection de parties
dénombrables. De méme, R\ Njc;U; = Uje R\ U; est dénombrable pour tout J fini. Si
i(r) = —z, i(U) = —U est de complémentaire dénombrable pour tout ouvert U non vide,
puisque ¢(U) est équipotent a U. Si s(x,y) = x4y, et sy(z) =z + v, s;l(U) =U —y est
équipotent a U. Le fait que s n’est pas continu découle de I'exercice précédent.

Exercice 10.1.22. Déterminer les sous-groupes fermés de (R, +), pour la topologie eucli-
dienne.

Suggestion : Il est connu que les sous-groupes de R sont soit le vide, soit de la forme zZ,
avec x > 0, soit dense dans R. Le vide et {0} sont fermés. Si G = zZ, avec x > 0, G¢
est ouvert, puisque pour tout y € G¢, il existe n € Z tel que nx < y < (n + 1)z, ce
qui implique Pexistence d'un € > 0 tel que nx < y —e < y+ ¢ < (n+ 1)x. Autrement
dit, on a |y — e,y + €[C G€, ce qui montre que G est fermé. Si G est dense dans R, soit
G = R (auquel cas, G est fermé), soit G n’est pas fermé, puisque G = R # G. Des lors,
les sous-groupes fermés de R sont le vide, R et xZ avec x > 0.

Définition 10.1.23. Un une partie B d’un groupe G est symétrique si B = B~
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Bien entendu, ! appartient & B~! si et seulement s'il existe b € B tel que 7' = b1,
ce qui équivaut a demander z € B. Autrement dit, B est symétrique si et seulement si
x € B est équivalent & 27! € B.

Proposition 10.1.24. Soit G un groupe topologique et g un élément de G ;

— les applications x — gz et © — x~ ' sont des homéomorphismes de G dans G,

— silU est une base de voisinages de 1, alors g = {gU : U € U} et Ug sont des bases
de voisinages de g,

— V est un voisinage de 1 si et seulement si V™1 est un voisinage de 1,

— V est un voisnage de 1 si et seulement si gV g~ est un voisinage de 1,

— si K et L sont deur compacts de G, alors gK, Kg, KL et K~' sont encore des
compacts de G.

Démonstration. L’application x — gx est la composée des applications continues x >
(g,7) et (g,2) — gx. De plus, cette application admet x ++ a~'z comme inverse. Le cas
de x — xg se traite de méme. Bien siir, 'inverse est son propre inverse.

Le deuxieme point découle du point précédent. Pour U € U, gU contient ge = g et pour
tout ouvert V tel que 1 € V C U, alors gV est un ouvert tel que g € gV C gU. Ainsi, gU
est un voisinage de g. Si V est un voisinage de g, g~V est un voisinage de 1 et il existe
donc U € U tel que U C g~ 'V et donc gU C V. Ainsi, gi{ est une base de voisinages de
g. Le cas de Ug est identique.

Le troisieme point est évident, puisque 'inverse est un homéomorphisme qui envoie 1
sur lui-méme.

Le quatrieme point est également aisé, puisque ’application x +— gzg~" est un homéo-
morphisme comme composé des des homéomorphismes = — gz et z — g~ L.

Les ensembles gK, Kg et K ! sont compacts vu le premier point et le fait que I'image
continue d’un compact est compact. Enfin, KL est I'image de K x L par 'opération de
groupe, ce dernier ensemble étant compact, comme produit de compacts. O

1

Proposition 10.1.25. Si G un groupe topologique et U un voisinage ouvert de 1, alors
— il existe un voisinage ouvert V de 1 tel que VV C U,
— il existe un voisinage ouvert et symétrique de 1 qui est inclus dans U ; ainsi, l’en-
semble des voisinages symétriques de 1 est une base de voisinages de 1.

Démonstration. Papplication p(x,y) = zy étant continue, ’ensemble
W={(z,y) € G*:ay e U} =p (V)

est un voisnage de ouvert de (1, 1) dans G2. Par conséquent, il existe des voisinages ouverts
V1 et Vo de 1 qui satisfont Vi x Vo C W. Des lors, V' = V1 N Vs est un voisinage ouvert de
1tel que VV =p(V2) Cc p(W) CU.

Vu le troisieme point de la Proposition 10.1.24, U~! est un voisinage ouvert de 1. Ainsi,
UNU! est un voisinage ouvert de 1 inclus dans U. Pour la symétrie, il suffit de remarquer
que 'on a

ceUNUlerclUeto= (@) "teru™?
srltceUtetalecU
s leUnU

ce qui suffit. O
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Remarque 10.1.26. Vu les points du résultat précédant, il existe un voisinage ouvert V'
de 1 tel que VV~1 C U (ou tel que V-1V C U. On peut aussi utiliser la continuité de
I'application (z,y) — xy~! pour obtenir ce résultat.

Proposition 10.1.27. Soit G un groupe topologique, K un compact de G et U une partie
ouverte de G contenant K ; il existe des voisinages ouverts V,. et V; de 1 tels que KV, C U
et VIK CU.

Démonstration. Vu le second point de la Proposition 10.1.24 et le premier point de la
Proposition 10.1.25, pour tout = € K, il existe des voisinages ouverts V, et W, de 1
tels que aW, C U et V,V, C W,. Puisque {2V, : © € K} définit un recouvrement de
K, il existe z1,...,z, (n € N) appartenant a K tels que K C U}_,x;W,, . Soit alors
Vi =031 Vay- Etant donné z € K, soit k€ {1,...,n} tel que x € x;V,,. On a

xVp CwpVe, Vi C Ve, Vi, CapWy, CU.
On a donc KV, C U, ce qui suffit, le cas de V; étant similaire. ]

Proposition 10.1.28. Si G est un groupe topologique et A est une partie de G, on a

A= (] 4V,

ou V est 'ensemble des voisinages ouverts de 1.

Démonstration. Puisqu’un point y de G appartient & A si et seulement si tout voisinage
ouvert V de y est d’intersection non vide avec A, vu la Proposition meshaar :voiscie, cela
revient & demander yV ' N A # @ pour tout voisinage ouvert V de 1. Cela revient &
demander 'existence d’un point x € A tel que y € V', ce qui donne y € AV. O

Exercice 10.1.29. Si G est un groupe topologique non vide, les conditions suivantes sont
équivalentes :

— le topologie de G est de Hausdorft,

— pour tout g € G, {g} est fermé,

— il existe g € G tel que {g} est fermé.
Suggestion : Montrons que le premier point implique le second. Si 1 est I'unique élément de
G, alors {1} = G est fermé. Sinon, pour tout h € G\ {g}, il existe un ouvert U contenant
h mais pas g, ce qui implique h € U C G\ {g}. Ainsi, G \ {g} est un voisinage de chacun
de ses points, donc ouvert.

Montrons que le troisieme point implique le premier. Remarquons d’abord que, I'ap-
plication p, :  — g~ 'z étant un homéomorphisme, {1} = p,({g}) est fermé. De plus,
I’application

p:G* =G (z,y) »—>xy_1

étant continue,
P {e}) ={(z,y) i ay~ ' = e} = {(z,2) 1z € G}
est fermé, ce qui montre que la diagonale de G est fermé.
Exercice 10.1.30. Si G un groupe topologique de Hausdorff, £ un compact de G et F' un

fermé, montrer que EF est fermé.
Suggestion : Bien str, si EF = G, alors EF est fermé. Sinon, considérons ’application
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p: (x,y) = o 1y et g un élément n’appartenant pas & EF. On a E x {g} C p~}(F°),
puisque, pour tout x € E, p(r,g9) = 2~ 'g € F implique g € EF. L’application p étant
continue, p~!(F°) est ouvert. Puisque E x {g} est compact, vu la Proposition 10.1.27, il
existe des voisinages ouverts V; et V5 de 1 tels que

E x gVo C (E x {g})(Vi x Va) C p~L(F°).

Ainsi, gV5 est un voisinage de g tel que E~1gV — 2 C F¢, ce qui implique gV C (EF)°.
En effet, s’il existe x € V5 tel que gx € EF, soit gr = yz, avec y € E et z € F. On
aylgr=2¢ Fetylgr e ElgVy C F¢ ce qui est absurde. Ainsi, (EF)¢ est un
voisinage de chacun de ses points.

Exercice 10.1.31. Si G un groupe topologique de Hausdorff et F, F' des parties fermées
de G, donner un exemple ot FF n’est pas fermé.
Suggestion : Considérer les fermés

E={(z,y) €eR?*:zy>1letx >0}
et
F={(z,y) eR*:2>0ety <0},
pour constater que E + F = {(z,y) € R? : x > 0} n’est pas fermé dans R2.
Exemple 10.1.32. Le groupe GL4(R) muni de la topologie induite par R% est un groupe
topologique localement compact. Pour A € GLg4(R), soit A la matrice telle que Ajj =
(—1)7* det A(k, 7), on A(k,7) est la matrice de dimension d — 1 obtenue en enlevant la
k-ieme ligne et la j-iéme colonne de A. On a AA = det(A)I = AA et I'application
1
det A

est des lors continue. Il en résulte que GL4(R) est un groupe topologique. I est localement
compact, puisque de dimension finie.

AB

GLg(R)?> = GLg(R) (A,B)+— A™'B =

Exercice 10.1.33. Soit G ’ensemble des matrices de la forme

(5 1)

avec a > 0 et b € R. Montrer que G muni de la multiplication matricielle et de la topologie
induite par R* est un groupe localement compact.

Suggestion : 1l est clair que 'opération est interne et que I'identité appartient a G. De plus,
on a det A > 0 pour tout A € G, ce qui implique que tout élément de G est inversible. On
constate directement que A~! appartient également & G. Deés lors, G C GLa(R) est un
groupe topologique (on peut aussi vérifier directement que les opérations sont continues).
Pour montrer que G est localement compact, soit a > 0, b € Ret € > 0 tel que a —e > 0.
L’ensemble

[a—e,a+¢e] x[b—1,b+1] x {0} x {1}

est un voisinage compact de

_ o o R

dans G.
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Exemple 10.1.34. Le groupe Oy muni de la topologie induite par R% est un groupe com-
pact. Il s’agit clairement d’un groupe topologique (vu que GL4 est lui-méme un goupe
topologique). Une matrice A est orthogonale si et seulement si

d
Z A Ay = 0Ok,
=1

pour tous k,j € {1,...,d}, ce qui montre que ce groupe est fermé. De plus, I'égalité
précédente implique Z?ZI(AU)Q =1, d’ou le caractere borné de Oy.

Rappelons la définition suivante.

Définition 10.1.35. Etant donné un groupe topologique G, une fonction f : G — C est
uniformément continue a gauche (resp. uniformément continue a droite) si pour tout € > 0,
il existe un voisinage ouvert U de 1 tel que |f(z) — f(y)| < € pour tous x et y de G tels
que y € zU (resp. y € Ux).

Remarque 10.1.36. Quitte a prendre une partie de U, on peut supposer que le voisinage
ouvert de la définition précédente est symétrique. Dans ce cas, x € yU est équivalent a
y € zU, puisque

reyUersecyU lerseyu ! porunuelU e zu=ypourunu €U < y € zU.

Proposition 10.1.37. 5% G est un groupe topologique localement compact, alors toute fonc-
tion de CO(G) est uniformément continue a gauche et a droite.

Démonstration. Soit f € CY(G) et notons K le support de f. Pour e > 0 et z € K, il
existe un voisinage ouvert U, de 1 tel que |f(x) — f(y)| < £/2 pour tout y € zU,, vu le
second point de la Proposition meshaar :voiscie. Soit alors un voisinage ouvert V, de 1
tel que V,,V,, C U,. Puisque {2V, : € K} définit un recouvrement ouvert de K, il existe
x1,...,2n (n € N) appartenant a K tels que K C U}_,x;V,, . Soit alors V' un voisinage
ouvert et symétrique de 1 qui est inclus dans Nj_,xV,, . Soit = et y deux points de G tels
que y € V. Si aucun de ces points n’appartient a K, alors f(z) = f(y) = 0. Supposons
que z soit un point de K. Il existe k € {1,...,n} tel que = € x;V,, . Pour tout z € V,, ,
onaz=z1¢e€V,V,, CU,,donczx € x,U,,. Deplus,onaycaV CxpVy Vy, CaxpUs,.
On a des lors

[f (@) = F)l < [f (@) = flan)| + [f(2r) = f(y)] <e.

Le voisinage V étant symétrique, la condition y € zV est équivalente a x € yV et le cas ol
y € K et y € xV peut étre traité de maniere similaire. Ceci établit la continuité uniforme
a gauche de f. Le cas de la continuité uniforme a droite est similaire. O

Exercice 10.1.38. Déduire la Proposition 10.1.37 de la Proposition 10.1.27.
Suggestion : Soit G un groupe topologique localement compact, f € C%(G) et fixons € > 0.
Si Ky désigne le support de f, soit

K={(zr,2) €eG*:2 € K;} et U={(z,y) €G*:|f(z) - fly)| <e}.

Vu la Proposition 10.1.27, il existe des voisinages ouverts V. et V; de (1,1) dans G? tels
que KV, et VK soient inclus dans U. Quitte a prendre des voisinages plus petits, on
peut supposer qu’ils peuvent s’écrire VT(I) X Vr(2) et Vl(l) X Vl(2) respectivement, ou Vrl),
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VT(Q), Vl(l) et VZ(Q) sont des voisinages ouverts de 1. De 14, il existe deux voisinages ouverts
symétriques U, et U; de 1 tels que U, C Vr(l) X V7«(2) et Uy C V}(l) X VZ(Q). Montrons que
I’absolue continuité de f. C’est bien str évident si  ou y n’appartient pas au support de
f. Soit x un point du support de f et y € zU,; on a

(z,y) = (z,2)(1,27y) e KV xU,) c KV, C U,
ce qui suffit dans ce cas. Pour y dans le support de f et y € xU,., on obtient de méme
(z,9) = (v,9)(y 'z,1) € KU, x V?) C KV, C U,

ce qui établit ’absolue continuité & gauche. On montre de méme 1’absolue continuité a
droite.

Corollaire 10.1.39. Si G est un groupe localement compact et p une mesure de Borel
réguliere sur G, pour tout f € CO(G), les fonctions

G—R zr—>/f(a:y)d,u(y) et G—R a:H/f(ym)du(y)

sont continues.

Démonstration. Considérons la continuité de la seconde fonction, le cas de la premiere
se traitant de la méme maniere. Soit zg un point de G, K le support de f et W un
voisinage ouvert de xp dont ’adhérence est compacte. Pour tout x € W, la fonction
x +— f(yz) est continue comme composée des applications y — yz et f. Si y n’appartient
pas & KW~! yx n’appartient pas a K, sinon on aurait yr = z pour un point z € K
et donc y = zx~! € KW' En conséquence, y — f(yz) s’annule hors de I’ensemble
compact KW' (vu le dernier point de la Proposition 10.1.24). Pour € > 0, soit ¢’ > 0
tel que &’ (K W_l) < & (un tel nombre existe, p étant fini sur les compacts car de Borel).
Vu la continuité uniforme a gauche de f, il existe un voisinage ouvert V de 1 tel que
|f(s) — f(t)] < & pour tout points s et t de G tels que s € tV. Pour tout x € W NxzoV et
tout y € G, on a yx € yroV, donc

1
[ ) duty) ~ [ fomo)dnw)] < [ 1(0m) - fmolduty) < W) <2
On peut conclure, W N zoV étant un voisinage de xg. O

Exercice 10.1.40. Soit G le groupe localement compact de I'Exercice 10.1.33; construire
une fonction qui est uniformément continue & droite, mais pas uniformément continue a
gauche.
Suggestion : Soit
x
R—-R z+—
9 1+ ||

et
f:G—-R <g ll)>l—>g(b).

Montrons que f est uniformément continu a gauche. Pour n € N, posons

e ™ 0 e ™ n
m=\g 1) =1 o 1)
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On a
-1 1 e™™n
xn y’I’L = O 1 9
donc z,, 'y, converge vers l'identité. Cependant, on a

n = n
1+n' 1+n’

‘f($n) - f(yn)| = |0

ce qui prouve que f n’est pas uniformément continu a gauche. Pour € > 0, considérons le
voisinage ouvert V; de l'identité défini par

VE:{(S 11)>2|a—1|<5, b < e).

Considérons les éléments

_ ([ 11 22 _( Yy Y2
(% 7)) @ = (5 %)

de G tels que y € Ver. On a |- — 1] < e et [yo — 2% | < e si et seulement si % <e.

De plus x2y2 > 0 implique z2|y2| — |z2|y2 = 0 et zoys < 0 implique |x2|ya| — |x2|y2| =
2|waye| < 262/(1 —€). On en tire que

To Yo xo + T2ly2| — Y2 — ya|z2|
fl@)— fw)| = - -
@) = P = I ™ T el =7 @t 2D Tae) |
< T2 — 1o | w2|ya| — yo|zo| |
(I + |z2)X 4 Jyal) (1 + J2z2])(X + [y2])
|$2—y2| §
< 2= 92l — <e 7
T+ 2] +lazly2| = golaall <e+

ce qui montre que f est absolument continu a droite.

Proposition 10.1.41. Si H est un sous-groupe ouvert du groupe topologique G, alors H est
fermé.

Démonstration. Montrons que le complémentaire de H est I'union des familles {zH : = €
G\ H}. Si y appartient au complémentaire de H, alors

y=yleyH C U zH.
zeG\H

Inversement, si y appartient & zH pour un z € G\ H, il existe z € H tel que y = zz. Siy
appartenait & H, on aurait z = yz~' € H, ce qui est absurde. Puisque les ensembles xH
sont ouverts, G\ H est lui-méme ouvert. O

Définition 10.1.42. Un espace topologique est o-compact s’il peut s’écrire comme une
union dénombrable de sous-espaces compacts.

Proposition 10.1.43. Si G est un groupe topologique localement compact, alors il existe un
sous-groupe Hde G qui est ouvert, fermé et o-compact.
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Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de 1 dont I'adhérence est compacte et V un
voisinage ouvert et symétrique de 1 qui est inclus dans U ; bien entendu, V est compact,
comme fermé d’un compact. Définissons alors H = Uk>1Vk et montrons qu’il s’agit d’un
sous-groupe de G. Si x et y sont deux points de H, on a z € V¥ et y € VJ pour deux
nombres j et k de N\ {0}, donc zy € V/**. De plus, on a

zeVier=x-2, 21,...,2,€V
-1 _ -1 -1 -1 -1
Sz =x, x0T ,...,x, €V
<=>1?_1€Vk,

vu la symétrie de V.

Montrons que H est ouvert. Puisque V est ouvert, V2 également, ce qui implique que
V¥ est ouvert, par récurrence. Ainsi, H est ouvert. Par la Proposition meshaar :ouvferme,
H est également fermé.

Montrons enfin que H est o-compact. Puisque V¥ est inclus dans H pour tout k, on a
Vkc H= H, d’ot H = U1 VF. De plus, puisqu’on a VkC Vk, VF est compact, comme
fermé d’un compact, ce qui permet de conclure. ]

10.2 Existence et unicité de la mesure de Haar

Définition 10.2.1. Si G est un groupe topologique localement compact, une mesure non-
nulle de Borel et réguliere de G est une mesure de Haar & gauche (resp. a droite) si elle est
invariante par translation a gauche (resp. a droite) : u(xA) = pu(A) (resp. u(Ax) = pu(A))
pour tout z € G et tout borélien de G.

Remarque 10.2.2. Puisque, dans un groupe topologique, la multiplication & droite ou a
gauche définit un homéomorphisme, pour tout borélien A et tout élément x du groupe
topologique, xA et Ax sont encore des boréliens du groupe topologique.

Exemple 10.2.3. Le mesure de Lebesgue sur R? (considéré comme un espace vectoriel) est
une mesure de Haar (& gauche et a droite).

Exemple 10.2.4. Si GG est un groupe muni de la topologie discrete, la mesure de comptage
est une mesure de Haar (& gauche et a droite). Il s’agit d’une mesure non-nulle invariante
par translation. Vu 'Exemple 10.1.18, la mesure de comptage de tout compact est finie.
Enfin, tout ensemble est ouvert et si U est fini, il est nécessairement compact. Si U n’est
pas fini, toute partie U,, de U de cardinal n € N est compacte et

sup{u(K): K C U, K compact} = sup{p(Uy,)} = limn = oo = u(U),

ou u désigne la mesure de comptage.

Exemple 10.2.5. Soit T I’ensemble des nombre complexes de module unité muni de la
structure de groupe topologique donnée dans I'Exemple 10.1.16. Soit £ la mesure de
Lebesgue restreinte au boréliens de I'intervalle [0, 27| et

F:[0,2n][=T 6 €.
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La mesure Lp = £ o F~! est une mesure de Haar (& gauche et & droite) de T, appelée
mesure de Lebesgue linéaire sur T. Pour tout borélien B de T et tout 6 € [0, 27[, on a

Lr(e®B) = Lp(e?b:be B}) = LIOFYB)) = L(FY(B)) = Lp(B).
Le cas a droite s’obtient de méme.

Notation 10.2.6. Soit G un groupe, x € G et f une fonction définie sur G. Le translaté a
gauche de f, noté , f est la fonction définie sur G par

f(9) = f(z™g),

pour tout g € g. De méme le translaté a droite f, de f est la fonction

fe(g) = flgz™h),

pour tout g € G. Enfin, f est la fonction définie sur G par

flo)=Fg™).

Remarque 10.2.7. Soit = et y deux éléments d’un groupe G. Pour tout g € G, on a

foy(9) = Flg(ay)™) = floy™'2™h) = falgy™) = (fo)y(9)-
On montre de la méme maniere que gy f = 2(yf).

Remarque 10.2.8. On pourrait penser qu’il est plus naturel de définir f, via la 1’égalité
fz(g9) = f(gx). Cependant, avec une telle définition, on n’a pas (xa)s = x4, pour toute
partie A de G. Alors qu’avec la notation adoptée, on a

1 sigrteA 1 sige Az
J = { g = XAx(g)~

(xa)z(9) :{ 0 sinon 0 sinon

Remarque 10.2.9. Si G est un groupe localement compact et u est une mesure de Haar a
droite (resp. & gauche) sur G, alors [ fydz = [ fdx (vesp. [,fdx = [ fdz) pour toute
fonction f borél-mesurable qui est positive ou intégrable. De fait, si f = x4 pour une
borélien A, alors

[ edu= [ xawdu = n(A0) = 1) = [ 1an

Par linéarité, cette propriété est encore vérifiée pour tout fonction simple f. Le théoreme
de la convergence monotone permet d’affirmer que cette propriété est encore vraie pour
toute fonction positive mesurable. Pour les fonctions intégrables, il suffit de décomposer
en les parties positive et négative.

Théoreéme 10.2.10. Tour groupe topologique localement compact admet une mesure de Haar
a gauche.

Démonstration. Soit G un groupe toplogique localement compact, K un compact de G.
Pour tout ensemble E de G d’intérieur non vide, {xE° : x € G} définit un recouvrement
ouvert de K. Il existe donc des points z1,...,z, de G tels que K C Uj_,zE°. Notons
#(K : E) le plus petit nombre naturel n pour lequel on a cette inclusion; bien str,
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#(K : E) est nul si et seulement si K est vide. Soit Ky un compact d’intérieur non vide
de G, % la famille de tous les compacts de G et V la famille des voisinages ouverts de 1.
Pour U €V, soit
#(K:U)
#(KO : U) '
Nous allons montrer que 'application hy satisfait les propriétés suivantes pour tous com-
pacts Ki et K> :

— 0 < hy(K1) < #(K7 2 Ko),

— hy(Ko) =1,

— hy(zKy) = hy(Ky), pour tout z,

— hy est croissant : K1 C Ky implique hy(K7) C hy(Ka),

— hy est sous-additif : hy (K U Ka) < hy (K1) + hy(Ka),

— hU(Kl U KQ) = hU(Kl) + hU(KQ) si KlU_l N KQU_l est vide.
Montrons d’abord que 'on a

#(Kl : U) < #(Kl : Ko)#(KO : U)

Soit x1,...,2, et y1,...,ym des points de G tels que K1 C Up_ ;2 Ko et Ko C ULy, U.
On a Ky C U}, Uity 2xy;U, ce qui suffit. Des lors, la premiere propriété est toujours
vérifiée, la seconde étant triviale. Maintenant, on a K = Up_,x,U si et seulement si
xK = U}_,(zx)U, ce qui montre le troisieme point. Le quatrieme point est également
trivial. Maintenant, si on a K1 C Up_,2xU et Ky C UL .U, il vient directement

hy: F >R Kw—

K1 UK, C (| =) u (D),
k=1 j=1

ce qui établit la cinquieme relation. Pour établir le dernier point, il nous faut montrer que
pour KiU 'NKy U ' =@, 0na

H(K:U)+#(Ky:U) < #(K1 UKy : U).

Soit n = #(K1 U Ky : U) et xq,...,x, des points de G tels que K; U Ky C Up_ z,U. Si

21U rencontre a la fois K et Ky, alors  appartient & K{U 'NK,U ! = @. On peut donc

supposer que ce n’est pas le cas et il existe donc N C {1,...,n} tel que K1 C UgenziU

et Ko C UgensziU, avec M = {1,...,n} \ N. Les propriétés de hyy ont donc été établies.
Pour K € .7, soit Ix = [0, #(K : Kp] et posons

x =] I«

que ’on munit de la topologie produit. Puisque chaque Ix est compact, X est lui-méme
compact. Vu la premiere propriété de hy, on a hy € X pour tout U € V. Pour tout
voisinage ouvert V de 1, posons

Sy ={hy:UeVetUCcCV}.

Bien stir, si Vi,...,V, appartiennent a V, alors, pour V = N¢_; Vi, on a hy € NZ_;Sy,.
En particulier, {Sy : V € V} est une famille de fermés de X satisfaisant la propriété
d’intersection finie. Puisque X est compact, Ny ¢y Sy n’est pas vide. Soit A un élément de
cette intersection. Nous allons vérifier que h satisfait les propriétés suivantes pour tous
compacts K et Ks :
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— 0< h(Kl)v

— h(@) =0,

— h(Ko) =1,

— h(.’L‘Kl) = h(K),

— h est croissant,

— h est sous-additif,

— si K et Ky sont disjoints, alors h(K; U K2) = h(K7) + h(K32).
Montrons la sous-additivité. Les éléments de X sont des fonctions f : # — R telles que
pour tout K € .#, I'application

m: X >R fr f(K)
est continue. Ainsi, pour K7 et Ky de %, I'application
p: X =R fr f(K1)+ f(K2) — f(K1UK>)

est continue. Qui plus est, elle est positive en hy et donc, pour V € V, on a

Sy ={hy:U eV, UCV}Ce 0,00 = ([0, 00]),

ce qui implique que ¢ est positif sur Uy ¢y Sy et donc en h. Pour f € X, on a f(K) € Ik
(K € .F), ce qui montre que la premiere propriété est vérifiée. Pour obtenir les premieres
propriétés, on procede comme pour la sous-additivité. L’application

X—->R f— f(o)

est continue et s’annule pour chaque Ay, ce qui montre le second point. De méme, ’ap-
plication
X =R fr f(Ko)

est continue et vaut 1 en chaque hy, ce qui montre le troisieme point. Pour z € G et
K € & I'application
X >R fr f(zK)— f(K)

est continue et s’annule en chaque hy, ce qui montre le quatrieme point. Enfin, si K7 et
K> sont deux compacts tels que K7 C Ks, 'application

X =R fe f(K2)— f(K1)

est continue et positive en chaque hy, ce qui montre la croissance de h. Montrons le
dernier point. Soit K7 et Ky deux compacts disjoints de G. Vu la Proposition A.2.21, il
existe deux ouverts disjoints U; et Us tels que K7 C Uy et Ko C Uy. Maintenant, vu la
Proposition 10.1.27, il existe deux voisinages ouverts Vi et V5 de 1 tels que K 1Vp C Us
et KoV C Uy. Pour V = Vi NV, K1V et KoV sont disjoints car inclus dans Uy et Us
respectivement. Pour tout U € V tel que U C V™1, on a

hU(K1 U KQ) = hU(Kl) + hU(KQ),
puisque K1U ' N Ky U~ ¢ K1V N K,V = @. Par conséquent, I’application continue

X =R fe f(K)+ f(K2) — f(K UK))
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s’annule sur Sy -1, ce qui suffit, puisue h appartient & Sy -1.
Si U est un ouvert de GG, posons

p*(U)=sup{h(K): K CUet K € F}
et pour toute partie A de GG, définissons ’application u* par
p(A) =inf{u*(U) : A C U et U ouvert}.

Vu les deux premieéres propriétés de h, pu* est positif et p*(&) = 0. Montrons qu’il s’agit
d’une mesure extérieure. L’application est clairement croissante. Il reste & montrer que p*
est dénombrablement sous-additif. Soit (Uy); une suite d’ouverts de G et K un compact
de UpUj. 1l existe n € N tel que K C U}_,Uj, et par la Proposition A.2.24, il existe des
compacts Ki,..., K, de Uy,...,U, respectivement tels que K = U;_, K. Vu que h est
sous-additif, on a

3

W(K) <Y h(Ky) <Y w'(Uk) <Yt (Uk).
k=1 k

k=1

Puisque K est un compact arbitraire de U, Uy, en passant a la borne supérieure, on obtient

*(UpUg) < ZM (U).

Soit maintenant (Ag)x une suite d’ensembles de G. Si on a p*(Ag) = oo pour un indice k,
la sous-additivité dénombrable est claire. Supposons donc qu’il n’existe pas un tel indice
k et soit € > 0. Pour tout k, soit un ouvert Uy contenant Aj tel que

* * E
o (A) < 7 (Ak) + o5
Il vient

(U Ag) < p"(UgUs) < Zu (Up) < ) p'(Ax) +e
p

ce qui suffit, € étant arbitraire.
Montrons que tout ouvert U de G est p*-mesurable, c’est-a-dire que 'on a

p(A) = p (ANU) +p (ANU"),
pour toute partie A de G vérifiant p*(A) < co. Il suffit de montrer que l'on a
(V) zp (VnU) +p (VNUe) -

pour tout ouvert V tel que p*(V) < oo et tout € > 0. De fait, si cette relation est
vérifiée, pour A C G tel que p*(A) < oo, il existe un ouvert V. contenant A tel que
p*(Vz) < p*(A) +¢/2. De la, on peut écrire

pwi(A)>p (Vo) 22w (VenU) +p*(VeNUS) — ¢
> (ANU)+p* (ANU®) —e,

ce qui établit la mesurabilité de U, € étant arbitraire. Soit donc un tel ouvert V et
soit € > 0. Par définition de p* pour les ouverts, il existe un compact K de V NU tel
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que h(K) > p*(V NU) — /2. De méme, il existe un compact K’ de V N K¢ tel que
h(K') > p*(V N K¢ — ¢/2. Puisque U® C K¢, on a h(K') > p*(V NU) —¢e/2. Vu la
derniere propriété de h, K U K’ C V implique

(VAU +p* (VAU —e < h(K) + h(K') = (K UK') < 5*(V),

comme annoncé. Par conséquent, la o-algebre des ensembles p*-mesurables contient les

boréliens de G et la restriction p de p* aux ensembles boréliens est une mesure.
Montrons que p est de Borel et réguliere. Si K est un compact, la Proposition A.2.29

assure l’existence d’un ouvert U d’adhérence compacte contenant K. Vu la croissance de

h, on a h(K'") < h(U) pour tout compact K’ de U, donc
p(K) < p(U) < h(U) < oo,

en passant & la borne supérieure sur les compacts K’ de U. La régularité extérieure
découle de la définition de p*. Si K est un compact et si U est un ouvert contenant K, on
a h(K) < p(U), par définition de p*. En passant & la borne supérieure sur U, on obtient
h(K) < pu(K). On a donc

pU) <sup{u(K): K CUet K € .7} < p(U),

pour tout ouvert U de G.
Puisque h(Kp) =1, on a u(G) > 1; ainsi, p n’est pas une mesure triviale. Enfin, cette
mesure est invariante a gauche vu I'invariance a gauche de h. O

Lemme 10.2.11. Si G un groupe localement compact et p une mesure de Haar o gauche
sur G, alors tout ouvert non vide U de G satisfait u(U) > 0 et toute fonction positive
non-identiquement nulle f € C2(G) satisfait [ fdu > 0.

Démonstration. Puisque p est une mesure Borel réguliere non-nulle, il existe un compact
K tel que 0 < pu(K) < oo. Si U est un ouvert non vide de G, {zU : x € G} définit un
recouvrement ouvert de K. Soit alors x1, Wlidots, z, € G tels que K C Up_;zU. Vu que
1 est une mesure de Haar, il vient

0 < p(K) <Y plapl) = npu(U),
k=1

ce qui établit la premiere partie.
Si f € CY(G) est une fonction non-identiquement nulle, il existe ¢ > 0 et un ouvert U
non vide tels que f > exy. On a donc

[ fauz euw) >0,

ce qui suffit. O

Théoreéme 10.2.12. Si G est un groupe localement compact et u,v sont deuxr mesures de
Haar a gauche sur G, alors il existe une constante ¢ > 0 telle v = cp.
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Démonstration. Soit g € C%(G) une fonction positive non-identiquement nulle et f €
C%(@). Vu le lemme qui précede, [ fdu/ [ gdu a un sens. Montrons que l'on a

Jfdp [ fdv
Jgdu — [gadv’

ce qui impliquera [ fdv =c [ fdu,avecc= [gdv/ [ gdp > 0. L’unicité dans le théoréme
de représentation de Riesz permettra alors de conclure.
Si h appartient & C?(G?), en invoquant le théoréme de Fubini, on peut écrire

[ ne.p dutyv) = [ [ 1) dviz)auty).

De plus, on a . (h(-,y))(z) = h(z"'x,y) et, en posant h, : y — h(y~'z,y), on a th.(y) =

h(y~'zx,271y) pour tous z,y, 2 € G. On peut donc écrire

/hxyd,, V(e // (x)dp(y)
— [[Ghto)@ dv@ydnty)
- // Wy 'z, y) dv(z)du(y)
/ / dp(y)
_// ~1ha(y) dv()dp(y)
— [[ bt o) vyt (102)

vu la Remarque 10.2.9. Considérons I'application

f()g(yz)
[ g(tz) dv(t)

L’application t +— g(tx) étant continue, non-identiquement nulle, positive et & support
Kz~ compact, le Corollaire 10.1.39 (appliqué & g) et le Lemme 10.2.11 permettent d’af-
firmer que la fonction = ~ [ g(tz) dv(t) est continue et ne s’annule jamais. Qui plus
est, les fonction (z,y) — f(z), (z,y) — yz et z — g(z) étant continues, h est lui-méme
continu. Soit Ky le support de f et K, le support de g; le support de h étant inclus dans
Ky x KgK}TI, ce qui nous permet d’affirmer que h appartient & C?(G?). Puisque

Sy Ng(x)
[ g(ty=) dv(t)’

h:G? =G (x,y) —

h(y™ ! zy) =
u (10.2), on obtient

~1
[ 1@ aute) = [a@yaute) [ ) avi,

Ainsi, comme annoncé, le quotient de [ fdu et de [gdu dépend de f et g, mais pas de
- ]
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Remarque 10.2.13. Si e groupe localement compact G est abélien, la démonstration pré-
cédente se simplifie considérablement. Si f et g appartiennent & C?(G), alors

[ tau [ gav= [[ st du@ivto) = [[ gt dut)ivi)

= f(y)g(yz~") du(z)dv(y) = // F)g(z™") du(x)dv(y)

~ [sav [gan

De la, si g est positif et non-identiquement nul, il vient

fro-fsi 1o

Remarque 10.2.14. La démonstration de 'existence d’'une mesure de Haar fait intervenir
I’axiome du choix via le choix d’un point dans un produit cartésien. La démonstration de
I'unicité de cette mesure laisse présager qu’il est possible de s’affranchir de cet axiome.
C’est en effet ce qu’a montré Cartan [8, 1.

La remarque suivante sera utilisée a plusieurs reprises dans la suite.

Remarque 10.2.15. Soit 1 une mesure réguliere définie sur les boréliens d’un groupe to-
pologique G et soit f une fonction continue définie sur GG. La mesure

v:A(G)—[0,00] Ar—>/Af(33)d,u

est réguliere.

Supposons d’abord que f est la fonction caractéristique d’un ouvert U de G; on a
v(A) = v(ANU). Soit € > 0, A € A(G) et V un ouvert de G ; vu la régularité de p,
il existe un ouvert W contenant A N U et un compact K inclus dans V N U tels que
pu(W) < u(AUU)+eet u(K) > pu(VNU)—e. Puisque WUU =W et A C W, on peut
écrire

v(W) = pWNU) =pWUU) = (W) = puU)
<uw(AUU)4+e—p(A) —pwlU)=puANU)+e=v(A)+e¢
et
V(IK)=p(KNU)=pu(K)>pw(VNU)—ec=vV)—c¢,

ce qui établit la régularité dans la cas d’une fonction caractéristique.
Si f est une fonction simple, supposons avoir f = Y }_, arXv,, ou les ensembles Uy
sont ouverts. On a v =) ;'_; ayVg, ol vy est la mesure définie par

v B(G) = [0,00] A / XU, Aft-
A

Vu ce qui préceéde, chaque vy est régulier, ce qui suffit dans ce cas.

Enfin, si f est une fonction continue positive, le théoreme de la convergence monotone
permet de conclure. En effet, f est limite d’une suitede fonctions simples (fi)x croissante
et en posant

I/kgg(G)—}[0,00] A'—>/Afkdu,
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on a v = limyg, v, ou les mesures v, sont simples. Le cas général s’obtient alors directement
par décomposition en parties positive et négative.

Exercice 10.2.16. Considérons le groupe (Q, +) muni de la topologie induite par R. Mon-
trer qu’il n’existe pas de mesure de Haar sur G.

Suggestion : Supposons avoir une mesure de Haar p pour ce groupe topologique et sup-
posons avoir Q = {r; : k € N}. On a

pa,bNQ) = > u{nh) = D w({0}),

rke]avb[ rke]a,b[

pour tout intervalle ]a,b] de R. On ne peut avoir p({0}) = 0, puisque p n’est pas trivial
(ces intervalles formant une base de la topologie). On a donc u(la,b[NQ) = oo et tout
compact K d’intérieur non vide de Q contenant un un ensemble de la forme |a, b[NQ, on
doit avoir pu(K) = oo, ce qui contredit le fait que p est une mesure de Borel.

Exercice 10.2.17. Soit G un groupe localement compact et p une mesure de Haar sur G.
Montrer que si f et g sont deux fonctions réelles continues sur G égales u-presque partout,
alors elles sont égales partout.

Suggestion : De fait, 'ensemble A = {z € G : f(z) # g(z)} est ouvert par continuité et
on a pu(A) =0. Vu le Lemme 10.2.11, A doit étre vide.

Exercice 10.2.18. Considérons le groupe (]0,00[,-) muni de la topologie induite par R.
Montrer que ’application

w: A(]0,00[) — [0, 0] Af—)/ACf:

est une mesure de Haar.
Suggestion : Cette mesure est clairement borélienne. Pour tout compact K de ]0, 0o, en
posant s = sup,cx 1/, on a

uw(K) < /st:c:sﬁ(K) < 00,

vue que = +— 1/z est continu sur le compact K. Qui plus est, cette mesure est réguliere,
vu la Remarque 10.2.15, la mesure est réguliere. Enfin, pour tout borélien A de 0, co] et

tout y > 0, on a
dx y~ !
yA:/:/_dx: A).
1(yA) P p(A)

Exercice 10.2.19. Soit G un groupe topologique localement compact homéomorphe & un
ouvert U de R? et soit ¢ un homéomorphisme de G dans U.
— Montrer que si pour tout g € G, la fonction x — (g~ (z)) est la restriction a U
d’une application affine L, : R? — R, alors Papplication

dx

0 BG) = [0,00] A L
(@)= [0,ec] p(a) |det Ly—1(z)]

est une mesure de Haar a gauche sur G.
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— Montrer que si pour tout g € G, la fonction x +— (o~ 1(x)g) est la restriction a U
d’une application affine R, : R? — R?, alors I'application

dz
1 B(G) — (0,00 A!—)/ 2
()= e p(a) [ det Rym1)|

est une mesure de Haar a droite sur G.
Sugestion : Considérons le premier point. Pour g € G, soit A; € GLg et by € R? tels que
o(gp~1(z)) = Ayx + by pour tout x € U. Pour de tels g, ¢’ dans G et z € U, on a

AgAgz+ Agby +by = Ag(Agz +by) + by = Agp(d' o™ (2)) + by
= (g9 (g™ 1(2))) = wlgd ¢ (2)) = Agg 2 + byy,

ce qui donne

(AgAg/ — Agg)z = bgg’ — (bg + Agbg/).

La différence entre AgA, et Agyy étant indépendante de z € U, on doit avoir AgAy, = Agg.
Pour g € G, considérons ’application

hg U =R 0 (g (2)).

On a hy(U) =U et Dhy = A,. 1l est clair que p est une mesure de Borel réguliere, vu la
Remarque 10.2.15. On a

hg(0(A)) = (g9 (p(A)) = ¢(gA)

et le changement de variable y = hy(z) permet d’écrire

IR ey
(o) [det A1) Jny(p(a) [ det Ayp-1()]|

1
= det A, | dx
/AO(A) | det Aso—1<hg<x>>|| |

B / 1 dr
o(A) | det Aggo—l(x)‘ | det Am—l |

dx
= T = H(A),
/QD(A) ’ det A¢—1(x)‘

pour tout g de G.

Exercice 10.2.20. Soit G le groupe de 'Exercice 10.1.33 et identifions G au demi-plan de
la droite de R? en associant au point (a,b) & la matrice

(1)
- [ fa2

définit une mesure de Haar a gauche sur G et que

J(A) ://A daadb

Montrer que ’expression
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définit une mesure de Haar a droite sur G.
Suggestion : Utilisons Iexercice précédent. Soit

o G —]0, 00[xR ( . ) s (a,b).

Pour tout A € G, I'application = — p(Ap~!(z)) est 'application

(u,v)'—ﬂp(A( oY )):¢(< o ““1“’ )):(au,av—i—b).

Cette application est la restriction & |0, co[xR de Iapplication
Ly:R2 5 R? (u,v) —~ (au,av + b),

avec Ly = G4 + (0,b), ou G4 est I'application linéaire représentée par diag(a,a). Ainsi,
ona l/|det Ly-1(y,)| =1/ u?, ce qui permet de conclure quant & la mesure & droite.
Maintenant, x + (¢~ !(2)A) est I'application

(u,v)H@((g Y >A)=¢(< o e >):(au,bu+v).

C’est donc la restriction a ]0,00[xR de l'application
Ra:R?* = R? (u,v) — (au,bv+v),

avec Ry = Gy, ou G’y est 'application linéaire représentée par la transposée de A. Ainsi,
on a 1/|det Ly-1(y,)| = 1/u, ce qui suffit.

Exercice 10.2.21. Soit GG un groupe localement compact et p une mesure de Haar a gauche
sur G. Montrer que la topologie de G est discrete si et seulement si p({z}) > 0 pour un
x € G (et donc pour tout x).

Suggestion : Si la topologie de G est discrete, alors {z} est ouvert et non vide pour tout
x € G. Vu le Lemme 10.2.11, on doit avoir p({z}) > 0. Remarquons que l'on peut aussi
directement utiliser I’Exemple 10.2.4.

Supposons maintenant qu'’il existe z9 € G tel que u({xp}) > 0. Vu l'invariance par
translation, il existe ¢ > 0 tel que p({x}) = ¢ pour tout = € G. Si la topologie de G n’est
pas discrete, alors il existe une partie non vide A de G qui n’est pas ouverte. Pour tout
e > 0, il existe un ouvert U contenant A tel que u(U) < u(A) + . Puisque A est distinct
de U, U \ A n’est pas vide et on a

u(U) = p(A) + (U \ A) 2 p(A) +c.

On doit donc avoir u(A) + ¢ < p(A) + € pour tout € > 0, ce qui est absurde.

10.3 Propriétés de la mesure de Haar

Afin de d’étudier la mesure de Haar & droite, introduisons la mesure fi. associée a u.
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Remarque 10.3.1. Soit G un groupe localement compact et p une mesure de Borel réguliere
sur G. L’application « — 2z~ étant un homéomorphisme, A est un borélien de G si et
seulement si A~! est aussi un borélien. Soit alors I’application ji définie sur %(G) par
ji(A) = u(A=1). On vérifie de suite que i est une mesure de Borel réguliere. Qui plus
est, la relation [ fdji = [ fdu est vérifiée pour toute fonction borélienne positive ou
ji-intégrable. En effet, si A est un borélien de G, pour f = x4, on trouve

f(z) = xa(@™h) = xa1(2),

pour tout = € G, d’ou
[ rdi= i) =pa™) = [ fan

Par linéarité, cette relation est encore vérifiée pour les fonctions simples. Par ke théoreme
de la convergence monotone, la relation est vérifiée pour les fonctions positives. Pour
conclure, il suffit de décomposer f.

Proposition 10.3.2. Soit G un groupe topologique localement compact et p une mesure
de Borel réguliere sur G ; p est une mesure de Haar a gauche si et seulement si [i est
une mesure de Haar a droite. Réciproquement, p est une mesure de Haar a droite si et
seulement si [i est une mesure de Haar a gauche.

Démonstration. Si p est une mesure de Haar a gauche, il vient directement
A(A2) = p(a™ A7) = p(A7Y) = (),

pour tout x € GG et tout borélien A. Si i est une mesure de Haar a droite, il vient de la
meéme maniere,

n(aA) = (A ety = p(A7) = u(A).

La seconde équivalence se dérive de la premiere, puisque i = p. O

Corollaire 10.3.3. Tout groupe topologique G localement compact admet une mesure de
Haar a droite sur G et cette mesure est unique a une constante multiplicative pres.

Démonstration. Dans la section précédente, nous avons montré que G admet une mesure
de Haar a gauche p unique a une constante multiplicative pres. Vu la proposition qui
précede, ji est une mesure de Haar a droite. Soit ¥ une mesure de Haar a droite de G.
Puisque 7 est une mesure de Haar a gauche, elle est égale a 11 a une constante multiplicative
pres. En conséquence, v est égal a [i a une constante multiplicative pres. O

Proposition 10.3.4. Soit G un groupe topologique localement compact ; une mesure de Haar
de G est finie si et seulement si G est compact.

Démonstration. Soit p une mesure de Haar a gauche de G. Puisque cette mesure est de
Borel et réguliere, elle est clairement finie si G' est compact.

Supposons donc que p est fini et soit K un compact de G tel que p(K) > 0. Si (zx)x
est une suite de G tels que les ensembles z; K sont deux & deux disjoints, alors il vient

(U K) = Zu(ka) = ZM(K) = 00,
k k
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ce qui contredit la finitude de p. Soient x1,...,x, des points de G tels que les ensembles
x K soient deux a deux disjoints et x K soit d’intersection non vide avec un des x K pour
tout z € G. Puisque, pour tout € G, K rencontre Uyzi K, x appartient & (Upzp K)K L.
Autrement dit, on doit avoir G = (UpriK)K L. Or cet ensemble est compact, vu le
cinquieme point de la Proposition 10.1.24. O

Ainsi, tout groupe topologique compact admet une mesure de Haar qui est une mesure
de probabilité. En général, c’est cette mesure normalisée qui est implicitement choisie
pour les groupes topologiques compacts.

Soit G un groupe topologique localement compact et 1 une mesure de Haar a gauche
sur G. Pour tout g € G, z — xg est un homéomorphisme de G dans lui-méme et donc
I’application

pg 2 B(G) — [0,00] A pu(Ax)

est bien définie. Il s’agit d’une mesure de Borel qui est réguliere. Par exemple, on a
pe(A) = p(Az) = inf{u(U) : Az C U et U ouvert}

= inf{u(Uz): A C U et Ux ouvert}
= inf{u,(U): A C U et U ouvert},

pour tout borélien A. Qui plus est, on a

pe(yA) = p(yAz) = p(Az) = pa(A),

pour tout y € G et tout borélien A, ce qui implique que u, est une mesure de Haar a
gauche.

Définition 10.3.5. Etant donné un groupe topologique localement compact G et p une
mesure de Haar a gauche sur G, la fonction modulaire de G est 'application A : G — R
qui a x € G associe le nombre A(z) > 0 tel que p, = A(x)p.

La définition qui précede est bien fondée.

Remarque 10.3.6. Si v est une autre mesure de Haar a gauche sur G, il existe une constante
¢ > 0 telle que v = cu. Par conséquent, on a

ve(A) = v(Az) = cu(Az) = cua(A) = Az)eu(A) = Az)v(A),

pour tout borélien A. En d’autres termes, la fonction modulaire ne dépend pas de la
mesure de Haar p choisie.

Remarque 10.3.7. Soit G un groupe topologique et posons f = x4, pour une partie A de
G. On a

[ fedn= [ xawdi=p4) = a(4) = A@yt) = @) [ s

On a encore [ fydu = A(z) [ fdu si f est une fonction simple. Par le théoréme de la
convergence monotone, c’est encore le cas pour une fonction f borélienne positive ou
p-intégrable.

Proposition 10.3.8. Si G est un groupe localement compact et A sa fonction modulaire,
alors A est continu et vérifie A(xy) = A(z)A(y), pour tous x, y de G.
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Démonstration. Soit p une mesure de Haar a gauche sur G et f une fonction positive de
C%(@G) non-identiquement nulle. Nous savons que | f du est strictement positif et vu la
Remarque 10.3.7, A prend la forme

J flyz™") du(y)
[Fdp

La continuité de A résulte alors du Corollaire 10.1.39.
Pour le second point, il vient directement

Az —

Azy)u(A) = pay(A) = p(Azy) = Aly)p(Az) = A(y) A(z)u(A),
pour tout borélien A de G. O

Définition 10.3.9. Un groupe topologique localement compact G est unimodulaire si sa
fonction modulaire A satisfait A(xz) =1 pour tout x € G.

Si G est unimodulaire, pour toute mesure de Haar a gauche u, on a

H(Ax) = pa(A) = Al2)u(A) = p(A),

pour tout borélien A. Ainsi, G est unimodulaire si et seulement si toute mesure de Haar
a gauche sur G est aussi une mesure de Haar a droite. Vu la Proposition 10.3.2, G est
unimodulaire si et seulement si la collection des mesures de Haar a gauche coincide avec
la collection des mesures de Haar a droite sur G.

Exemple 10.3.10. Bien entendu, tout groupe topologique localement compact abélien est
unimodulaire.

Proposition 10.3.11. Tout groupe compact est unimodulaire.

Démonstration. Soit G un groupe compact et A sa fonction modulaire. Vu la Proposi-
tion 10.3.8, on a A(z") = A™(x), pour tout nombre naturel n non-nul. Par conséquent,
sion a A(xz) > 1 pour un z € G, la fonction modulaire n’est pas bornée. S’il existe x € G
tel que A(z) < 1, il vient A(z)A(z7!) = A(lg) = 1 et donc A(x~1) > 1. Dans ce cas
également, la fonction modulaire n’est pas bornée. Cependant, A étant continu sur le
compact G, la fonction modulaire est nécessairement bornée. O

Le résultat précédent peut se généraliser.

Proposition 10.3.12. Si G est un groupe topologique localement compact admettant un
voisinage compact V de 1 invariant par les automorphismes intérieurs de G, alors il est
unimodulaire.

Démonstration. Un tel groupe admet une unique mesure de Haar a gauche p. Puisque
V' contient un ouvert non vide, on doit avoir p(V') > 0. De plus, pour tout z € G, on a
2Va~t =V, ie xV = Vz. Ainsi, si A est la fonction modulaire, pour tout z € G, il vient

A(z)u(V) = p(Vz) = p(aV) = p(V),

ce qui suffit. O
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Proposition 10.3.13. Si G est un groupe topologique localement compact et p une mesure
de Haar a gauche sur G, on a

i(4) = [ A dufa),
pour tout borélien A de G.

Démonstration. Posons
v BG) = [0,00] AH/A(m‘l)dp(x).
A

La fonction A étant continue et a valeurs positives, v est une mesure. Puisque p est de

Borel et que K est compact si et seulement si i ! I’est, v est une mesure de Borel. Qui plus

est, A et  — 27! étant des applications continues, v est régulier, vu la Remarque 10.2.15.
La Remarque 10.3.7 appliquée & f : x + ya(z)A(z~!) permet d’écrire

v(Ay) = / Xy (@)A@) du) = / Xan(@)AG Y Aya) du(z)
=A™ [ fyla) dua)

— Al H)AW) / xa@) A duz) = v(A),

ce qui implique que v est une mesure de Haar a droite.
Soit ¢ > 0 la constante telle que v = ¢fi; il nous faut montrer que c est égal a 1. On a

v v 1 - .
o= 28 = A = e J, A dute)

pour tout borélien A tel que 0 < fi(A) < oo. Pour € > 0, puisque A est continu et vaut
1 en 1, il existe un voisinage ouvert et symétrique V' de 1 tel que |1 — A(x)| < e, pour
tout x € V. En supposant V' d’adhérence compacte, on a 0 < (V) = u(V) < oo, vu le
Lemme 10.2.11. On a alors

RN S U B
el =y 1 ey A

7
<—— [ 1= A du() < =.
n(V) Jy
Puisque € > 0 est arbitraire, on en conclut que ¢ doit valoir 1. ]

Corollaire 10.3.14. Soit G un groupe topologique localement compact, p une mesure de
Haar a gauche sur G et v une mesure de Haar a droite sur G ; pour tout borélien A de
G, on a p(A) =0 si et seulement si v(A) = 0.

Démonstration. Vu la proposition précédente et I'unicité des mesures de Haar (a droite)
a une constante multiplicative pres, il existe une constante ¢ > 0 telle que

v(A) = c/AA(xl) d,

pour tout borélien A de G. De la, il est clair que p(A) = 0 implique v(A) = 0. Maintenant,
si v(A) = 0, alors I'application z + A(x™1)xa(z) s’annule p-presque partout. Puisque A
est strictement positif sur G, A doit étre u-négligeable. O
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Exercice 10.3.15. Soit G un groupe topologique localement compact et p une mesure de
Haar a droite sur G ; montrer que

n(zA) = Ale)u(A),

pour tout borélien A et tout x € G.
Suggestion : Nous savons que i est une mesure de Haar a gauche sur G. Par conséquent,
on a

(Ax) = A)i(A),
pour tout borélien A et tout x € G. Cette relation peut s’écrire

pla= A7) = A@)u(A™Y) & plzA) = Ar)u(A),
pour tout borélien A et tout x € G.

Exercice 10.3.16. Soit G les groupe topologique considéré dans les Exercices 10.1.33 et
10.2.20 ; montrer que la fonction modulaire A de G est définie par

a b _1
01 T a

Suggestion : Nous savons que G est homéomorphe a G =0, o[ xR, que 'application

1 B(G) = [0, ] AH//d“db

définit une mesure de Haar a gauche sur G et que 'application

g+ B(G) = [0, 00] Al—)//A daadb

définit une mesure de Haar a gauche sur G. Puisque fi4 est une mesure de Haar a droite,
il existe une constante ¢ > 0 telle que /iy = cuq, c’est-a-dire telle que

// d,ugab // da db // dadb
A(a,b) a?A(a,b)

pour tout borélien A. On doit donc avoir A(a,b) = (ca)~! pour presque tout (a,b) € G.
Par continuité de A, cette égalité doit étre vérifiée partout.

Considérons le changement de variable suivant au sens de I'opération de groupe dans

G

(z,9) = (a,0) 7 = (-, ——).

Il s’inverse en (a,b) = (1/z,—y/x), avec Dya = —1/2% Dya = 0 et Dyb = —1/z. On

obtient donc
da db dx d
- ]S e = [ 5 =,
A-1 a

ce qui prouve que 'on a ¢ = 1.
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Exercice 10.3.17. Soit encore GG le groupe topologique de L’Exercice 10.1.33; trouver un
borélien de G qui est de mesure de Haar a gauche finie et de mesure de Haar a droite
infinie.

Suggestion : Avec les notations de l'exercice précédent, considérons le borélien A =

[1,00[%x[0,1] de G. On a
// dadb _
A

_//dadb_
= /] ===

Exercice 10.3.18. Montrer que 'application

dt
wA) ‘/A [ det £]

définit une mesure de Haar a gauche et a droite sur GLg, ce qui implique que GLg est
unimodulaire !.

Suggestion : 11 suffit de sinspirer de I’Exercice 10.2.19. Montrons que 'on a p(zA) = u(A)
pour tout z € GLg, le cas des translations a droite se traitant de maniere similaire. Pour
x € GLg, considérons le changement de variable t(y) = xy, s’inversant en y(t) = z~1¢. Le

jacobien est donné par |det Dyt| = |det z|? et donc

dt 1 dy
A= —— =] ——|deta|®dy = = u(A).
et = [ = [ T e = [ ey = p)

Exercice 10.3.19. Etant donné un groupe topologique localement compact G et une mesure
de Haar a gauche u sur G, montrer que G est unimodulaire si et seulement si i = pu.
Suggestion : Si G est unimodulaire, on a

= / Afe™t) dp = / dp = p(A),
A A
pour tout borélien A de G.

Supposons a présent avoir i = pu. Nous savons que [i est une mesure de Haar a droite.
Ainsi, p est aussi une mesure de Haar a droite. On trouve ainsi pu(Az) = u(A), comme
attendu.

et

Exercice 10.3.20. Soit H = {0,1} que 'on munit de la topologie discrete et de ’addition
modulo 2, notée 4, comme opération de groupe. Considérons G = HN* muni la topologie
produit et de 'opération de groupe + définie composante a composante par 'opération
sur H. Montrer que

— @ est un groupe compact,

— 81 p est la mesure de Haar sur G telle que u(G) = 1, alors

u({(gx)r € G = gj, = yx pour k € {1,...,n}}) = an

pour tous nombres naturels ji,...,J, non nuls et deux a deux distincts et tous
éléments y1,...,y, de H,

1. Or, GLg4 n’est ni compact, ni commutatif.
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— il existe des compacts K et K’ de G tels que u(K) = u(K')=0et K + K' =G,

— pour
9k

f:G—=[0,1] (gr)r+— o
s

L(B) = u(f~1(B)) pour tout borélien B de [0, 1].
Suggestion : Bien str, H étant fini, il est compact, ce qui implique que G est également
un groupe topologique compact, vu la Proposition 10.1.3 et le théoreme de Tychonoff.
Considérons le deuxieme point. Pour n € N* y, € H pour k € {1,...,n} et j1,...,jn €
N* deux a deux distincts, posons

A={(9c)x € G:gj, =yr pour k € {1,... ,n}}.
Soit S I’ensemble des suites (x;); de G de la forme

he H sij=jipourunk
T 0 sinon

Cet ensemble S contient 2" éléments. Bien sur, pour tout (gx)x € G, il existe une unique
suite (z)r de S telle que (gx)r appartient & A + (zx)r et on a

G=A+S5= ] A+ (@
(zk)K€S

ou l'union est disjointe. Il vient donc

L=pu(G) = > pwA+@r)= >, A =2"uA),

(zk)reS (zx)xES

vu l'invariance par translation de la mesure.
Pour le troisieme point, pour n € N*, soit yi,...,y, € {0, 1},

K, ={(9x)xr € G:gop =y pour k € {1,...,n}}

et
K’II'L ={(9r)x € G : gog—1 =y, pour k € {1,...,n}}.

Posons K =N, K, et K/ =NK]. On trouve
p(K) =limp(K,) =lim2 " =0

et u(K') =0. Pour (gx)x € G, soit

Yk/2 si k est pair et k/2 < n
Tk =19 9k — Yht1)/2 Sikest impair et (k+1)/2<n
Gk sik>n
et
Y+1)/2 Stk est impair et (k+1)/2<n
T = gk — Y2 sik est pair et k/2 <n
0 sik>n

On a bien sur (zx), € K, (2))r € K et (9x)r = (x1)r + (2},)k. On a donc G = K + K'.
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Considérons le dernier point. Utilisons le fait que tout borélien de [0, 1] est union
dénombrable d’intervalles dyadiques semi-ouverts deux a deux disjoints. Soit n € N*,
k K+l

k€ {0,...,2" — 1} et posons I, = |5, "5 [ Montrons que l'on a

E(In,k‘) = :u(f_l(ln,k’))'

On a, bien entendu, L(I, ;) =27" et

u(f i) = 1l{(g); € G2 Y- 5 € L)

J

Vu qu’il s’agit d’une suite représentation en base 2, on constate directement que la condi-
tion Y | ;95277 € I, ), fixe détermine n premieres valeurs de la suite (gj);- Vu ce qui précede,
on a des lors u(f~ (L)) = 27"

Exercice 10.3.21. Soit G un groupe topologique localement compact et 1 une mesure de
Haar a gauche sur G ; montrer que les conditions suivantes sont équivalents :

— @ est o-compact,

— p est o-fini,

— pour tout ouvert non vide U de G, il existe une suite (z); de G telle que G = Uz U.
Suggestion : Montrons que le premier point implique le second. Si G est o-compact, il
existe une suite de compacts (Kj)i telle que G = UpKj. Puisque p est borélien, on a
u(Ky) < oo pour tout k, ce qui suffit.

Montrons que le premier point implique le troisieme point. Gardons la suite (K}j); du
point précédent et soit U un ouvert non vide de G. Pour tout k, {zU : x € G} définit un

(k) ng (k)

recouvrement de Kj. Il existe donc z;/, ..., xf{fj dans G tels que K}, C Ui U. Posons

J={(k): ke N le{l,...,nx}}
et pour (k,1) € J, posons x(; ;) = xgk). On a G = Ujcyz;U, avec J dénombrable.
Montrons que le troisieme point implique le premier. Soit U un ouvert non vide de G
d’adhérence compacte et (xy); une suite de G telle que

G = UgxU C kakU C G.

Les ensembles de la forme z,U étant compacts, on peut conclure.

Montrons enfin que le deuxieme point implique le premier. Montrons d’abord que pour
tout compact K de GG, on peut trouver un ouvert U o-compact tel que K C U. De fait,
pour x € K, soit V, un voisinage ouvert d’adhérence compacte de x. Puisque {V, =z € K}
définit un recouvrement ouvert de K, il existe x1,...,z, € K tels que K C U}_,V,,.
Soit Uy = UL_;V,, . Puisque U, est un ferrzlé inclus dans le compact nglfka, U; est un
ouvert relativement compact. Soit K1 = Uy et appliquons a K7 le méme raisonnement
qu’a K pour trouver un ouvert Us relativement compact tel que K1 C Us. En itérant cet
argument, on peut construire une suite (Kj); de compacts et une suite (Uy)r d’ouverts
relativement compacts tels que U, = K}, C Uky1. Des lors, Uy, = Uy = UK} et cet
ensemble U = U,Uj convient : il est ouvert, o-compact et contient K. Puisqu’on suppose
w o-fini, il existe une suite (Ag)y de boréliens de G deux & deux disjoints tels que G = U Ay,
et u(Ag) < oo pour tout indice k. Pour € > 0, vu la régularité de p, il existe un compact

K}, inclus dans Ay, tel que
€
W K) > p(Ag) — oF"
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Les ensembles K} ainsi construits étant deux a deux disjoints, il vient

(@) = D p(Ar) < 3 (K + 7) = plUKR) +e.
k k

Puisque ¢ est arbitraire, il vient u(G) = pu(Up K). Pour chaque indice k, soit Uy un ouvert
o-compact contenant K. L’ensemble UpU} est un ouvert o-compact qui vérifie

w(G) = w(UpKy) < p(UpUy) < p(G).

Nous venons donc de prouver l’existence d’un ouvert U o-compact de méme mesure que
G. Supposons avoir U = UyC}, pour une suite de compacts (Ck)x et considérons le sous
groupe (U) de G engendré par U :

(U) = {J] 2t :n e N, 2 € U, 6 € {~1,1}}.
k=1

Le groupe (U) est union dénombrable de produits finis d’ensembles Cj, et C) L ce qui
implique qu’il est o-compact. De plus, il est clairement ouvert. Vu la Proposition 10.1.41,
il est également fermé. Ainsi, on a G = (U), sinon il existerait un ouvert V inclus dans
G\ (U). On aurait alors (V') > 0 par le Lemme 10.2.11, alors que 'on doit avoir p(V') <
w(G\U) =0.
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Annexe A

Quelques rappels

A.1 Concernant ’analyse

Limites supérieures et inférieures

Définition A.1.1. Si (zj)x est une suite de R (ou R), la limite supérieure de cette suite,
notée limy, zj, est définie par
lim xp, = inf sup xg.
k I kzj

De la méme maniere, la limite inférieure, notée lim, , est définie par

lim xp, = sup inf zy.
k j k=j

L’inégalité lim, x5, < limy xy, est vérifiée et, si la suite (xy)x converge, on a

lim x; = lim z;, = lim xy,.
k k k

Semi-continuité

Nous envisagerons ici la semi-continuité pour des fonctions définies sur R (ou une partie de
R) ; cette notion se généralise aisément aux applications définies sur un espace topologique
X (en remplagant, dans la définition qui suit, |x — | < € par un voisinage de z).

Définition A.1.2. Une fonction a valeurs étendues f : R —] — 0o, 00] est semi-continue
inférieurement en x si pour tout nombre réel C tel que f(x) > C, il existe € > 0 tel que
|x — t| < e implique f(t) > C'; f est semi-continu inférieurement s’il est semi-continu
inférieurement en chacun des points de son domaine de définition.

Une fonction a valeurs étendues f : R — [—00, 0o[ est semi-continue supérieurement en
x si —f est semi-continu inférieurement en x, c’est-a-dire si pour tout nombre réel C' tel
que f(z) < C, il existe € > 0 tel que |x — t| < ¢ implique f(t) < C'; f est semi-continu
supérieurement s’il est semi-continu supérieurement en chacun des points de son domaine
de définition.

Une fonction f : R — R est continue en un point si et seulement si elle est semi-continue
inférieurement et semi-continue supérieurement en ce point. Bien sir, une fonction f est
semi-continue inférieurement (resp. semi-continue supérieurement) si et seulement si, pour

295
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tout nombre réel C, Pensemble {z € R : f(x) > C} (resp. {x € R: f(x) < C}) est ouvert.
Il en résulte que de telles fonctions sont Borel-mesurables. On vérifie directement que si U
est un ensemble ouvert, yy est semi-continu inférieurement et que si C' est fermé, xco est
semi-continu supérieurement. De plus, la somme de deux fonctions semi-continues infé-
rieurement (resp. semi-continues supérieurement) est semi-continue inférieurement (resp.
semi-continues supérieurement). Enfin, si (fx) est une suite de fonctions semi-continues in-
férieurement (resp. semi-continues supérieurement), alors f = supy, fr (resp. f = infy fi)
est aussi une fonction semi-continues inférieurement (resp. semi-continues supérieure-
ment), puisque 'ensemble {x €] — 00,00]| : f(x) > C} est 'union sur k£ des ensembles
{z €] — 00,00] : fr(x) > C}. En particulier, si (f;) est une suite croissante de fonction
semi-continues inférieurement, limy, fi est également semi-continu inférieurement.

Différentielles

Dans R?, posons ||z||ec = supy, [7x] et doo(2,y) = supy |zx — yx| et désignons par ab le
segment {a +t(b—a):t € 0,1]}.

Si © C R4 est un ensemble ouvert, rappelons que si une application f : Q — R? est de
classe C1, elle est différentiable en chaque point de Q et la différentielle f., de f en z est
représentée par la matrice de dimension d x d dont I’élément (j, k) est Dy, f;(z).

Dans I'espace linéaire £(R% R?) des matrices de dimension d x d, I’application

d
-1l LRERY) R A sup > ajl

1<j<d 1

est une norme sur £(R?% RY) telle que || Az < ||All]|lz]|oo quels que soient A € L£(RY, R?)
et € RZ

Proposition A.1.3. Si Q C R?, soit f : Q — R?% une application de classe C*. Pour tout
x € et tout y € Q tel que Ty C €2, on a

doo (f(2), f(y)) < SHBHJC*ZH doo (@, y).

ZETY

Démonstration. De fait, pour tout j (1 < j < d), fj € CH(Q,R) et la formule de Taylor
limitée implique I'existence d’un nombre t; €]0, 1] tel que

Fi@W) = fi(@) =D [Dkfjlast, o) U — 78),

d
[
k=1

ce qui suffit. O

A.2 Concernant la topologie
Généralités

Déﬁnitijon A.2.1. Soit (Ek)x une suite d’ensembles. La limite supérieure de cette suite,
notée limy, F}., est définie comme suit,

L o
lim By, = ﬂ U E}.

J k=j
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La limite inférieure quant a elle se définit comme

@Ek:UﬁEk.
k

J k=j
On vérifie aisément que les égalités suivantes sont vérifiées,

@Ek = {z : © € E} pour une infinité d’indices k}

et
lim Fy, = {z : x € E} Yk, excepté pour un nombre fini d’indices k}.
k

Si la suite d’ensembles (Ej )y est décroissante, on vérifie directement que l'on a limy, By, =
N;jE;. Si la suite d’ensembles est croissante, alors Uioszk = UZO:]-,Ek pour tous j et j’,
donc limy, Ej, = Nj Upe, Ex = UpZ Ex. De la méme manere, si la suite d’ensembles est
décroissante, alors ﬂzo:jEk = ﬂzo:j,Ek pour tous j et j', donc lim, Ej = U; N2, By =
U2, Ey. Enfin, si la suite (Ej); est croissante, il vient lim, £, = U,;E;. Des lors, si la
suite d’ensembles (Ej); est croissante, on pose limy B = UpEj et pour une si elle est
décroissante, limy Ej, = NiEj;. Remarquons que l'on a toujours lim,, Fj, C limy Ej. De
fait, si  est un élément de lim; Ej, = appartient a ﬂ,;“;jOEk pour un indice jy et on a
donc x € Ej pour tout k > jg. Cela implique x appartient a U?’:jEk pour tout 5 > jp et
donc z € Uzo:jEk pour tout j. Ceci revient & dire que I'on a x € limy, E. Enfin, il est aisé
de montrer que l'on a Xlim,, By, = SUPj Xrpe B, = lim,; x g, et Xiimy, B, = inf; XU B, =

limy, x &, -

Proposition A.2.2. Tout ensemble ouvert €2 de R est l'union dénombrable d’une suite
d’intervalles ouverts deux a deuz disjoints.

Démonstration. Soit € la collection de tous les intervalles ouverts inclus dans §2 et maxi-
maux dans € (/ est maximal dans Q si le seul intervalle ouvert J tel que I C J C € est
I lui-méme). On a bien stur Useel C Q. Si 2 € , I'union des intervalles ouverts de (2
contenant x est un intervalle de ) contenant x et donc x € Ujcgl. Ces intervalles sont
disjoints : si x € Iy N 15, alors I = I; U I5 est un intervalle ouvert de € contenant I et Is,
donc I = I; = I>.

Les ensembles de € sont dénombrables. Chaque intervalle de € contient un nombre
rationnel xj. Puisque ces intervalles sont disjoints, x; n’appartient a aucun autre intervalle
de ¥. Ainsi, application I — xj, est une injection de € dans Q, ce qui suffit. O

Proposition A.2.3. Tout fermé inclus dans un compact est compact.

Démonstration. Soit F' un fermé inclus dans un compact K. Si (Uy)x définit un recouvre-
ment ouvert de F',on a K C F°U(U,Uy). Il existe donc kg € N tel que K C FCU(UZ(’ZlUk),
ce qui donne F' C U],zolek. O

Proposition A.2.4. Soit X un espace topologique, K un compact de X et J est un ensemble
non vide tel que pour tout j € J, C; soit un fermé non vide de K. Si NjcyC; est non
vide pour tout ensemble fini J' C J, alors Njc;C; est non vide.
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Démonstration. Supposons avoir NiCy = @ et posons Uy, = K \ Ck. Puisque Cj, est fermé
relativement a X, il est fermé relativement & K et Uy est ouvert relativement & K, comme
complémentaire de C} dans K. On a

UrUy, = K\ﬂka =K.

Maintenant, comme (Uy); définit un recouvrement du compact K, il existe n € N* tel
que K est recouverts par Uq,...,U,. On a donc

ce qui implique Ny_, C}, = &. 0
Le résultat qui suit découle directement du précédent.

Corollaire A.2.5 (Téoreme d’intersection de Cantor). Si X est un espace topologique de
Hausdorff et (Ky), une suite décroissante de compacts non vides de X, alors Ni K}y est
non vide.

Le résultat suivant est aussi une conséquence de ce qui précede, méme si nous en
donnons une démonstration alternative.

Proposition A.2.6. Si (X,d) est un espace métrique complet et (Cy)r une suite décrois-
sante de fermés non vides de X tels que limy diam(Cy) = 0, alors il existe x € X pour
lequel on a NCy = {z}.

Démonstration. On a diam(N;Cy) < diam(C}) pour tout j € N*, donc diam(N,Cy) = 0.
En conséquence, N;C}; est soit vide, soit un singleton. Soit (x); une suite de X telle que
xy € Cy, pour tout k € N*. Pour j > k, on a d(zj, ;) < diam(Cy), ce qui implique que la
suite est de Cauchy ; soit x sa limite de cette suite. Puisque (24;)x est une suite de Cj
pour j € N*, on doit avoir z € C}, puisque C} est fermé. On en déduit que = appartient
a NECl. ]

Définition A.2.7. Un point d’accumulation d’une partie £ d’un espace topologique est un
élément x de adhérence de E \ {z}.

Si x est un point d’accumulation de FE, tout voisinage de x contient un point de F
distinct de z.

Définition A.2.8. Un point = d’un espace topologique est isolé si le singleton {x} est
ouvert.

Un point = de I'espace topologique x est isolé s’il n’est pas un point d’accumulation.
Définition A.2.9. Un ensemble est parfait s’il est fermé et sans point isolé.

Proposition A.2.10. Si X est un espace métrique complet séparable et sans point isolé,
alors X n’est pas dénombrable.

Démonstration. Soit x1 € X et un nombre r; > 0; il existe zo € B(x1,71) distinct de ;.
Soit alors
ro = min{d(z1, z2),r1 — d(z1,22)}.
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On a B(z2,72) C B(x1,71) par construction et x1 & B(z2,72). Si le voisinage B(z;,7;) de
x;j a été défini, il existe x; 1 € B(xj,r;) distinct de z;. En posant

rjv1 = min{d(z;, xj11),m1 — d(xj, 25401)}

on obtient B(zj+1,7j4+1) C B(xj,r;) et zj41 € B(zj11,7j41). Si X est dénombrable, on
aX={x;:j5eN}L

Les ensembles B (j41,7j+1) sont compacts, par le théoreme de Borel-Lebesgue et on a
B(zj41,7j41) C B(z;,7), par construction. Vu le Corollaire A.2.5, N;B(z;,7;) n'est pas
vide. On a cependant x; ¢ B(zj1+1,7j11) et donc z; & N B(zg, ri), pour tout j € N*. [

Corollaire A.2.11. Un ensemble parfait non vide d’un espace métrique complet séparable
n’est pas dénombrable.

Démonstration. Si E est parfait, il suffit de prendre K; = B (xzj,7;) N E dans la démons-
tration précédente pour obtenir que N;K; ne peut étre vide. ]

Proposition A.2.12. Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout A C X, Uapplication d(-, A)
est continue.

Démonstration. Soient z,y € X ; montrons que |d(z, A) — d(y, A)| < d(x,y). Soit € > 0;
il existe a € A tel que d(z,b) < d(z, A) +¢ et donc d(y, A) < d(y,a) < d(y,z) +d(z,a) <
d(z,y) + d(z, A) + . Puisque ¢ est arbitraire, on obtient d(y, A) — d(z, A) < d(z,y). La
conclusion en découle, en inversant les roles de x et y. O

Proposition A.2.13. Un espace topologique X est de Hausdorff si et seulement si la dia-
gonale de X? est fermée pour la topologie produit.

Démonstration. Soit D = {(z,x) : € X} et supposons cet ensemble fermé dans X2. Si
x et y sont deux points distincts de X, (x,y) n’appartient pas & D et il existe donc deux
ouverts U et Vde X telsque z e U,y € Vet (UxV)ND =@.SiU et V contenait un
point commun z € X, (z, z) appartiendrait a la fois a U x V et a D, ce qui est impossible.
Nous venons ainsi de montrer que X est de Hausdorff.

Supposons maintenant que X est de Hausdorff et montrons que D¢ est ouvert dans X?2.
Soit (z,y) un point de D¢; on a donc x # y et il existe un ouvert U contenant x et u
ouvert V' contenant y tels que U NV = &. On a donc U x V C D¢, ce qui suffit. O

Espace normaux

Définition A.2.14. Un espace topologique est normal si, étant donné deux fermés disjoints
F et G, il existe deux ouverts disjoints U et V' contenant F' et G respectivement.

Proposition A.2.15. Un espace topologique est normal si et seulement si pour tout fermé
F contenu dans un ouvert U, il existe un ouvert V tel que FCV CV CU.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit F' un fermé inclus dans 'ouvert U.
Puisque U° est un fermé d’intersection vide avec F' il existe deux ouverts disjoints V
et  contenant F et U€ respectivement. Ainsi, Q¢ est un fermé inclus dans U. Qui
plus est, on a V C Q¢ ce qui implique V' C Q°, Q¢ étant fermé. Au total, on a bien
FcvcVcQecUu.

La condition est suffisante. Soit F' et G deux fermés disjoints. On a donc F' C G¢. Il
existe alors un ouvert V tel que F CV CV C G. Onaainsi F C Vet GC V' On a
bien entendu VNV® = @, ce qui suffit. O
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Proposition A.2.16 (Lemme d’Urysohn). Un espace topologique X est normal si et seule-
ment si, pour toute paire d’ensembles fermés non vides F' et G, il existe une fonction
continue f : X — [0, 1] telle que f(F) ={0} et f(G) = {1}.

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que l'ensemble D = Q N [0, 1]
s’écrive D = {py : k € N}, avec pg = 0 et p; = 1. Posons U; = X \ G ; par la normalité
de X, il existe un ouvert Uy tel que F C Uy C Uy C U;. Supposons avoir construit
les ensembles Up,,...,Up,, pour k = 0,...,n tels que p < ¢ implique Up C Uy. Posons
P, ={po,...,pn} et soit p,q € P, tels que p < pp41 < ¢. Puisque X et normal, il existe
un ouvert U, ., tel que U, C Uy, ., C Up,., C U,. Enfin, posons U, = & pour tout
nombre rationnel p < 0 et U, = X pour tout nombre rationnel p > 1.

Pour z € X, posons D, = {p € Q : € U,}. Par construction, cet ensemble est non
vide et minoré par 0. Définissons alors

f:X —[0,1] =z~ infD,.

Pour z € F, on a F' C Uy et donc f(z) = 0. Pour x € G, puisque x n’appartient pas a
Uy, mais & U, pour tout p > 1, il vient f(z) = 1.

Montrons la continuité de f. Tout point x appartenant & U, appartient & U, pour tout
q > p, ce qui implique f(z) < p. Si, par contre, x n’est pas un point de Up, il n’appartient
pas U, pour tout ¢ < p, ce qui implique f(x) > p. Soit alors ]a,b] un intervalle de
[0,1] et  un point de f~'(Ja,b[). Considérons deux nombres rationnels p et ¢ tels que
a < p < f(x) < ¢ < b. Nous savons des lors que = n’appartient pas & Uy, mais bien &
U,. Posons V = U, \ U, et montrons que f(V) Cla,b[. Si « est un point de V, alors z
appartient & U, C U,, ce qui implique f(z) < ¢ < b. De méme, puisque  n’appartient pas
a U, D Uy, il vient f(z) > p > a. Nous avons donc obtenu f(x) € [p,q] Cla,b[. Puisque
V C f~Y(a, b)), f est continu.

Il reste & montrer que la condition est suffisante. Si F' et G sont deux fermés disjoints
et non vides de X, soit f : X — [0,1] une fonction continue telle que f(F) = {0} et
f(G) = {1}. On a trivialement F C f~1([0,1/2]) et G C f~1(]1/2,1]). Ces deux pré-
images sont bien bien entendu disjointes. Qui plus est, ces ensembles sont ouvert, par la
continuité de f. O

Lemme A.2.17. Si X est un espace topologique normal et F' un fermé de X, pour tout
fonction continue f : F' — [—a,a] (a > 0), il existe une fonction continue g : X —
[—a/3,a/3] telle que | f(z) — g(z)| < 2a/3 pour tout x € F.

Démonstration. Considérons les fermés

Flz{xep;f(x)g—%} et Fo={xecF:flx)>

}.

wl e

Vu le lemme d’Urysohn, il existe une fonction continue g : X — [—a/3,a/3] telle que
g(F1) = {—a/3} et g(F») = {a/3}. On vérifie directement que cette fonction satisfait les
conditions de I’énoncé. O

Théoréme A.2.18 (Théoreme d’extension de Tietze). Un espace topologique X est normal
si et seulement si pour tout fermé F de X et toute fonction continue f : F — [—1,1], il
existe une fonction continue g : X — [—1,1] telle que g|p = f.
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Démonstration. La condition est nécessaire. Nous nous reposons sur le lemme d’Urysohn.
Soit F' un fermé non vide de X et f : F' [—1,1] une fonction continue. Vu le lemme qui
précede, il existe une fonction continue g; : X — [—1/3,1/3] telle que |f — g| < 2/3
sur F. En appliquant le lemme & la fonction f — g1, on obtient une fonction continue
g2+ X — [-2/9,2/9] telle que |f — (g1 + g2)| < (2/3)? sur F. Par récurrence, on peut
ainsi construire une suite de fonctions continues (g )y telle que

2]671 2k71

9+ X = == =

et N )
HOED I
k=1

pour tout kg € N* et tout € F. Puisque |gp(z)] < 2¥71/3% pour tout z € X, la
série ), gi converge uniformément vers une limite g. Celle-ci est continue, comme limite
uniforme de fonctions continues et vérifie f(z) = g(x) pour tout z € F'.

La condition est suffisante. Utilisons encore le lemme d’Urysohn. Si F' et G sont deux
fermés disjoints non vides de X, soit f : F UG — [0, 1] la fonction qui vaut 0 sur F et 1
sur G. Vu 'hypothese, il existe une fonction continue g = X — [0, 1] qui vaut 0 sur F et
1 sur G. O

Proposition A.2.19. Si X est un espace normal et F un fermé non vide de X, toute
fonction continue f : F' — R peut étre prolongée en une fonction continue sur X.

Démonstration. Posons

__f
lfl+1

Il s’agit d’une fonction continue sur F et & valeurs dans |—1, 1[. Vu le théoréme d’extension
de Tietze, cette fonction peut étre prolongée en une fonction g : X — [—1,1]. Soit G =
{z : g(z) = 1}; par construction, ce fermé est disjoint de F'. Par le lemme d’Urysohn,
il existe une fonction continue h : X — [0, 1] telle que h(F) = {1} et h(G) = {0}. La
fonction gh définie sur X est égale a g sur F et est & valeurs dans | — 1, 1[. Pour terminer,
il suffit de constater que

g

hg

. XSR
1 — |hg|

est un prolongement de f. O

Théoréme A.2.20. Tout espace métrisable est normal.

Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique et F', G deux fermés disjoints non vides
de X. La fonction ( )
d(x, F
flx) =
d(z, F) +d(z, G)

est bien définie sur X, puisque d(z, F') = 0 (resp. d(z,G) = 0) implique = € F et donc
d(z,G) > 0 (resp. d(z,F) > 0). Puisque z + d(x, F') est continu, f également. Enfin,
ona f(r) =1pour z € F et f(x) = 0 pour z € G. Le lemme d’Urysohn permet de
conclure. O
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Proposition A.2.21. Dans un espace de Hausdorff, si K1, Ky sont deux sous-ensembles
compacts disjoints de X, alors il existe deux sous-ensembles ouverts disjoints 1, de
X tels que K1 C Q1 et Ko C §o.

Démonstration. Sil'un des ensembles compact est vide (disons K; = @), alors Q) = & et
3 = X conviennent. Supposons d’abord que K1 = {z}. Par hypothese, pour tout y € Ky,
il existe deux ensembles ouverts disjoints Uy, V, tels que x € U, et y € V},. L’ensemble K>
étant compact, il existe une suite finie (y)_, d’éléments de X tels que Ko C UN_|V,.
Les ensembles Q; = NY_ Uy, et Qo = UY |V, sont les ensembles recherchés.

Si K7 est constitué de plus d’un élément, nous avons montré que pour tout x € K, il
existe deux ensembles ouverts disjoints U,, V, tels que = € U, et Ko C V,. L’ensemble
K étant un ensemble compact, il existe une suite finie (zx)Y_; d’éléments de X tels que
K, C U]kvlexk. La preuve est terminée en posant ) = U,ivlexk et Qo = ﬂ]kVZIVwk. O

Définition A.2.22. Dans I’énoncé précédent on dit que les ensembles €27 et {25 séparent les
ensembles K7 et Ko.

Corollaire A.2.23. Dans un espace topologique de Hausdorff, tout compact est fermé.

Démonstration. Si K est compact et x est un point de K¢, il existe un ouvert disjoint de
K contenant z, par la Proposition A.2.21. Cela prouve que K¢ est ouvert. 0

Proposition A.2.24. Si X est un espace de Hausdorff et K est un compact de X, pour
tous ouverts Uy, ..., U, de X tels que K C U}_ Uy, avec n > 2, il existe n compacts
Ki,...,K, tels que K = U}_ | K,, et Kj; C U, pour tout k € {1,...,n}.

Démonstration. Procédons par induction. Supposons donc avoir n = 2. Soit L1 = K \ Uy
et Ly = K \ Us. Ces ensembles sont compacts (comme fermé d’un compacta, inclus dans
U, et Uy respectivement, donc disjoints. Vu la Proposition A.2.21, nous savons qu’il existe
deux ouverts disjoints V; et V5 tels que Ly C Vi et Ly C Va. Les ensembles K1 = K \ V}
et Ko = K \ V3 sont des compacts inclus dans Uy et Us respectivement et d’union

KiUKy =K\ (VinW) =K,

ce qui suffit.

Supposons le résultat acquis pour m et considérons le cas n = m + 1. On a K C
(UL, Uk) U U4 et, vu ce qui précede, il existe deux compacts K’ et K41 tels que
K=K UKp1, K' C Uit Uk et Ky11 C Upqq. Par hypothese de récurrence, il existe
des compacts K1, ..., Ky, tels que K’ = U]" | K}, et K}, C Uy, pour tout k € {1,...,m}.
Ainsi, on a K = UkmjllKk, avec K C Uy, pour tout k € {1,...,m+ 1}. O

Présentons brievement les espaces compacts.

Définition A.2.25. Un espace topologique X est compact s’il est de Hausdorff et si, de
tout recouvrement de X par des ouverts, on peut en extraire un recouvrement fini.

Corollaire A.2.26. Tout espace topologique compact est normal.

Démonstration. Si F' et G sont deux fermés disjoints d’un espace compact, ces ensembles
sont compacts. Puisque 'espace est de Hausdorff, il existe deux ouverts disjoints U et V'
contenant F' et GG respectivement. ]
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Espaces localement compacts

Définition A.2.27. Un espace topologique est un espace topologique localement compact
si chacun de ses points possede un voisinage ouvert dont I’adhérence est un ensemble
compact.

Parmi les espace localement compact, on trouve bien sir les espaces euclidiens R? et
les espaces compacts.

Proposition A.2.28. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Si x est un point
de X et si v, est un voisinage ouvert de x, il existe un voisinage ouvert de x dont l’adhé-
rence est un ensemble compact inclus dans v,.

Démonstration. Par hypothese, il existe un voisinage v/, de xdont l'adhérence est un
ensemble compact ; quitte a remplacer 1/3’[: par 1/;, N v,, on peut supposer que V; C v,. Par
la Proposition A.2.21, il existe deux ensembles ouverts disjoints €21,y séparant {z} et
v}, \ V.. L’adhérence de 1 N/}, est un ensemble compact inclus dans v/, et donc dans vy,
ce qui termine la démonstration. ]

Proposition A.2.29. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Si K est un
sous-ensemble compact de X et Q est un sous-ensemble ouvert de X incluant K, alors il
existe un sous-ensemble ouvert U de X dont l’adhérence est un ensemble compact tel que
KcUcUcQ.

Démonstration. La Proposition A.2.28 implique que tout point de K posséde un voisi-
nage ouvert dont I’adhérence est un ensemble compact inclus dans 2. Puisque K est un
ensemble compact, un nombre fini de ces voisinages recouvre K. L’union (finie) de ces
voisinages fournit I’ensemble U recherché. 0

Proposition A.2.30. Soit X un espace de Hausdorff localement compact possédant une
base dénombrable pour sa topologie. Tout sous-ensemble ouvert de X est un ensemble F, ;
en fait tout ensemble ouvert de X est l'union d’une suite d’ensembles compacts. Tout
sous-ensemble fermé de X est un ensemble Gy.

Démonstration. Soit % une base dénombrable pour la topologie de X. Si §2 est un sous-
ensemble ouvert de X, soit % la collection des ensembles U de & tels que U est un
ensemble compact inclus dans 2. La Proposition A.2.28 implique que €2 est I'union des
adhérences des ensembles de % (les voisinages ouverts de la Proposition A.2.28 peuvent
étre remplacés par des voisinages plus petits appartenant a %g). La premiere partie est
ainsi démontrée.

Supposons maintenant que C est un ensemble fermé. Alors, C'¢ est un ensemble ouvert et
est donc 'union d’une suite (F} ), d’ensembles fermés. L’ensemble C' est donc I'intersection
des ensembles ouverts F. O

Définition A.2.31. Un espace topologique est un espace topologique o-compact s’il est
I'union d’une suite dénombrable d’ensembles compacts.

Proposition A.2.32. Tout espace de Hausdorff localement compact admettant une base
dénombrable pour sa topologie est o-compact.

Démonstration. L’espace X étant un ensemble ouvert, cela résulte de la Proposition A.2.30.
O
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Définition A.2.33. Soit f une application continue a valeurs réelles ou complexes sur
I'espace X. Le support de f, noté [f] est 'adhérence de l'ensemble {z € X : f(z) # 0}.
L’ensemble des applications continues sur X a valeurs réelles et support compact est
noté CY(X); si les applications sont & valeurs complexes, I'espace correspondant est noté
CY(X,C).

I est clair que C2(X) et C?(X, C) sont des espaces vectoriels sur R et C respectivement.
Qui plus est, si f appartient & C2(X) ou C%(X,C), alors f est borné.

Proposition A.2.34. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Si K est un sous-
ensemble compact de X et 0 est un sous-ensemble ouvert de X incluant K, alors il existe
une application f € CO(X) telle que xx < f < xa-

Démonstration. Par la Proposition A.2.29, il existe un ensemble ouvert U d’adhérence
compacte satisfaisant K C U C U C Q. Par le lemme d’Urysohn, il existe une application
continue g : U — [0,1] tel que g = 1 sur K et ¢ = 0 sur U \ U. Soit I'application
f:X — [0,1] définie par f = g sur U et f = 0 sur (U)°. L’application est continue sur X
et de support compact inclus dans €2, ce qui termine la démonstration. O

Proposition A.2.35. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Si f € C?(X) et
(Qk)N_, est une suite finie de sous-ensembles ouverts de X telle que [f] C Uy, il existe
une suite finie (fi)N_, d’applications de CO(X) telle que f = >, fr et [fx] C Qx Vk. Si
Dapplication f est positive, chaque fi peut étre choisi positif.

Démonstration. Supposons d’abord que N = 2. La Proposition A.2.24 fournit deux en-
sembles compacts K; et Ko tels que K1 C Oy, Ko C Q9 et [f] = K3 U K. La Pro-
position A.2.34 implique l'existence de deux fonctions h; et hy de CY(X) telles que
XK, < hi < xo, et [he] C Qi (K = 1,2). Soient g1 = hy et go = hy — min(hy, ha); ces
applications sont positives, de support inclus dans 21 et {29 respectivement et vérifient
91 + g2 = max(hy, he) = 1 Vo € [f]. Les applications fi = fg1 et fo = fgo conviennent.
Pour le cas général, on procede par induction. Nous venons de prouver que f est la
somme de deux applications de supports respectivement inclus dans UéV:_ka et Qn. Par
induction, on peut décomposer la premiere de ces applications en N — 1 application, ce
qui démontre la proposition. ]

Proposition A.2.36. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Si (Kk)évzl est
une suite finie de sous-ensembles compacts deuz a deux disjoints de X et (ak){gvzl est une
suite de nombres réels (resp. complexes), alors il existe une application f de CO(X) (resp.
de C2(X,C)) telle que f(z) = Vx € K (1< k< N)et supy) | f| = maxicpen {|anl}-

Démonstration. 11 existe une suite (€2)2_, d’ensembles ouverts deux a deux disjoints telle
que K. C Q. Vk. De fait, si N = 2, cela résulte de la Proposition A.2.21. Sinon, on procede
par induction : il existe deux ensembles ouverts disjoints Uy, Us séparant U{CV:?K L et Kn.
Par induction, il existe N — 1 ensembles ouverts (Vk),]j:_l1 séparant la suite d’ensembles
(Kk)ff;ll. On pose alors Qn = Us et Qi = U1 NV}, (1 < k < N). Par la Proposition A.2.34,
il existe une suite d’application (fx)N_; de C2(X) telle que xx, < fx < Xq, Vk. 1l suffit
alors de poser f =), oy fi. dJ



A.2. CONCERNANT LA TOPOLOGIE 305

Espaces dénombrablement compacts

Rappelons que si (x); est une suite d’un espace topologique, x est une valeur d’adhé-
rence ce cette suite si tout voisinage de x contient une infinité d’élements de la suite.

Définition A.2.37. Un espace topologique est dénombrablement compact si, de tout recou-
vrement de cet espace par une suite d’ensembles ouverts, on peut extraire un recouvrement

fini.

Proposition A.2.38. Les conditions suivantes sont équivalentes :
— [’espace est dénombrablement compact,
— de toute suite de fermés d’intersection vide posséde, on peut extraire une famille
finie d’intersection vide.
— toute suite décroissante de fermés non vides a une intersection non vide,
— toute suite a au moins une valeur d’adhérence,
— toute partie infinie posséde un point d’accumulation.

Démonstration. Supposons que l'espace X est dénombrablement compact et soit (Fj)g
une suite de fermés tels que N, Fy, = @. Des lors (FY)j est une suite d’ouverts qui recouvre
I'espace. On peut donc en extraire un recouvrement fini : X = Up_, F’ pour un n € N*.
Par conséquent, N}'_, Fy, est vide, ce qui suffit. L’'implication inverse se démontre de méme.
Si (Uk)r est une suite d’ouvert recouvrant ’espace, il existe n € N* tel que N}_,Uf est
vide, ce qui implique que les ouverts Uy, ..., U, revouvrent l’espace.

Montrons que le second point implique le troisieme. Si (Fy)x est une suite décroissante
de fermés non vides telle que Ny F}, est vide, il existe n € N* tel que F,, = N}_, F} est
vide, ce qui est absurde.

Montrons que le troisitme point implique le second. Soit (F}); une suite de fermés
d’intersection vide et posons Ej, = ﬁleFj. La suite (E})x ainsi construite est décroissante
et NgEr = NF} est vide. Par contraposition du troisieme point, il existe n € N* tel que
E}, est vide, ce qui signifie que N}_, F}, est vide.

Le troisieme point implique la quatrieme. Une valeur d’adhérence d’une suite (zp)x est
un élément de Ny Fy, avec Fj, = {x; : k > j}. La suite de fermés (F},); étant décroissante,
il existe x € N F},.

Le quatrieme point implique le troisieme. Soit (F})r une suite décroissante de fermés
non vides et pour tout k € N*, soit x € F). Vu le point quatre, cette suite admet une
valeur d’adhérence x. Montrons que x appartient a Fj pour tout k, ce qui permettra de
conclure. Supposons avoir x ¢ F),. La suite étant décroissante, x n’appartient pas a Fj
pour k > n. Des lors, pour k > n, I}, est un voisinage de x. Par définition de z, un tel
ensemble contient une infinité d’éléments de la suite (x), ce qui est absurde.

Le quatrieme point implique le cinquieme. De fait, toute valeur d’adhérence d’une suite
injective est un point d’accumulation de son image.

Le cinquieme point implique le quatrieme. Supposons que la suite (z)x ne possede pas
de valeur d’adhérence. Alors, puisque chaque valeur n’est prise qu’un nombre fini de fois
au plus par la suite, {z} : k € N*} est infini. Dans ce cas, cet ensemble n’a pas de point
d’accumulation, ce qui est absurde. O

Proposition A.2.39. Dans un espace dénombrablement compact, si l’ensemble des valeurs
d’adhérences d’une suite est réduit au singleton {x}, cette suite converge vers x.
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Démonstration. Soit (1)), une suite satisfaisant les conditions de I'énoncé et Fj, = {z; : j > k}.
Par hypothese, on a NgF; = {z}. Pour tout ouvert U contenant x, la suite de fermés
(Fy \ U)y est décroissante et d’intersection vide. Puisque 'espace est dénombrablement
compact, il existe n € N* tel que F,, \ U est vide, c’est-a-dire tel que U contient F;,. Par
conséquent, on a x € U pour tout k > n. O

Remrquons que tout espace métrique et séquentiellement compact est compact, donc
séparable et ainsi de Lindel6f (et donc quasi-compact). Ceci permet de montrer que pour
un espace métrisable les notions de compact, quasi-compact, dénombrablement compact
et séquentiellement compact sont équivalentes.

A.3 Concernant certains espaces fonctionnels

Notation A.3.1. Si X est un espace de Hausdorff localement compact, CJ(X) (resp.
CJ(X,C)) désignera 'ensemble des fonctions réelles (resp. complexes) s’annulant & infini.

Notons que toute fonction continue sur un espace de Hausdorff compact appartient a
CJ(X). Bien stir C(X) et CJ(X, C) sont des espaces vectoriels sur R et C respectivement.
Toute fonction de C§(X) ou CJ(X,C) est bornée et || f||oo = sup{|f(z)|: z € X} est une
norme pour ces espaces.

Proposition A.3.2. Soit X un espace de Hausdorff localement compact ; les espaces CO(X)
et CO(X,C) sont denses dans C3(X) et CJ(X,C) respectivement.

Démonstration. On a bien stir C2(X) C CJ(X) et C2(X,C) C CJ(X,C). Soient f une
fonction de CJ(X) ou CJ(X,C) et & > 0. Soit alors K un compact tel que | f(z)| < & pour
tout € K¢ Par la proposition A.2.34, il existe une fonction g : X — [0, 1] appartenant
a CY(X) telle que g(z) = 1 pour tout € K ; posons h = fg. Cette fonction h appartient
a CY(X) ou CY(X,C) et vérifie | f — hlls < €. O

Proposition A.3.3. Si X un espace de Hausdorff localement compact, les espaces CS(X)
et CY(X,C) sont de Banach.

Démonstration. Soit (fi) une suite de Cauchy de CJ(X); puisque |f,(z) — fy(z)| < ||fp —
fqlloo, cette suite est convergente. Soit f la fonction définie par f(z) = limy fx(x). Pour
tout € > 0, il existe N > 0 tel que p,¢ > N implique ||f, — fqllooc < €, ce qui implique
| fp(x)— fq(x)| < € pour tout z et donc, en recourant & la limite, | f(x)— fp(z)| < e. Puisque
e et N ne dépendent pas de z, ceci prouve que la suite (fx) converge uniformément vers
f

Montrons que f est continu. Soient xg € X et € > 0. Il existe N > 0 tel que kK > N
implique |fix(z) — f(z)| < €/3 et la continuité de fn implique l'existence d’un nombre
d > 0 tel que |fn(z) — fv(xo)| < €/3 pour tout = tel que |x — x| < 4. Deés lors, pour un
tel z, on a

[f(2) = f(xo)| < [f(2) = ()| + |fn(2) = fn(wo)| + | fn(x0) — flwo)| <e.

Il reste & montrer que f s’annule a l'infini. Sie > 0, choisissons k tel que | f(z)— fx(z)] <
£/2 pour tout x € X. Puisque fj s’annule & l'infini, il existe un compact K tel que x € K°
implique |fi(z)| < €/2. On a alors

@) < [f(@) = fe(@)| + [fa(z)] <e
pour tout z € K€, ce qui suffit. O
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A.4 Concernant ’algebre

La droite complétée

La droite complétée R = [—o0,00] consiste en les nombre réels considérés avec oo
et —oo. On pose, pour tout nombre réel x, —oo < = < oo. On définit les opérations
arithmétiques suivantes sur R :

— VzeR, x+00=00+2 =00,

— Vz eR, 2+ (—o0) = (—0) + 2 = —0o0,

— Vr>0,x-00=00 2 =00,

— VYV >0,z (—00) = (—00) -z = —00,

— Vr<0,z-00=00 = —00,

— V<0, z-(—00) = (—00) - & = 00.

On pose également

00 + 00 = 00,

(—00) + (—00) = —o0,

0000 = (—00) - (—00) = o0,

o0 - (~00) = (~00) - 00 = —oc,
0-c0=00-0=0-(—00) =(—00)-0=0.

Les sommes 0o + (—00) et (—o0) 4+ 0o sont laissées indéfinies.
Les valeurs absolues de co et —oo sont définies par

|o0] = | = oof = oo

la série ), xj, de termes de R existe si 0o et —oo ne sont pas tous les deux présents
dans la série et si la suite (Z?:l ;) des sommes partielles possede une limite dans R.

Concernant ’algebre linéaire
Nous nous placons dans R

Définition A.4.1. Le groupe linéaire génral de degré n sur R est le groupe des matrices
réelles inversibles de dimension 7 ; il est noté ! GL,(R) ou simplement GL,,.

Définition A.4.2. Une matrice A de dimension n est dite orthogonale si A’A = I, o Af
est la matrice transposée de A. Le groupe des matrices réelles orthogonales de dimension
n est noté O,. C’est le groupe des transformations géométriques de R™ qui préservent les
distances (isométries) et le point origine de I’espace.

Il s’agit d’'un? groupe compact maximal de GL,,. De fait O,, est I'image réciproque de
'identité par I'application continue A — A?A. Il est borné, puisque la norme d’opérateur
de toute isométrie est égale a 1. Le groupe spécial orthogonal SO,,, qui représente le groupe
des matrices de rotation a n dimensions, est le sous-groupe de O,, constitué des éléments
de déterminant égal & 1. Une réflexion (par rapport & un hyperplan) est un élément de
O,, de déterminant égal a —1. Par conséquent, la composée d’un nombre pair de telles
transformations est une rotation.

1. Pour les matrices a coefficients dans un corps commutatif C', le groupe linéaire général est noté
GL,(C).

2. C’est méme le seul, a un isomorphisme prés; tout sous-groupe compact de GL,, est conjugué d’un
sous-groupe de O,.
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Définition A.4.3. Une matrice symétrique réelle A de dimension n est définie positive
(resp. semi-définie positive) si toutes les valeurs propres de A sont strictement positives
(resp. positives ou nulles). La famille des matrices symétriques réelles de dimension n
définies positives (resp. semi-définies positives) est notée S;" (resp. S;)).

En vertu de la théorie sur les formes bilinéaires, une matrice symétrique réelles de
dimension n est définie positive si et seulement si X*AX > 0 pour tout X € R™\ {0}.

Lemme A.4.4. Pour A€ S

-+ il existe une unique matrice S € S} telle que A = S2.

Démonstration. Pour A € S!* par le théoreme spectral, il existe R € O,, et des réels
ALy .oy Ap > 0 tels que
A = Rdiag(\1, ..., \y)R7L.

S = Rdiag(\/A1, ...,/ AR

La matrice

vérifie S? = A.

Supposons maintenant qu’il existe une autre matrice T' € S;;* telle que T2 = A. Il existe
un polynome P € R[X] tel que P(\;) = v/ A pour tout k € {1,...,n} (on peut utiliser un
polynéme de Lagrange). On doit alors avoir S = P(A) = P(T?). On en déduit que S et
T commutent et qu’ils sont en conséquence co-diagonalisablent. Il existe donc M € GL,
et des nombres 01,...,0, > 0 tels que

S = Mdiag(\/A,...,V/A)M™ et T = Mdiag(6,...,0,) M .

Des lors, puisque, S? = T2, ces relations donnent A\, = 9,% pour tout k € {1,...,n}. La
matrice T' état définie positive, on doit avoir 8 = /A, et donc S =T. [

Théoréme A.4.5 (décomposition polaire). L’application
O, xS/"—=GL, (R,S)— RS
est un homéomorphisme.

Démonstration. Soit A € GL,, et considérons la matrice A*A. Elle est symétrique et pour
tout X € R™\ {0}, on a

XUA'A)X = (AX)IAX = ||AX|? > 0,

puisque A est inversible. Par conséquent, A'A € S;*. Vu le lemme précédent, il existe
une matrice S € S/ telle que S? = A'A. La matrice R = AS™! vérifie A = RS et est
orthogonale, puisque

R'R= (ST A'AS™! = (571)!s?571 =1,

ce qui montre que I'application est surjective.
Soit maintenant ) € O,, et T' € S;* des matrices telles que A = RS =QT. On a

A'A = (RS)'RS = S'R'RS = S*

et A'A = T?. L’unicité dans le lemme précédent implique S = T et donc R = Q. Nous
avons donc montré que ’application est une bijection.
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Bien str, l'application est continue (par continuité du produit matriciel). Soit (Ag)x
une suite de GL,, qui converge vers A € GL,,. Vu ce que nous venons d’obtenir, pour tout
k, il existe R € O, et S € S;;" tels que Ay = RyS. De méme, il existe R € O, et S € S/*
tels que A = RS. Le groupe O,, étant compact, il existe une sous-suite (Ryx))x de (Ry)x
qui converge vers Q € Oy. Ainsi, la suite (Sjg) = Rf(k)Al(k))k converge vers T = Q'A,
puisque le produit et la transposée sont continus. On a Ry € S, C S;, qui est fermé,
donc T appartient a S; . Puisque Ry et Ay appartiennent au groupe GL,,, T appartient a
GL, NS}, = S,". Ainsi, on a A = QT pour une matrice orthogonale () et une matrique
symétrique définie positive 7. Vu l'unicité,on doit avoir ) = R. Nous venons donc de
montrer que R est la seule valeur d’adhérence de la suite (Rg)i, ce qui implique qu’elle
converge vers R, le groupe O,, étant compact. Il s’ensuit que (S = RZAR) Lk converge vers
R'A = S. Nous venons donc de montrer que I'inverse de ’application est continue. O

Définition A.4.6. Une matrice de multiplication est une matrice réelle diagonale M de
dimension d x d dont tous les éléments diagonaux sauf un sont égaux a 1, le dernier
élément diagonal étant égal & m € R,. On a donc

M = diag(1,...,1,m,1...,1). (A.1)

Définition A.4.7. Une matrice d’addition est une matrice réelle A de dimension d X d
pouvant s’écrire sous la forme

A=1I+B, (A.2)

ou I est la matrice identité et B est une matrice dont tous les éléments sont nuls, excepté
un élément non-diagonal, égal a a € R,.

Avec ces notations, si T' est une matrice réelle de dimension d x d, alors, si le nombre
m dans la relation (A.1) occupe la [-iéme ligne et si I’élément a non-nul de la matrice B
intervenant dans la relation (A.2) est I’élément (I, c),

— MT s’obtient un multipliant la [-ieme ligne de T par m et en laissant les autres

éléments inchangés,

— T'M s’obtient un multipliant la [-ieme colonne de T par m et en laissant les autres

éléments inchangés,

— AT s’obtient en ajoutant a fois la c-ieme ligne de T a la [-iéme ligne et en laissant

les autres éléments inchangés.

— T A s’obtient en ajoutant a fois la c-ieme colonne de T a la [-iéme colonne et en

laissant les autres éléments inchangés.
Remarquons aussi que 'inverse d’une matrice de multiplication M est la matrice de mul-
tiplication M ~! = diag(1,...,1,1/m,1...,1) et que I'inverse d'une matrice d’addition A
est la matrice d’addition A~! = I — B (en particulier ces matrices admettent toujours un
inverse). Le résultat suivant se démontre grace & une réduction de Gauss.

Proposition A.4.8. Toute matrice inversible peut s’écrire comme le produit (fini) de ma-
trices de multiplications et d’additions.

Démonstration. Soit T' une matrice inversible. Si I’élément T ; est non-nul, il existe une

matrice de multiplication By telle que (B17)1,1 = 1. Sinon, puisque T" est inversible, il

existe [ tel que 71 est non-nul et des lors une matrice d’addition By telle que (B17')1,1 = 1.
De 1la, il existe d — 1 matrices d’additions By (2 < k < d) telles que

(BgBg—1---BiT)1p=1 et (BgBg—1---BiT);1 =0,
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pour tout [ > 1. Cela étant, il existe d — 1 matrices d’additions Cy (1 < k < d) telles que
(Bg---BiTCy---Cq1)10 =1, (BgBg-1---B1TC1---Cq-1)1,1 =0

pour tout [ > 1 et
(BgBg—1---B1TCy---C4-1)1,. =0,

pour tout ¢ > 1.

On a donc
10 --- 0
0 = *
ByBy_1---B1TCy---Cy1 =

En continuant de la sorte, on obtient By --- BiTCy - - - Cyy = I pour deux suites finie de
matrices de multiplication et d’addition (Bg)Y_; et (Cx)4L,, ce qui suffit. O
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